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Vorwort. 


Uach dem urſprünglichen Plane ſollte dieſer dritte Band meines 
Handbuches der Mechanik das dritte und vierte Buch vereinigen; die 
große Ausdehnung aber, welche das dritte Buch: die Mechanik 
veränderlicher Syſteme erhalten hat, nöthigte dazu, dieſen Band, 
um ihn nicht zu voluminös werden zu laſſen, auf jenes dritte Buch zu 
beichränten. Die Iange Verzögerung ber Herausgabe hat darin ihren 
Grund, daß ich das dritte Buch auch nach einem ganz andern Plane 
ausgearbeitet und das frühere Manuſcript faft ganz auf die Seite ge= 
legt habe, und daß ich auf mehrere Theile der neuen Bearbeitung viele 
Zeit verwenden mußte. 

In dieſer neuen Darftellung der Mechanik veränderlicher 
Syſteme dürfte nach meinem Dafürhalten in Betreff der Haren Auf- 
faffung und allgemeinen Behandlung der Probleme ber Mechanik ein 
nicht unmefentlicher Schritt vorwärts gethan fein, und zwar nicht allein. 
dadurch, daß darin alle mögliche Arten von Syſtemen zufammengefaßt 
find und nicht bloß, wie es bisher gefchehen ift, folche, deren Theile 
nach gewiſſen Bedingungen in Verbindung flehen, fondern auch dadurch, 
daß darin zum erftenmale confequent unterfchteden ift zwifchen denjenigen 
Zuftänden, welche ein Syſtem von materiellen Punkten als ein zufam- 
mengehöriges Ganze annehmen Tann, und bie ich äußere Zuftände 
genannt habe, und feinen innern Zuftänden, welche bloß durch die 

relative Lage und Geſchwindigkeit ber einzelnen Punkte oder Theile bes 
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Syſtems bedingt find. Gemäß biefer Unterſcheidung, welche in ben 
einleitenden Betrachtungen beiprochen wird, zerfällt das gegen- 
mwärtige dritte Buch in drei Abfchnitte, von denen ber erfte die äußern, 
der zmeite die Innern Zuftände veränderliher Syſteme behandelt, 
während ber dritte denjenigen allgemeinen Betradhtungen gewidmet ift, 
durch melche die Innern und äußern Zuftände zufammengefaßt werben. 
Im erſten Adfchnitt wird zuerft die augenblidliche fördernde 
und drebende Sefammtwirfung aller außern und innern Kräfte 
des Syſtems ermittelt und nachgewieſin, daß bieſe Geſammtwirkung 
von den innern Kräften unabhängig und daher dieſelbe iſt, als wenn 
in dem betreffenden Augenblik das Syftem ein feſtes wäre; für em 
Syftem paralleler Kräfte ergibt fich darnach auch ein augenblicklicher 
Mittelpunkt berfelben und für ein ſchweres veränderliches Syitem ein 
augenblidliher Schwerpunft, fo wie, Im Allgemeinen für jedes 
veränberliche Syſtem ein augenblidlichker Mittelpunkt der Maſſe. 
Daran fchließt fih zunächſt die Erklärung des äußern Gleid» 
gewichtszuftaudes und die Unterfuhung der Bedingungen für 
das Gleichgewicht eines freien und eined in feiner Bewegung be= 
ſchränkten Syſtems mit Berückfichtigung des Unterfchiedes zwiſchen dau⸗ 
erndem und augenblidlickem Gleichgewicht, die Betrachtung 
befonderer Fälle von beſchränkten Bewegungen und bie Yaffung dei | 
Principe der virtuellen Gefchwindigkeiten für dad äußere | 
Gleichgewicht, und darauf folgt eine ausführliche Erörterung der | 
Gefege der äußern Bewegung eines veränderlichen Syſtens, 
durch welche einerſeits eine vollftändige Einficht in Die Außern Zuftände 
eines folchen Syſtems geboten wird, durch welche aber auch auf ber 
andern Seite der Unterſchied zwifchen unferer allgemeinen Auffaffung 
veränderlicher Syſteme und ben bisherigen beſchränkten Anfichten augen- 
fällig gemacht werden dürfte. | 
Nachdem in diejer Erörterung zuerft bie allgemeinften Gleichungen 
für die äußere fortichreitende und bdrehende Bewegung eines ganz be= 
liebigen Syſtems von materiellen Punkten auf dem einfachlten. und 
natürlichften Wege erhalten worden, werden daraus die Geſetze von der 
Erhaltung der Bewegung des Schwergunftes oder richtiger 
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| bes Mittelpunties ber Maſſe und von der brebenden Bewegung 
| su Diefen Mittelpunkt abgeleitet, und damit gezeigt, daß biefe 

Gefege, welche man bisher meifteng mit Zugrundlegung des d'Alem⸗ 
bert'ſchen Principe, das felbft nur eine Folge unferer natürlicheren 
| Anſchauung von der Geſammtwirkung ber Innern und äußern Kräfte 
| ift, und des Princips der virtuellen Geſchwindigkeiten, das in feiner 
' dazu angetwendeten beſchraͤnkten Faſſung nur für Spiteme gültig ift, 
deren Theile nach bedingten Gefeten in Verbindung ftehen, betviefen 
| hat, daß biefe Geſetze für jebes beltebige Syftem von Körpern gelten, 
welche man gerade als ein Syftem zufammenbetrachten will. Jene 
Geſetze gelten 3. B. ebenfowohl für einen feft Itegenden Stein und eine 
darüber hinfliegende Kugel, melche zufammen ald ein veränberliches 
Spftem betrachtet werben, wie für ein Planetenſyſtem, oder die in Feiner 
Beziehung mehr zu einanderftehenden Theile einer in ihrem Laufe zer- 
iprungenen Kugel, u. ſ. f. Es wird fodann darauf bingewiefen, daß 
dag zweite der genannten Gefege fich eigentlich nur auf einen augen— 
blicklichen Zuftand des Syſtems bezieht und daß bie brehende Bewegung 
desſelben von feinem Innern Zuftande abhängt; diefe Abhängigkeit wird 
augenfällig durch die Ableitung der allgemeinen Gleichungen 
für Die änfere drehende Bewegung eines veränderlichen Syſtems 
um drei rechtwinklige Achſen im Mittelpuntt der Maffe, welche 
mit dem Syſtem felbft in Verbindung ftehen und daher felbft eine 
deehende Bewegung befiten, und zwar indbefondere um die augen: 
blicklichen Sauptachfen in jenem Mittelpimtte, Gleichungen, welche 
bier wohl zum erftenmal abgeleitet erfcheinen und von denen bie für 
bie drehende Bewegung eines feften Syſtems nur einen befondern Fall 
bilden. Die darauf folgende Erörterung des unter dem Namen: 
Princip von der Einhaltung der Oberflächen befannten Ge- 
ſthes und feine mechanifche Interpretation fucht alle bier einfchlägigen 
Punkte zu beleuchten, und wenn auch ber nun entwidelte Lehrfag von 
der Henderung der äußern lebendigen Kraft eines veränders 
lichen Suftems durch die äußere Arbeit der äußern Kräfte 
feine direrte Anwendung in gegebenen Fällen zuläßt, was ja mit ben 
vorbergenannten Gefeten auch nicht der Fall iſt, fo dürfte er Doch das 
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Verdienſt einer allgemeineren Anfchauung haben, da aus ihm wieber 
für fefte Syſteme ein anwendbarer Lehrſatz als befonderer Fall her⸗ 
vorgeht. 

An dieſe Erörterung ber äußern Bewegungsgeſetze eines freien 
Syſtems fchließt fich bie Unterfuchung der äußern Beweguug eines 
befchräntten veränderlichen Syſtems, welche namentlich was bie | 
Berüdfichtigung dev Neibung bei gleitender und rolleuder Be 
wegung und bei einer ftetigen Heihe von Berührungspunften 
betrifft, durchaus neu iſt, und biefer erſte Abſchnitt ſchließt dann mit 
einer NReihe von Beifpielen, die fich auf bie verfchlebenen vorge⸗ 
nannten Punkte ber befchränften Bewegung beziehen, zugleich aber auf | 
als Beifpiele für die Anwendung ber Gleichgewichtsbedingungen dienen | 
können und eine zweckmäßige Vorübung für die Mafchinenlehre bilden 
bürften, welche aber gerade deßhalb dem Vorwurf zu großer Ausführ- 
lichfett fchmwerlich entgehen werden, meil man ſolche Unterfuchungen in 
einer rationellen Mechanik zu finden nicht gewohnt iſt. | 

Der zweite Abfchnitt behandelt die innern Zuſtände veränber- 
licher Syſteme in vier Kapiteln. Im erflen Kapitel wird zunächft auf 
den Unterſchied hingewieſen, welcher bezüglich ber Unterfuchung der 
innern Zuflände eines ftetig zuſammenhänugenden veränderlichen 
Syitemd und eines nicht ftetigen, aus einer beftimmten Anzahl von 
materiellen Punkten oder feiten Körpern gebildeten Syſtems befteht, 
und darnach zerfällt denn auch dieſes Kapitel, in welchem die allge 
meinen Gefege des innern Gleichgewichtes und der innern 
Bewegung in größter Allgemeinheit und Vollftändigkeit bargeftellt 
find, in zwei Stüde. Das erfte dieſer Stüde behandelt die nicht 
ftetigen Syſteme; es werben barin zuerft die Gleichungen für die 
innere Bewegung und das innere Gleichgewicht eines Punktes In 
einem aus einzelnen materiellen Punkten beftebenden Syitem 
jowohl in Bezug auf ein parallel fortfchreitendes als in Bezug auf ein 
ſich drehendes Coordinatenſyſtem aufgeftellt, und dann ebenfo die allge: 
meinften Gleichungen für die örtlichen Zuflände eines feiten Körpers 
in einem aus einer beſtimmten Anzahl folcher Körper beftehen; 
den Syſtem abgeleitet, und zwar fowohl die Gleichungen für die fort- 
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ſqreitende Bewegung bes Mittelpunttes der Maffe eines ſolchen Körpers, 
als auch bie Gleichungen für die drehende Bewegung besjelben um 
feinen Maffe- Mittelpunkt und zwar Indbefondere um feine Hauptachien 
in diefem Bunte, und für beide Arten von Bewegungen wieber jowohl 
in Bezug auf ein parallel Fortichreitendes als in Bezug auf ein ſich 
dehendes Coordinatenſyſtem. Zuletzt werben daraus noch die Bedin- 
gungen. für das innere ruhende Gleichgewicht eines ſolchen Körpers 
abgeleitet, und ich: glaube fo ber Unterfuchung ber Innern Zuflände 
eines nicht ſtetigen Syſtems eine Alfgemeinheit und Vollſtändigkeit ges 
geben zu haben, die nichts zu wünfchen übrig laſſen bürfte. 

* Die nun folgende Unterfuhung fletiger Syſteme geht von einer 
Vorſtellung aus, welche auch ſchon im zweiten Buche bei ber Betrach- 
tung fefter ſtetiger Syſteme zu Grunde gelegt wurde, nämlich von ber 
Borftellung, daß ein Theil des Syſtems durch drei zu den Goorbinaten- 
Achſen fenkrechte Ebenen ausgeſchieden fet, und daß diefe Ebenen dann 
um die Eleinen Größen Ar, Iy, ZLz verrücdt worden feien, um aus 
ben dadurch eintretenden Aenderungen in den für ben begrenzten Theil 
geltenden allgemeinen Beziehungen bie entfprechenden allgemeinen Bes 
Hehungen für einen beliebigen Punkt bes. Syſtems als Uebergangsgeſetze 
beitter Otdnung in Bezug anf die gleichzeitige Aenberung von x, y 
web z abzuleiten, was übrigens Hier einfach durch breimaliges Diffe⸗ 
reniren jener allgemeinen. analytifchen Beziehungen je nach einer biefer 
Beränderlichen vorgenommen wird. Bei den veränderkichen Syſtemen 
ſind aber vor Allem die Aenderungeu zu berüdffichtigen, welche in jenem 
begrenzten Theile des Syſtems mit der Aenderung ber Zeit eintreten; 
8. wird daher zuerſt die mit der Zeit flatthabende Henderung des 
Bolumens unterfucht, und daraus bie geometrifche Naumansı 
dehnung für einen beliebigen Punkt des Syſtems und das Aenbe— 
rungsgeſetz berfelben in Bezug auf bie Zeit abgeleitet. Ungenchtet dieſer 
Rammänderung muß die Maffe des begrenzten Theiles ungeändert blei⸗ 
ben, und diefe Bedingung führt zu einer Gleichung zwifchen dem 
Aenderungsgeſetz der geometrifchen Dichte und dem der 
germetrifchen Naumausdehnung, welche man biöher bloß für bie 
Rüffigen Syſteme aufgeſtellt und bie Bedingung ber Stetigkeit 
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genannt hat. Unſere Darſtellung macht die wahre Vedeutung und den 


wahren Urfprung bdiefer Gleichung Har, und die nachfolgende Unter⸗ 


fuchung zeigt, daß diefelbe für jedes fletige veränderliche Syſtem erfül 
werden muß, wenn bie allgemeinen Bewegungsgeſetze darauf Anwendung 
finden follen. Um nämlich von den Gleichungen für die fortichreitende 
Bewegung bed Mittelpunttes der Mafle des begrenzten Theiles durch 
breimaliged Differenziren je nach x, y und z zu den Gleichungen der 
Bewegung des Punktes xyz übergehen zu können, müſſen auch bie 
2 2 2 

7 — no: in Function von x, y, z 
und ihrer Aenderungsgefehe ux, Uy, us ausgebrädt werben, unb bie 
betreffende Ableitung zeigt, daß bie vorhergehenden Aenberungsgefege 
„ d.% d. d.ıx 
für einen Punkt nur dann in die einfachen q Fra. nn ‚I, 
übergehen, wenn bie vorhin genannte Bedingung ber Stetigfeit erfüllt 
tft; diefe Bedingung liegt alſo fehon den Gleichungen der innern Be⸗ 
wegung eines veränderlichen Syſtems, welche auch für flüffige Syſteme 
gültig find, felbft zu Grunde. 

Um nun diefe Gleichungen zu erhalten, wird das begrenzte Stück 
bes Syſtems, befien Bewegung offenbar von ben in ber Borftellung los⸗ 
getrennten Theilen mobificitt wird, wie ein in feiner Bewegung 
befchränftes Syſtem betrachtet, d. 5. es werden bie aus feiner Ber: 
bindung mit den abgefchnitten gedachten Thellen entfpringenben Hinber- 
niffe oder Zörbdernifje feiner Bewegung als unbekannte Druck⸗ ober 
Zugfräfte in die Sleihungen für die fortfchreitende Bewegung bes 
Miittelpunftes der Maſſe eingeführt, und dann aus biefen Gleichungen, 
nachdem noch die nothiwendigen Beziehungen zwifchen den phyſtichen und 
geometrifchen Wirkungen erörtert worden find, durch breimaliges Differen⸗ 
ziren Die Gleichungen für die Bewegung bed Punktes xyz abgeleitet. Dieſes 
Berfahren ift ein ganz rationelles, jeber Hypothefe entbehrendes, und iſt 
fret von den unklaren Einwänden gegen: bad Integriren um einen Bunt 
herum, welche zeigen, wie wenig felbft ein Zame über den Unterfchieb 
zioifchen der mathematischen und ber phyſikaliſchen Vorſtellung von ben 
Körpern, wie ich ihn im Vorwort zum zweiten Bande angedeutet habe, 
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m einer klaren Ginficht gekommen if. Da «8 für einen Punkt Teine 
brehende Bewegung gitt, fo müffen bie Gleichungen für bie drehende 
Bewegung unferes- begrenzten Syſtemtheiles zu: benfelben nur ber Form 
nach verſchie denen Bewegungsgleichungen führen, und diefer Schluß bes 
gründet, der Einfachheit wegen indeffen nur mit Hülfe ber Gleichgewichts⸗ 
bedingungen der drehenden Kräfte, Die wefentlichen Beziehungen, durch 
velche Die neun unbefannten Spannungs: Eomponenten auf 
ſechs zurückgebracht werden. Die Gleichgewichtsbedingungen der för⸗ 
bernden Kräfte dienen dann weiter dazu, die allgemeinften Beziehungen 
| jwiichen den Spannungs-Componenten verfchledener Schnitt-Ebenen zu 
exhalten, und dieſe Beziehungen werben dann durch dns Sllipſoid 
mb die Nichtungsfläche der Spannungen anſchaulich dargeſtellt 
md nach jeder Richtung hin beleuchtet. 

Die Spannungen um einen Punkt herum ftehen zu ben Aende— 
rungen der Lage biefes Punktes in Bezug auf die ihn zunächſt um— 
gebenden An nothiwendigen Beziehungen, und die Anwendung ber allge= 

meisien Bemegungsgleichungen erfordert, daß diefe Beziehungen wenigſtens 
ber Form nach bekannt find. Wegen ber Stetigfeit des Syſtems müffen 
| wir aber ron jenen Aenderungen ber relativen Rage eines Punktes xyz 
Mm Bezug auf die ihm umgebenden wieder -auf die Aenderungs- ober 
Uebergangsgeſetze zurückgehen, welche ich geometrifche Dehnungen 
genannt habe, und deren Größen und Richtungen um einen Bunt 
herum einem ähnlichen allgemeinen, jcboch nicht ganz fo einfachen Geſetze 
felgen, wie die Spannungen, indem bie geometrifche Dehnung für 
itgend eine Uebergangsrichtung von neun Dehnungen abhängt; 
Diefe neun Dehnungen verbinden ſich zwar auch ſowohl für das Ellip⸗ 
ſoid als für die Michtungsfläche der Debunngen zu ſechs Coeffi⸗ 
sienten, bie Achfen dieſer beiden Flächen fallen aber nicht mehr zufammen. 
Rach ausführlicher Erörterung diefer Eigenſchaften wird die Beziehung 
ber geometrifchen Naumausdehnung zu den Sauptdehnungen 
abgeleitet und dann unterfucht, unter welchen Bedingungen in ben Bes 
wegungägleichungen flatt der Nenderungsgefehe der Geſchwindigkeits— 
Componenten in Bezug auf die Zeit die Aenderungsgeſetze zweiter Ord⸗ 
nung der Verſchiebungen in Bezug auf die Zeit ſubſtituirt werden dürfen. 
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Es bleibt darnach nur noch bie Aufſtellung ber allgemeinen Glei 
Hungen für die innere Bewegung und bas innere Gleichgewicht eines 
fietigen Syſtens, welches eine änfßere fortfchreitende uud 
drehende Bewegung, oder die legtere allein befikt, übrig, um 
eine Lehre abzufchließen, welche bisher in bie Lehrbücher ber Mechanik 
noch keinen Gingang gefunden hat, weil die zu Grunde liegende Bes 
trachtung mehr ober weniger mit Hypotheſen über bie innerhalb der 
Körper zwifchen ihren Theilchen ftatthabenden Angiehungen verknüpft 
wurde; ich glaube durch meine Betrachtungsweife gezeigt zu haben, daß 
biefer Zweig der Mechanik ebenfo rationell if, und ebenfo wenig einer 
Hypothefe ober eined Satzes der Erfahrung bedarf, ald die Unterfuchung 
bes Sleihgemwichtes und ber Bewegung fehler Körper; eine Anwendung 
auf die elaftifchen Körper und die Flüffigkeiten dagegen ſtützt fich aller 
dings wieder auf Hypotheſen oder auf Säbe ber Erfahrung, wie bie 
Anwendung ber Lehren bed zweiten Buches auf die ſchweren Körper bie 
aus der Erfahrung entnommenen Kenntniffe von ber Schwere voraud« 
fest, und mit demſelben Rechte, mit dem homogene fchwere Körper als 
Beifpiele für bie Anwendung ber Lehren des zweiten Buches genommen 
werben, dürfen auch bie homogen=elafifchen Körper ale Beiſpiele für 
die Anwendung unferer allgemeinen Geſetze für bie innern Zuftänbde 
fletiger Syſteme behandelt werben, wie dieß im dritten Kapitel geſchieht, 
ohne daß dadurch ber Charakter des Buches als eines Haudbuches ber 
rationellen Mechanik beeinträchtigt wird. 

Das zweite Kapitel ifi ber Anwendung der für nicht ftetige 
Syſteme abgeleiteten Geſetze gewibmet und behandelt bemgemäß 
als DBeifpiele für inneres Gleichgewicht das Sellpolygon, das Knie, bie 
Roberval'ſche Wage, und ein Planeienſyſtem als Beifpiel für die innere 
Bewegung. Diefe Iehtere Unterfuchung geht vom allgemeinften Stand 
punkte aus; fie ftellt Die allgemeinen Gleichungen für die fortichreitende 
und drebende Bewegung eines Körperd auf, welcher einem aus. einer 
beliebigen Anzahl von Körpern gebildeten Syftem angehört, gcht dann 
mit Berückfichtigung ber bei unferm Planetenfyftem ftattfindenden Ber- 
hältniffe zur näherungsmeifen Auflöfung diefer Gleichungen über, und 
ſchließt mit der Ableitung derjenigen Beziehungen, durch welche bie 
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Jenderungen ber Elemente ber veinselliptifchen Betwegung und ber reinen 
'Ieehenden Bewegung gefunben werben können. Ich glaube darin für 
ein Handbuch der Mechanik, das nach allen Richtungen hin gleich volle 
Rändig fein ſoll, nicht zu weit gegangen zu fein. 

Das dritte Kapitel befaßt fih mit der Anuwendung der für 
fetige Syfteme abgeleiteten Geſetze auf die elaſtiſchen Körper, 
aber nur auf bompgenselaftifche, d. h. folche, deren Glaftichtät nach 
jeder Richtung hin diefelbe if. Die eloftifchen ftetigen Syſteme werben 
dabei in ähnlicher Weiſe, mie bei der Beftimmung des Schmwerpunftes 
‚die ſchweren feften Syſteme unter drei Gefichtöpunften behandelt, als 
daftifche Linien, elaftifche Flächen und als elaftifche Körper. 
Mit den elaftifchen Linien als den einfachften elaftifchen Syftemen bes 
ginnend, befchäftigt fich die Unterfuchung zunächft mit der Ermittelung 
der Beziehung zwifchen Spannung und Dehnung einer ſolchen 
Einie, wenn fie die Form einer Geraden bat, und zwar mittels einer 
phyſikaliſchen Betrachtung berfelben, geht dann auf die Beftimmung der 
Geſtalt und Spannung einer elaftifchen Linie über, welche fich unter 
dem Einfluffe einer ſtetig fich ändernden Kraft im Innern Gleichgewichts 
zuſtande befinden fol, wobei bie Keiten- und Gemwölblinie als beionderes 
Beifpiel ausführlich erörtert wird, und behandelt dann bie Bewegung 
einer elaftifchen Linie, welche im Bleichgewichtäzuftand bie Form 
einer Geraden bat und nur nad) ihrer Länge geipannt iſt; es wird 
darin gezeigt, daß die für biefen Fall bisher aufgeftellten Bewegungs⸗ 
Bleihungen unvollftändig, daß die transverfalen Schwingungen 
von den longitudinalen nicht unabhängig find, und dann werben 
ſowohl für befondere wie für allgemeine Fälle die entiprechenden Auflöfungen 
gegeben; ich kann jeboch nicht verheblen, baß ich ton der nach ame 
aufgenommenen Behandlung des Falles mit der angezupften Saite und 
ähnlicher Fälle nichts weniger als befriedigt bin; denn wie man auch 
ben Berfuch ändern mag, fobald die Saite das erſtemal durch ihre 
Gleichgewichtslage gegangen iſt, nimmt fie nie mehr bie anfängliche 
Geſtalt eines ſtumpfen Winfeld an, wie es nad) ben betreffenden Glei— 
ungen doch fein müßte. 

Zu der Betrachtung der elaftifchen Flächen übergehend, bietet 
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unfere Unterfuchung eine ganz neue Behandlung bed Innern Bleichges 
wichtes und ber innern Bewegung folcher Flächen. Zuerft werden 
allgemeinen Gleichungen für das Gleichgewicht elaftifcher Flächen abs 
geleitet, wobet gezeigt wird, daß ſich für dieſe die Spannungen um 
einen Punkt herum auf Drei tangentiale Spannungen zurüdführen 
laffen, und dann werden biefe Gleichungen auf einige einfache Fälle 
angewendet, worunter indbefondere die Beftimmung der Ruppelges 
wölbefläce einiger Beachtung nicht unmwerth fein dürfte Daran 
reiht fih wieder eine phyſikaliſche Betrachtung eines ebenen 
Bandes zur Srmittelung und Beranfchaulihung der Spannunge 
und Dehnungs- Berhältniffe und die mathematifche Unterfuchung 
ber Iebtern für eine beliebig gefrümmte Fläche von conftanter Elaſticität 
nrebft deren Anwendung auf einige einfache Fälle. Diefe Beziehungen 
finden dann auch ihre Anwendung bei den Gleichungen ber Bewegung, 
um aus ihnen die Spannungen zu eliminiren und burch die Dei 
nungen zu erjegen, was indeſſen nur für ebene Flächen durchgeführt 
wird und wodurch für biefe die Differentialgleichungen für die fehr 
kleinen innern Iongitudinalen und transverfalen Bewegungen hervorgehen. 
Diefe Gleichungen werden auf die beiden Fälle, wo eine elaftifche 
Membrane in einen rechtedigen und in einen Treisfürmigen Rahmen 
eingefpannt tft, angewendet und mitteld berfelben bie Geftalt der Mens 
brane für einen beliebigen Zeitpunkt beftimmt. ( 
Zulegt richtet fich unfere Unterfuhung auf die elafttfchen Kürper 
felbft und leitet zunächft für Körper von eonftanter Elaiticität die 
Beziehungen zwifchen den Spannungen und Dehnungen um 
einen Punkt herum einfach durch die Drefung der GCoorbinaten-Achfen . 
ab, da diefe Beziehungen bei einer nach jeder Richtung conftanten Elafticttät 
fiir jede Richtung der Achfen diefelben bleiben müſſen. Diefe Beziehungen 
werben fobann wieder vorerft auf einige einfache Fälle angewendet, dann 
werden mit bdenfelben die allgemeinften Gleichungen für den 
innern Öleichgewichtszuftand elaftifcher Körper abgeleitet, näm⸗ 
lich die Beziehungen, welche zwifchen den Außern Kräften und den 
Dehnungen oder vielmehr zwifchen jenen und den aus diefen Dehnungen 
durch die Elaftieität entfpringenden Innern Kräften im Zuſtande bes 
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Seqhgewichtes ſtatthaben müſſen, und zuletzt wird bie allgemeinfte 
Form der Fuunctionen beftimmt, welche zur Loſung jener Glei⸗ 
qungen führen können. Endlich werden bie genannten Beziehungen 
phfhen den geometrifchen Dehnuugen uud Spannungen in bie Glet- 
qungen für die innere Bewegung bei äußerem Gleichgewichtszuſtand 
‚Angeführt, und biefe Gleichungen nach den conflanten Evefficienten 
in drei Rlaffen gefchleden, von denen fich die erſte als diejenigen ein- 
fachen Bewegungen umfaflend Eennzeichnet, bei welchen bie oſcillatoriſche 
Bewegung eines Punktes im Sinne der Fortpflanzung berfelben von 
‚ einem Punkte zum andern gerichtet ift, bie zweite als Diejenigen ein- 
fachen Bewegungen begreifend, bei welchen die Schwingungen eines 
Bunktes ſenkrecht zur Zortpflanzungs-Richtung find, und bie britte Klaffe 
ale übrigen Bewegungen, bie nur aus diefen beiden einfachen zufammen- 
geſetzt fein Tonnen. Schlieglich wird dann auch hier die allgemeinfte 
Form der Zunctionen befiimmt, welche zur Löſung ber Bewe⸗ 
gungsgleichungen geeignet erfcheinen. 
| Das vierte Kapitel behandelt die Hebertragung der Bewegung 
‚Im Allgemeinen und den Stoß als michtigften Fall derfelben insbe⸗ 
ſondere. In Betreff der allgemeineren Betrachtung wird durch das 
Beiſpiel einer Uebertragung durch Neibung und einer durch einen 
Ä laſtiſchen Faden gezeigt, wie folche Fälle zu behandeln find und 
weichen Einfluß die Art der Uebertragung ber Bewegung auf die innere 
Vewegung eines veränberlichen Syſtems haben kann. Die Lehre vom 
Etoße wird mit aller Ausführlichkeit finfenweije vorgetragen, indem 
Re mit dem einfachften Falle des centralen Stoßes beginnt, nämlich mit 
der Vorausſetzung, daß die beiden ſich ftoßenden Körper Teine brehenbe 
Vewegung befigen, daß die Gefchwindigkeiten ihrer Schwerpunkte nach 
der Verbindungslinie dieſer Punkte gerichtet find und daß biefe Ver 
bindungsfinie zugleich im erſten Berührungspunfte beider Körper normal 
iM denfelben iſt. Es wird fobann auf den allgemeinen Fall überge— 
fangen, wo die GBefchtwindigkeiten beider Körper vor dem Stoß 
belichige Hichtungen haben, diefe aber noch Feine drehende Bewe⸗ 
Fang befiken, und für biefen Fall wie für alle folgenden Fälle das 
Carnot'ſche Princip direct nachgewieſen. Auf der folgenden Stufe 
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wird die drehende Bewegung mit in bie Betrachtung gezogen, 
zwar unter ber Borausfekung, daß ein freier Körper auf einen um em 
fefte Achſe drehbaren ſtößt und daß alle übrigen Berhältniffe möglich 
einfach find, und dann zur Unterfuchung des allgemeinften Falles 
zweier fich ſtoßenden Körper fortgefähritten; die Ergebniſſe d 
Unterfuchung dürften wohl ebenfo neu als beachtenswerth fein. 3 
werben dann noch drei weitere Fälle Eurz berührt, nämlich der S 
bei befchräntter Bewegung bes geftoßenen Körpers, ber gleich⸗ 
zeitige Stoß mehrerer Körper und der Stoß mit Berückfichti⸗ 
gung der Neibung, und ed wird für ben lebtern Fall darauf hin 
gewiefen, daß man die Wirkung ber Reibung bei dem Stoß bisher 
ebenjo unrichtig aufgefaßt hat, wie bei der gezwungenen Bewegung rol⸗ 
lender Körper, indem dieſe Wirkung nur bei der drehenden Bewegung 
ber fich ftoßenden Körper auftritt und zwar dadurch, daß die Drehunge⸗ 
achfen derſelben durch den Reibungswiderftand in den Berührungspunft 
verlegt werden, wie in dem Falle, wo man fich beide Körper mit ge 
rippten Oberflächen verfehen benkt. 

Der dritte Abſchnitt endlich erörtert die beiden Lehrfähe, welche den 
Innern und äußern Zufland eines Syſtems zugleich umfaffen, nämlich 
das Princip der virtuellen Gefchwindigkeiten und ben Lehrſat 
von der Aenderung der lebendigen Kraft, in ihrer allgemeinften 
Faſſung; fie weißt nach, wie beſchränkt und unrichtig man auch dieſe Lehrfäge | 
aufgeftellt und begründet hat, und beftimmt die Fälle, für welche die 
bisherige, auf die Außern Kräfte befchränfte Faſſung derſelben richtig iſt. 

Mit diefer Darlegung des im vorliegenden Bande behandelten Leht⸗ 
ftoffes und der Art der Behandlung glaube ich zur Genüge angebeutel 
zu haben, daß bier eine ganz neue und confequent durchgeführte Auf⸗ 
fafjung der Mechanik veränderlicher Syfteme geboten wird, und füge 
daher nur den Wunfch bei, daß diefed Vorwort dazu veranlaffen möge 
ben Inhalt des Werkes felbft näher zu würdigen. | 


Augsburg im Ortober 1858. 


G. Decber. 
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gy Einleitende Betrachtungen. 


§. 1. 

Alle Körper in der Natur und umſomehr alle Verbindungen von 
rpern find bezüglich der gegenſeitigen Lage der einzelnen Theile ober 
» elgrmeiner ber einzelnen. materiellen Punkte, ans welchen fie beftchen, 
ber Beränderung fähig und derſelben unterworfen, fobalb in ben 
Doegenfeitigen Berhäliniffen ber an ihnen tätigen Kräfte eine Aenderung 
Nett. Die Ergebniſſe der Unterfuchungen bes vorhergehenden Buches 
| Risen baher mit den in ber Natur zu beobachtenden Erſcheinungen 
infofern übereln, ald wir von biefen Veränderungen, welche für bie 
feften Aggregatform angehörigen Körper meiſtens fehr gering find, 
Umgang nehmen. Wir begegiien in ber Natur aber auch Suftemen 
von materiellen Punkten ober von Körpern, bei weldhen bie Beränberun- 
gen in der gegenfeltigen Lage ber einzelnen Theile fehr weſentlich und 
für uns ſelbſt wichtiger find, als die Geſetze der Bewegung, welche ein 
ſolches Syſtem als ein zufammengehörendes Ganze erhält, und wir 
beſtzen in unfern Mafchinen viele Verbindungen feſter Körper, welche 
ie gegenſeitige Rage fortwährend ändern und von denen auch manche 
ihre Geftalt weientlich aͤndern; bie Unterfuchung dieſer Veränderungen 
und ber Geſetze nach melden fe fatifinden führt und bemnach zur 
allgemeinſten Aufgabe ber Mechanik, welche darin beſteht, die Bedin⸗ 
gungen für das Gleichgewicht: und bie Befehe der Bewe- 
gung eines verändberlihen Syſtems von materiellen Punk⸗ 

ten feſtzuſtellen. 

Der Auflöfung dieſer Aufgabe ſoll das gegenwärtige Buch gewidmet 
kin; es ſollen jedoch darin insbeſondere nur ſolche Syſteme in's Auge 
gefaßt werben, bei welchen die gegenſeitige Lage ber einzelnen Punkte 
der auch größerer Theile weber feſt und unwandelbar heſtimmt iſt, 
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wie bei ben feſten Syftemen, noch auch bis in bie Heinften Theile will- 
kürlich veränderlich, wie bei den flüffigen Syftemen, bei welchen 
vielmehr diefe gegenfeitige Lage auf irgend eine Weiſe bebingt ift, indem 
fie entweber von beftimmten Kräften abhängt, die Innerhalb des Syſtems 
thätig find, ober fich nach gegebenen Bedingungen richten muß, welche 
geometrifch immer baburch vorgeftellt werben können, bag man beftimmte 
Punkte des Syftems ber Beichränkung unterwirft, ſich auf gegebenen 
Flächen oder Curven zu beivegen. Es gehören demnach hieher einmal 
alle der feften Aggregatform angehörigen Körper, infofern fie ald de hu⸗ 
oder zufammendrüdbar, als biegfam und elaftifch, u. |. F. zu 
betrachten find, alfo folche ſtetige Syſteme von materiellen Punkten, 
welche immer eine beftimmte äußere Geftalt an= und einen beftimmten 
Raum einnehmen, wenn bie zwifchen ben einzelnen Punkten thätigen 
Kräfte entiweber unter fich ober mit ben von Außen wirkenden Kräften 
in's Gleichgewicht gekommen find, welche aber beides bald mehr bald 
weniger ändern, fobald dieſes Gleichgewicht geftört wird. Ferner gehören 
bieher alle Verbindungen von feften Körpern, welche verichtebenartige 
Bervegungen annehmen, aber in foldher Abhängigkeit fichen, daß bie 
Bewegung eines berfelben bie Bewegungen aller übrigen bedingt unb 
beftimmt, wie dies bet allen Mafchinen ber Fall if. Endlich müſſen 
aber auch ſolche Syſteme von feſten Körpern bieher gerechnet werben, 
welche zwar in ihren Betvegungen faft gänzlich umbefchränft und nur 
infofern von einander abhängig find, als zwilchen ihnen noch Kräfte 
wirkſam bleiben, die einen Einfluß auf die Bewegungen ber einzelnen 
Theile ausüben, welche aber ber Zahl und Größe oder Mafle nad) 
beſtimmt find, und zufammen als ein Ganzes, ale ein Syſtem betrachtet 
werden Tonnen, wie ein Planeten- oder Sonnenfpftem, ober wie eine 
Kugel und die Kanone, aus welcher fie abgefchoffen wurde, oder zwei 
Kugeln, welche durch gegenfeitigen Stoß ihre Bewegungen ändern, u. ſ. f. 

Allgemein und genauer betrachtet würden auch die Flüſſigkeiten 
unter die veränderlichen Syſteme einzureihen, und nur als eine 
befondere Klaſſe derjelben zu unterfuchen fein, da fie fich von ber zuleht 
genammten Klafje veränderlicher Syſteme nur dadurch unterfcheiden, daß 
fte bis zu den kleinſten Theilden willtürlih veränderlich 
und als ftetige Syſtene von materiellen Punkten gu betrach⸗ 
ten find, von denen man weber bie Zahl nach die einzelnen 
Größen oder Maffen tennt. Aber gerade biefer letztere Umſtand, 
mit welchem auch der zufammenhängt, daß es in einem ſolchen Syſtem 
für die Beobachtung faſt unmöglich iſt, die Bewegung eines einzelnen 
materiellen Punktes, ber ſich in Nichte von ben Übrigen unterſcheidet, 


zu verfolgen, gibt bier der Unterfuchung eine ganz andere Richtung 
und beftimmt berfelben meiftens ein wefentlich anberes Ziel, als bies 
bei den übrigen veränderlichen Syftemen ber Fall iſt; es werben deß⸗ 
halb die flüſſigen Syſteme in dem folgenden Buche einer befonbern 
Betrachtung unterzogen werben. | 


g. 2. 


Bei einem veränderlichen Syftem kann im Allgemeinen nicht 
mehr von einer Geſammtwirkung ber Kräfte die Rebe fein, wenigſtens 
nicht in demſelben Sinne, wie bei einem feften Syftem, b. h. «8 Tann 
bort die von verfähtebenen Kräften hervorgebrachte Wirkung nicht mehr 
einer einzigen Kraft zugefchrieben oder von einer einzigen Kraft erzeugt 
gedacht werben, weil bei einem veränderlichen Syſtem jeder Angriffe 
punkt einer Kraft eine eigene, wenn auch nicht völlig unabhängige 
Bewegung erhält ober hoch erhalten Tann. Beachtet man aber, daß 
auch bei einem feften Syſtem bie Gefammtwirkung immer nur eine 
augenblickliche tft, und daß man auch ein veränderliches Syſtem in jebem 
Augenblicke als ein zufammengehörendes Ganze betrachten kann, welches 
gegen andere Syſteme oder materielle Punkte feine Lage aͤndert oder in 
Bewegung begriffen iſt, während innerhalb besielben bie gegenfeitigen 
Bewegungen ber einzelnen Theile vor fich gehen, fo wird allerdings 
auch in jebem Augenblidle von einer Geſammtwirkung der Kräfte in 
Bezug auf die Nenderung in bem örtlichen Zuflande bed ganzen 
Syſtems die Nede fein können. 

Wir werden uns nämlich, um bieß geometriſch barzuftellen, durch 
einen beliebigen Punkt des Syſtems ein Coordinatenſyſtem gelegt denken 
und für irgend einen Augenblick, für welchen wir ben Zuftand bes 
veränderlichen Syſtems unterfuchen wollen, alle materiellen Punkte des- 
ſelben mit jenem Coordinatenſyſtem feft verbunden annehmen, das Syftem 
in diefem Augenblicke alſo als ein feſtes betrachten, und koͤnnen dann 
die augenblicklich fördernde und drehende Geſammtwirkung aller 
Kräfte in Bezug auf dieſes als feſt gedachte Syſtem oder in Bezug auf 
dad mit ihm feft verbundene Coordinatenſyſtem wie bei einem feften 
Syſtem berechnen. Mittels dieſer Geſammtwirkung, für welche, wie 
man leicht einfehen wird, alle innerhalb bes Syſtems, d. h. zwifchen 
den einzelnen Theilen oder materiellen Punkten desſelben thätigen Kräfte 
ohne Einfluß bleiben müflen, wird man mie bei einem feften Syſtem 
die Geſetze für die fortfchreitende und für die drehen de Bewegung 
unferes Coordinatenſyſtems oder die Bebingungen für bas Gleichgewicht 
deoſelben ableiten, und es wird ſich dann für bie vollſtaͤndige Kenntniß 





des Zuftandes unſeres veränberlicden Syſtems nur noch darum handeln, 
die Geſetze der relativen Bewegungen feiner einzelnen Punkte in 
Bezug auf jenes Coordinatenſyſtem ober die Bedingungen für das Gleiche 
gericht dieſer einzelnen Punkte unter fich barzuftellen, wobei natürlich 
bie Innern Kräfte vorzüglich maßgebend fein werben, und jeder einzelne 
Punkt oder fefte Theil bes Syſtems für ſich betrachtet werden muß. 

So wie wir alfo in bem vorhergehenden Buche bie Bewegung eine 
feften Syſtems in ber Vorſtellung in eine fortfchreitende and tn eine 
drehende zerlegt und biefe als gegenfeitig unabhängig von einander 
betrachtet haben, um uns bie Vorftellung berielben zu exleichtern, fo 
werben wir burch bie obige Betrachtung dahingeführt, die örtlichen 
Zuſtände eines veränberlichen Syſtems abermals unter zwei verſchiedenen, 
in der Vorſtellung unter fi) unabhängigen Geſichtspunkten aufzufaflen, 
nämlich ein folches Syſtem einmal als ein zufammengehörendes 
Ganze zu betrachten und bie Aendberung feiner Lage im 
Bezug auf außerhalb desfelben liegende Punkte oder in 
Bezug auf ein fees Coordinatenſyſtem zu unterfucen, 
und dann blos die Aenderungen zu berüdfichtigen, welche 
innerhab besfelben vor ſich gehen. Wir wollen daher biefer 
Vorſtellung gemäß diejenigen Beziehungen, welche bie Lage eines vers 
änderlichen Syſtems, infofern es ald ein zufammengebörendes Ganze 
betrachtet wird, in Bezug auf ein fefted Coordinatenſyſtem ausdrücken, 
die äußern örtlichen Zuſtände bed Syftems nennen, und diejeni- 
gen Beziehungen, welche die innerhalb des Syſtems vor ſich gehenden 
Aenderungen darftellen, mit dem Namen: Inunere Örtlide Zuſtände 
besjelben bezeichnen. Die Mechanik veränderliher Syſteme 
wird darnach in zwei Abfchnitte zerfallen, von benen der eine bie Unter- 
fuchung der äußern, ber andere die ber Innern örtlichen Zuflände 
bes Syſtems zum Gegenftande hat, und von denen der erite durchaus 
auf die Mechanik der feften Syſteme geftübt werben kann, ba beide, 
was bie Außere Form ber Geſetze ber Bewegung und ber Bedingungen 
bes Gleichgewichtes betrifft, ganz übereinftimmen, während ber zweite 
Abſchnitt im Allgemeinen die Mechanik des materiellen Punktes und 
insbeſondere Die Geſetze ber relativen Bewegung eined materiellen Punk⸗ 
tes zur Anwendung bringt. 

Sp einfach nach diefer Anſchauungsweiſe die Unterfuchung ber ört- 
lichen Zuftände eines veränderlichen Syſtems auf ben erſten Anblick zu 
fein fcheint, fo wird man bei näherer Erwägung bald erkennen, wie 
ſehr ſich die Schwierigkeiten für dieſe Unterfuchungen im Allgemeinen 


haͤufen, da bie son Außen wirkenden Kräfte genau genommen immer 
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auch von ber‘ Lage ber einzelnen materiellen Punkte innerhalb des 
Eyſtems abhängen, alfo gleichzeitig Yunctionen ber Goorbinaten find, 
burch welche Die Lage bed beweglichen Anfangspunktes im Bezug auf 
ein unverruͤckbares Coordinatenſyſtem feftgeftellt wird, ber Coordinaten⸗ 
Winkel, welche Die Lage der beweglichen Achſen in Bezug auf bie feſten 
Soordinaten= Achſen beftimmen, und ber Goorbinaten, durch welche bie 
Bagen der einzelnen Punkte des Syftans in Bezug auf Die beweglichen 
Achten beftimmt werben. Dazu kommt noch, daß wenn im jehigen Falle 
die Unterfuchung ber brehenben Bewegung ber beweglichen Achſen dadurch 
vereinfacht werben follte, daß man bie Hauptachfen bes einen Augen 
blick als feſt gedachten Syſtems als biefe beweglichen Coordinaten⸗Achſen 
nimmt, biefe im Allgemeinen eine veränderliche Lage im Syiteme haben, 
welche wieder von den innerhalb des Syſtems flattfindendben Aenberun- 
gm abhängt und im jebem Augenblide fehr fchwierig zu beſtimmen wäre. 
Auf der andern Seite ift indeſſen erfichtlich, daß wegen bieftr Veränder⸗ 
lichkeit des Syſtems bie Richtung ber beiveglichen Soorbinaten= Achfen 
Im Allgemeinen fehr unbeſtimmt ift, wenn man nicht gerabe jene augen- 
blicklichen Hauptachſen dafür annimmt, baf es alle in ben melften 
Faͤllen das Zweckmaͤßigſte fein bürfte, biefen betweglichen Achfen entweber 
mir eine einfache drehende Bewegung vorzufchreiben, ober ihnen 
blos eine fortfchreitende Bewegung zu geben, fo daß fle zu den 
feften Goorbinaten= Achfen immer parallel bleiben, und zwar um fo 
mehr, ald tn biefem Falle auch dig Gleichungen für die relativen Bewe⸗ 
Hungen ber einzelnen Punkte oder Theile des Syſtems viel einfacher 
werben und leichter zu behandeln find. 

In den wenigen Fällen, welche wir in biefer Beziehung befonbers 
zu erörtern haben werben, tft auch ber Einfluß, welcher eine Anderung 
der Rage eines materiellen Punktes innerhalb des Syftems ober in Bezug 
auf das bewegliche Goorbinatenipftem auf die Intenfisät der von außen 
der auf ihn wirkenden Kraft hat, fo gering, daß er ohne fühlbaren 
Fehler vernachläfftgt werben barf, wodurch dann die Unterfuchung bes 
außern örtlichen Zuflandes weientlich erleichtert wird. 


8.3. 

Die Unterfuchung diefer äußern örtlichen Zuftände hat indeſſen 
für bie veränderlichen Syſteme mehr einen mwifienfchaftlichen Werth, inſo⸗ 
ferne naͤmlich dadurch die Mechanik aller Syfteme von materiellen Punk⸗ 
ven benfelben allgemeinen Geſetzen nnterftellt wird; anf einzelne Fälle 
Ändet dieſelbe Hier nur ſehr wenig Anwendung, ba wir bei der Unter- 
ſachung veränberlicher Syſteme gerade bie Beränberungen im Innern 


berfelben, in ber gegenfeitigen Lage ber einzelnen Theile oder Punite, 
ober bie Veränderungen in ber Geflalt des Syſtems kennen zu lernen 
wünfchen, und dabei von einer Wenberung im ber Lage des Syſtens 
gegen aubere Punkte ober Syſteme meiſtens gänzlich Umgang nehmen, 
wie 3. B. bei ber Betrachtung unferes Planetenſyſtems, ober weil wir 
in dem Syftem einen ober mehrere fefte Punkte vorausfeken, durch 
welche dasſelbe als Ganzes betrachtet im Zuflande bed Außern ruhen⸗ 
ben Gleichgewichtes erhalten wird, während dasſelbe feine Geſtalt fort⸗ 
während ändert, alfo im Inmern in Bewegung tft, wie eine ſchwingende 
Feder, welche an einem Ende, ober eine ſchwingende Saite, welche an 
zwei Enden befeftigt ift, ober jebe feſtſtehende Machine, infofern fie als. 
ein Ganzes betrachtet wird. 

In allen diefen Fällen werben immer nur bie Geſetze für bie inner- 
halb des Syſtems vor ſich gehenden Veränderungen gefucht, und es finb 
dann auch die Innerhalb des Syſtems, zwiſchen feinen einzelnen Theilen 
gegenfeitig thätigen Kräfte und bie Art ber Verbindung ber einzelnen 
Punkte besfelben in's Auge zu faflen. Die Unterfuhung der inuern 
Buftände eines veränderlichen Syſtems wird daher weſentlich durch bie 
Natur desfelben bedingt und’ eine andere fein, je nachdem bie Maſſe 
und die Anzahl der einzelnen Theile des Syſtems und bie Iutenfität 
ber zwifchen ihnen wirkenden Kräfte gegeben ift, oder nicht. Wenn ein 
Syſtem aus einer beftimmten Anzahl materieller Punkte ober fefter Körper 
befteht, welche nach einem bekannten Geſetze auf einander wirken, wie 
es bei einem Planetenſyſtem oder unfern Maſchinen ber Fall tft, fo tft 
e8 nicht fchwer für irgend eine Anordnung bed Syſtems die Geſammt⸗ 
wirkung aller auf einen jener Punkte oder Körper thätigen Kräfte zu 
beftimmen, d. b. in Function der Coordinaten ber einzelnen Angriffs⸗ 
punkte audzubrücden, und bie erften Abfchnitte der beiben vorbergehenben 
Bücher geben dazu bie nöthige Anleitung. Wenn dagegen das veränber- 
lie Syſtem aus einer unbelannten Anzahl von Atomen beſteht und 
zwiſchen biefen Kräften thätig find, für welche die Beziehung zwiſchen 
ihrer Intenfität und ber Lage ihrer Angriffspunkte nicht gegeben if, fo 
läßt fih Die Geſammtwirkung aller Innern Kräfte in Bezug auf eines 
jener Atome nicht mehr fo beitimmt angeben und es kommt dann darauf 
an die unbefannten Größen auf bie Kleinfte Anzahl zurücdzuführen und 
zweckmaͤßig auszubrüden, um ihre Werthe für befondere Fälle mittels 
einiger beftimmter Veränderungen bed Syſtems, welche durch gegebene 
Kräfte in demfelben hervorgerufen und beobachtet wurden, berechnen zu 
Tonnen. Diefer zweite Fall bezieht fih, wie man leicht fühlen wird, 
insbefondere auf die Körper ber fehlen Aggregatform, infofern biefelben 


in der Geſtalt veraͤnberlich und mehr ober weniger elaftikch find. Es 
wird demnach für diefe die Unterfuchung bed innern Zuftanbes einen 
ganz andern Bang einfchlagen müflen, als für bie zuerſt genannten 
Syſteme, und deßwegen in Betreff diefer Unterfuchung zwifchen ftetig 
veränderlichen und theilweife -veränderlihen Syftemen zu 
umterſcheiden fein. Ä 

6. 4, 

Für bie Unterfichung der allgemeinen Bewegungsgeſetze ober Gleich⸗ 
gewichtsbedingungen macht es Feines Unterſchied, ob wir ein veraͤnder⸗ 
liches Syſtem als ein aus einzelnen getrennten materiellen Punkten 
beſtehendes betrachten, oder uns dasſelbe als ein ſtetig zuſammenhaͤngen⸗ 
des vorſtellen, und wir werden deßhalb für die allgemeinen Betrachtun⸗ 
gen immer die den nicht ſtetigen Syſtemen entſprechende Form der 
analytiſchen Ausdrücke beibehalten. Fuͤr die ſpezielle Unterſuchung ſtet i⸗ 
ger Syſteme dagegen haben wieder bie in F. 146 bes vorhergehenden 
Buches niebergelegten Bemerkungen Platz zu greifenz bie Kräfte, welche 
nun anf einen durch feine Coordinaten beftimmten geometrifchen 
Punkt des Syſtems wirken, oder genauer ausgebrüct die.analytifchen 
Maaße diefer. Kräfte werden wieder geometrifche Kräfte umb find 
die Henderungsgefege der analytiſchen Maaße für die ent= 
ſprechen den phyſtſchen Kräfte, welche auf ein bem Coordina⸗ 
tenſyſtem entſprechend begrenzten Theil des Syſtems wir⸗ 
ken in Bezug auf die Aenderung dieſer Begrenzung oder 
in Bezug auf die Aenderung des Volums dieſes begrenzten 
Theiles, und in den Fällen, wo bie phyſiſchen Kräfte, welche 
anf einen tolirten matertellen Punkt wirken, Zunctionen von bee Maffe 
des Ießtern find, werben unfere geometrifchen Kräfte wieder ent⸗ 
ſprechende Zunctionen ber geometrifchen Dichte ihres Angriffspunktes. 
Für die ſtetigen veränberlichen Syſteme von materiellen Punkten treten 
aber noch einige neue Kräfte auf, welche bei den feften Syſtemen nicht 
vorgefommen find und hier fogleich erwähnt werden follen. 

Die eine Diefer Kräfte ift dee geometrifhe Drud in einem durch 
Kine Coordinaten beftimmten Punkt eines ſolchen Syſtems. Bel einem 
ſeſten Syſtem haben wir den Drud auf eine fefte Fläche, alfo auf ein 
anderes feftes Syſtem nur in einzelnen Punkten und deßhalb immer als 
pbiyſiſchen betrachtet; denn für ein feſtes Syſtem läßt fich ber Druck 
nur dann beftimmt angeben, wenn fich basfelbe auf ein anderes wit höch⸗ 
Rene drei Punkten flüßt, bei einer größern Anzahl von Stüß- oder 
Verährungspunkten hat die Unterfuchung über die Bertheilung ded Druckes 
aur dann einen beftimmten Sinn und Zweck, wenn man das eine ober 
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beide ſich berähirenbe Syſteme ats biegfanı, aljo als veränberlich betrachtet. 
Kolgen in dieſem legten Halle aber die Berührungspuntte fletig auf ein⸗ 
ander, fo baß fie eine fletige Berührungscurve ober Berührungs 
fläche bilden, fo wird ſich auch ber Druck fletig auf dieſe Curve ober 
Flaͤche vertbeilen und e8 bat keinen Sinn mehr von einem phyfifchen 
Drude in einem beftimmten Punkte derfelben zu reden, ba man fich im 
biefem alle immer eine beftimmte Länge oder Fläche hinzubenten 
muß, auf welche ber Drud ausgeübt wird. Das analytifche Maaß für 
ben Drud in einem durch feine Coordinaten beftinnnten geometrifchen 
Punkte der Berührungslinie oder Fläche, welches als eine ftetig veränber- 
liche Function biefer Goosbinaten erjcheint, immer nur für einen einzigen 
Punkt gilt und für jeden noch fo nahe liegenden Punkt einen andern 
Werth erhält, muß daher wieber als geometrifcher Druck betrachtet 
werben, und iſt das Aenderungögeſet bed analytifhen Maaßes 
für ben phyſiſchen Drud, welcher auf einen in jenem Punkte be= 
grenzten Theil ber Berührungslinte oder Fläche ausgeübt wird, in Bezug 
auf die Aenderung ber Länge oder bes Flächeninhaltes. 
Wenn bdiefer geometrifche Drud in ber ganzen Ansbehnung ber Be- 
rührungslinte oder Fläche ober eines Theiles berfelben ber gleiche if, 
fo ergibt fich dad Maaß des barauf- ausgeübten phoflfchen Druckes als 
Product aus dem geometrifchen Druck in die entfprechenbe Länge ober 
den entiprechenden Flächentnbalt, und diefer geometrtfche Drud iſt in 
biefem Falle auch das Maaß für den auf bie Längen- oder 
Hlähen- Einheit ausgeübten phyſiſchen Drud, wie das con- 
flante geometrifche Gewicht in einem Punkte eined Körpers auch 
bad Maaß für das phyſiſche Gewicht der Bolumen- Einheit 
besielben ausbrüdt. 

Bei ben veränderlichen Syſtemen kommt aber nicht blos ein 
äußerer Drud in Betrachtung, nämlich ein ſolcher, weldher auf äußere 
bas Syſtem in feiner Bewegung befehräntende Hinderniſſe ausgeübt 
wird, fondern auch ein innerer, welcher zwiſchen ben einzelnen Thei⸗ 
len des Syſtems ſelbſt ftattfindet und je nach der Bildung des Syftems 
anders beurtheilt werben muß. Wenn das Syſtem ein theilweiſe ver= 
änberliches oder aus beflimmten feften Syſtemen zuſammengeſetzt ift, 
fo if} der Innere Druck wie ber Außere als normal zu den der Form 
nach ‚beftimmten und bekannten Berührungsflächen biefer feiten Syſteme 
wirkend zu betrachten; iſt dagegen das Syftem ein flefig veränber- 
liches, fo kann man fich innerhalb desfelben beliebige Berührungs- 
flächen denken und wird befhalb "dazu ‘am einfachften ebene Schnitte 
wählen. Es wird Daun aber im Allgemeinen ber Druck, welcher bie 
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beiden burch einer foldgen ‚ebenen ober auch einen andern. Schmitt 
geſonderten Theilt bed Syſtems in irgend einem Punkte dieſer Schmitt- 
flaͤche auf einander ausüben, nicht. mehr normal zu der Schnittfläche 
fin, da mm dieſer innere Druck andy das Beftreben in fich begreift, 
be beiden Theile längs der Schnittflüche auf einander zu verfchieben, 
und muß daher als Reſultirende einer normalen und einer tangenttalen 
Wirkung, als Refultirende eined eigentlichen normalen Drudes und 
eines tangentialen Schubes betrachtet werben. 

Die andere der obengenannten Kräfte, welche aber nur bei ver- 
änderlichen Syſtemen ber feften Aggregatform zur Unterfuchung kommt, 
und dem Druck ber Bedeutung nach entgegengefebt it, ift bie Span 
nung oder ber Zug, db. 1. die Kraft, welche zwei materielle Punkte 
oder zwei Theile eines ſolchen Syſtems zu trennen firebt, und welcher 
die Cohaſton und bie Glaftizttät entgegenwirken, welche alfo niemals 
größer «werben barf, als die Gohäfionekraft bes betreffenden Stoffes, 
wenn nicht eine wirkliche Trennung erfolgen fol. Die analytifchen und 
geometrifchen Beziehungen find für ben Zug ganz biefelden wie für 
ben Druck, nur in fo fern einfacher, als man fich beim Zuge immer 
nur Punkte in einer Ebene, tn einem ebenen Schnitte bentt, auf 
welche dieſe Kraft unmittelbar wirft. Die phyſiſche Zugkraft, 
welche den Körper nach einem ſolchen Schnitte zu trennen ſtrebt, ver- 
heilt fich wieder auf alle Punkte bes Schnittes oder der Schnittfläche 
und gibt für jeden derfelben eine in Function feiner Goorbinaten aus- 
gedrücte geometrifche Zugkraft, welche analytifch betrachtet das 
Aenderungsgefeg jener phyſiſchen Kraft iſt in Bezug auf 
die Aenderung ber Fläche bes Schnittes, 

Auch diefer geometrifche Zug iſt im Allgemeinen nicht normal zu 
ber Schnittebene gerichtet und zerlegt ſich wie ber innere Druck in den 
eigentlichen normal gerichteten Zug und einen längs ber Ebene wirken⸗ 
ven Schub, und man wird überhaupt einfehen, baß ein innerer 
Drud und Zug nur in unferer Vorftellung wefentlich verſchieden find, 
daß fie ſich Dagegen für die analytiſche Unterfuchung nur durch ben 
Sinn ihrer Wirkung, alfo durch die Zeichen ber Coſinus ihrer Rich- 
mngswinkel unterfcheiden. Wir werben daher für die analytifchen Be- 
Hehungen Zug und Drud als gleichbedeutend nehmen und unter dem— 
ſelben Zeichen begreifen; unter beiden dann aber auch insbefondere nur 
die normalen Wirkungen verftehen, welche zwei durch eine beliebige 
Schnittebene getrennten Theile eines ftetigen Syſtems auf einander 
ausüben, und ben längs dieſes Schnittes wirkenden Schub als eine 
beſondere Kraft befonders bezeichnen. Diefe Zerlegung wird es einleuch⸗ 
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tend machen, daß auch ber Schub in einem befkkuumten Bunte ber 
Scmittebene nur als geometrifher Schub zu betrachten iR und 
das Menderungsgefeh bes phyſiſchen Exchubes, weicher längs eines Dem 
Goordinatenfoftem entfprechend begrenzten Theiles der Schnittebene wirk- 
fam if, in Bezug auf bie Aenberung ber Fläche vorſtellt. Während 
aber der normale Zug ober Drud durch bie Rage ber Schmittebene 
ber Richtung nach vollftäubig beſtimmt if, iſt es bie Richtung bes 
Schubes nur Infofern, als diefelbe jener Cbene ſelbſt angehören muß. 

In dem befonbern Falle, wo ber Schnitt immer eine Gerade if, 
werden bie obengenannten geometrifchen Kräfte die Aenderungsgeſetzt 
ber entiprechenden phyſiſchen Kräfte in Bezug auf bie Anderung ber 
Länge, unb in biefem alle ift dann auch bie Richtung des Schubes, 
welcher nur längs bes Schnittes flattfinden kann, vollftändig befkiumet. 
Kommt endlich ber Schnitt auf einen Punkt zurück, fo gibt es Teinen 
- Schub mehr und bee Zug oder Drud in dieſem Punkte kaunn dann 
nur ein phyflicher fein. 

Das Nähere hierüber wollen wir bem Orte vorbehalten, wo biefe 
Kräfte zur Anwendung kommen, und ihre Wirkungen insbefondere unter- 
fucht werben. 


| 


Erftter Abſchuitt. 


Aeußere Bande eines veränderlihen Syſtems. 





I. Augenblidliche Gefammtwirkung der äußern unb inner 
Kräfte. 


§. 5. 


Mit dem Namen: Aeußere Zuſtände haben wir diejenigen 
Beziehungen bezeichnet, in denen ein veränderliches Syſtem von materiel⸗ 
len Punkten zu andern außerhalb besfelben liegenden materiellen ober 
geomietriichen Punkten ſteht, wenn es als ein zufammengehörenbes 
Ganze betrachtet wird, und die Veränderungen in feinem Innern unbe- 
rüdfichtigt bleiben, In diefer Weiſe genommen wird bie und noch unbe= 
kannte Ortsveränderung unferes ganzen Planetenſyſtems im Weltraume 
bie Äußere Bewegung desfelben fein; eine glühend abgefchoffene Kugel 
wird während ihrer äußern Bewegung fih abkühlen, und daher inner 
lich eine Bewegung befiten, von welcher man bei der Betrachtung jener 
äußern gänzlich Umgang nimmt; eine Feder, welche, während fie vertikal 
herabfällt, in Schwingung begriffen iſt, beſitzt eine äußere und eine 
Innere Bewegung; betrachten wir die Fallbewegung oder die äußere, fo 
nehmen wir in Gedanten von den Schwingungen ober von ber innern 
Vewegung Umgang; nehmen wir dagegen anf biefe befonbers Rückſicht, 
ſo fehen wir in der Borftellung von jener äußern Bewegung ab, ober 
wir denken uns die Feder im Zuftande ded äußern Gleichgewichtes. 

Um demnach diefe im der Berfiellung begründete Trennung ber 
äußern und innern Zuftände eines veränderlichen Syſtems auch in ber 
geometrifchen Betrachtung ſowie in der analytifchen Unterſuchung Klar 
burhguführen, nehmen wir in dem Syſtem einen belichigen Punkt O, 
defien Rage in Bezug auf ein unverrückbares Coordinatenſyſtem ber 
% y, z am Ende der Zeit t durch bie Goorbinatn x, y, z beftimmt 
jet, als Anfang zweier beweglichen Goorhinatemfsfteme ber =’, Y, =’ und 
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ber E, n, & an, von denen das erſte feine Achfen immer parallel zu ben 
feſten Achfen gerichtet hat, während bie bes zweiten entiweder eine voraus 
beftimmte drehende Bewegung befigen, ober immer eine beflinnmte Lage 
im Syftem haben, fo baß fie entweber in jebem Augenblide mit ben 
brei Hauptachien bes in biefem Zeitpunkt als feſt betrachteten Syſtems 
für ben Punkt O zufammen fallen, oder fo, baß zwei berfelben immer 
in einer tim Syſtem ber Lage nach befttunmien Ebene liegen und eine 
von ihnen durch einen beftimmten Punkt diefer Ebene geht. Bezeichnen 
wir ſodann bie in einen beſtimmten Augenblicke ober am Gybe ber 
Zeit t von außen auf bie Punkte M,, M,, M,, etc., wirkenden Kräfte 
mit P,, Pa, Ps, etc.; bie zwifchen den Punkten M, und M,, M, und M,, 
M, und M;, u. f. f. ftattfindenden gegenfeitigen innen Wirkungen, 
welche gleichzeitig an jedem ber beiben betreffenden Punkte angreifen, mit 
J. 4, Ja, Ja, etc.; bezeichnen wir ferner bie Winkel, welche bie Rich⸗ 
tungen bev Kräfte P,, Pa, Pa, etc. mit den feften Achfen ber x, y, z 


einfchließen, wie früher mit Pix, By, in rn, By ben u fa fi, 
die Winkel, welche bie Richtung der in M, angreifenden Innern Kraft 
I, a mit benfelben Achfen bildet, mit 42, ua, Yıaz ebenfo mit 
0% Biss Yıs bie Winkel, welche bie Richtung ber an M, angreifen- 
ben Kraft I, mit benfelben Achfen macht, mit &33, Pas, Ya dies 
jenigen zwifchen biefen Achfen und ber Richtung ber an dem Punkte 
M, angreifenden Kraft gs, u. f f., fo daß bie an M, angreifende 
Kraft Ja die Winkel m — 3, n— Aa: r—Yıa, die an M, an- 
greifende Kraft Is bie Winkel m—a,g, n— Aus: r— ya, bie an 
M; angreifende Kraft I, die Winfel m — u, n— As;n—yamtf. 
mit den feften Coordinaten-Achſen einfehließt, fo erhalten wir für bie zu 
ben feften Achfen parallelen Gomponenten der fördernden Wirkung, welche 
von ſaͤmmtlichen Kräften des Syſtems auf den Punkt M, ausgeübt wird, 
die Werthe: 


op cofixthncosayg + scasayg+ ee. , 
Y=P,; cos 74 Ia cor fa + Ja cos Pıs+ ete., 
F co FRAMA oos ya AIi CO!] y,0 tete. ; 
für den Punft 1 hat man tn gleicher Weiſe die Ausdrüͤcke: 
Rn = Paco Past Inc (ma) +lamcorana + eα B 
| %=P zer cos (n— Bıa)+ Ss cos Ba, + etc. ; 
| 2, = Poeßan + I, 008 (ma) + Ins 900 724 +Heie. ;. 


für den Punkt M, findet man 
I, —Py008 Pax + Iyg cas (n—ay,9) + Ina cos (m — ag) + eie. ’ 
= Ps cos Pay + yacon(n— Bo) + Ina cos (m— Bas) + eic. , 


= Pa cos Pas + ac (n— yo) + scan —y)+ ee. , 
und jo fort für bie übrigen Punkte des Syſtems. 

Denkt man ſich dann in dem betreffenden Augenblicke alle biefe 
Punkte unter fich -und mit dem fehlen Goordinatenſyſtem der x, y, x 
oder auch mit dem beweglichen der x’, Y, 2’ ober der &, 7, Ifeſt ver⸗ 
bunden, und zerlegt die vorhergehenden Gomponenten in ihre fürdernden 
und drebenden Wirkungen in Bezug auf ben Anfangspunft ber feſten 
Coordinaten, fo ergeben fich als entfprechende Gomponenten ber fürbern- 
den Geſammtwirkung aller Kräfte bie Ausdrücke: 


2.X=P, cosP, x +P, cosP;x-+ P, co PX + etc. =23 ‚PeosPx 
3.Y—P, cos Pıy+ Ps cosP,y-+-P, cosPsy —+eto,—=23.P cosPy ‚(. 
3.2=P, cosPj2-FPyaosPzu+ Pgcos Pat eic.—=.Pcos Pr 

alfo diefelben Werthe, wie für ein feftes Syſtem, ba fich die fürbernben 


irkungen aller innern Kräfte je zwei aufheben, und beumach Feinen 
fluß auf die augenblidliche fürbernde Geſammtwirkung haben. 


$. 6. 


Ebenſo wird man ſich Teicht überzeugen, daß bie Innern Rtäfte auch 
uf die drehende Geſammtwirkung keinen Einfluß haben Können; denn 
nb X, Yy, 24 die Goordinaten des Punktes M, am Ende der Zeit t 

in Bezug auf das unverrückbare Coordinatenſyſtem, xg, Ya, 2. bie des 
Punktes M,, und fo fort, fo hat man für die drehenden Gomponenten 
My, My', Mx’ des Punktes M, in Bezug auf ben feften Anfangspunkt 
und bie feften Achfen die Ausdrücke: 


MW =P, (x, cos P,y y—Yı cos D IA (X co# Aa—ıı c08 4) 
+ Ts! „(x cos Pat c08 4,3) + ele. ;- 
M’=p, (z, cos —X co⸗ D ALA (B c08 4a X cos Yyı 2) 
+ Js (21 608 9 8 — X, cos y4a) + elc. , 
‚ — 
N’—p, (y cosP,2— 2 coPıy) + a (yı coS a —u cos Pıa) 
tal ra a ers) + Ele. ; 
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für ben Punkt M, werben biefe Somponenten 
—=P,(z, cosP,y—YacaaPz2)+ Ja (1eos{n-ß, 3) —Yscos(rs-a, a)) 

+ Iaa (X 008 Pas — Js cos aa ,)-Heie. , 

M’—=Pılz —E „(2008 (n-& 3)—xs00s (n-y, #)) 
+ Ja. (2 c08 dg,3 ——Xg 008 Yya2,3) + eic, N 

Mx"—Pı(yo cos Pa —1goosPzy)+J ‚2 (r eos(n-y, 2)—ecos{nr-P, »)) 
+ Ja,s (Ya 608 ya — 12 cos Bas) + etc. ; 

für ben Buntt M, findet man 

M.”—=P s(Xgc0sPsy—yaooPzR)-+J, a(xscas(n -B1 3) -Jscos{n-a; »)) 
+Jas (x cos (n— gs) — Ys cos (n— %4)) tele. , 


My" = PolzgcosPgr—xscosPsr)-+J, a(2scos(n-e, 3)—Xscos(n-y; »)) 
+Ja3 (2, cos (T— O3) — X cos (n— 72,3) + etc. , 


Mx” = PylyscoePse—1cosPsy)+J 18 (1sc0s (n-yı 4) —tces(rt-P, ) 


+ Jas (1 cos (T— Y23) — 25 cos (r—ß,)) + ele. , 
und fo fort für die übrigen Punkte bes Syſtems. 


Die entſprechenden Gomponenten ber augenblidlichen drehenden Ge⸗ 
fammtwirfung werden demnach 


5.M,. = 3 .P (x cos Py—ycosPx) 
tJa (@ - M) cor fl a—(Yı Ya) cos a, a) 
+ Ja (6. — 39) c08 - Gi —Ys) cos es) 
td (& — X) co Bas — (Ya— Ya) cosag,) + etc. ; 
3.Mı=2.P( cos P3—x cos Pr) 
+ Ja (a 14) cor 11 3a — (X —Xg) cos Y 4) 
Hal m) co sa )eay,) 
+ Ja (4%) 008 fa — (X3—- 13) cos yas) +ete. , 
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ZM—3.Plyooofrrcofp in © 

Falk m) ram u m)ahs —X 

** (nn: 008 13 — - (4 —%) c08 Bi ) 5. 
+ Is (#3) 000 120 (m) re) = ms, ; 

beachtet man aber, daff wenn man durch 

h euren meSahenmin u H, un 
eV ne mM... pP Mol, 
VG) + arte " - - Pe „ Mu M, 


PR 0er y im en ne 
Sgihme, bie Beiehungen: - WB a 


—ı _NA7 ——5 
BE. 2, Te Ai ” ey 











9 
ha. .8 Pe ha . en ua. :: 
21 x—XxX FE y, — y eg — 3 
24 8 _ 1 3 — 24 
ca. — a Mn J—— ha , 
f , i 


| rc 
ei, 
u. i ” nt 


ya. .. II LES nl 
ſtattfinden, und daß demnach ‚die Factoren, ee an RR 
(2-23) cos, a-(Y =h) —R — ) cos ya (spe). 08:04 9,3 
(3-23) c0s Aa, 3 - - (Ys-Ys) c08 0338 ; —* c08 4 3” -(-%) c08 Yıa» 

uf f. —E ee :—4 —— I: 

Null werden und zwar: für jebe. beliebige: Bage ‚bed Cobrbinatenſyſtenis, 
fo wird man leicht finden, daß bie vworhergehenden /Ausbrücke für.ıbie 
Gomponenten. 3. Mz, 2: r, I. Mu der augenblictlichen drehenden 
Geſammtwirkung aller: Kräfte aufinie-einfachen, Werthe: KB 


3. M=2. P(xcoPy—yoaf) | E in 
2. h=3. P Wen Pr x) | (2 


=. ME „B(yeaPs—aueP}). Bin. BE u 
zurückkommen und demnach wieder dieſelben find; wie / bei einem feiten 
Syſem, bei melden. die tunephalh, de} Soſtenns tälapn Rräfte, in 


Decher, Handbuch ver Mechanik III. 
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unferer Vorſtellung durch ſtarre unbiegſame und undehnbare Berbiubungs- 
linien erſetzt werden. 

Man wird aus dieſen Ableitungen ferner leicht erkennen, daß bie 
fördernde Gefammtwirkung auch Hier dieſelbe bleibt für jeden 
Punkt innerhalb oder außerhalb des Syſtems, den man als Coordinaten⸗ 
Anfang annimmt, alfo namentlich auch in Bezug auf unſern Punkt O 
und daß bie brehende Geſammtwirkung in Bezug auf biefen 
beweglichen Goorbinaten= Anfang und in Bezug auf bie beweglichen 
Achten aus ben vorhergehenden Werthen (2) hervorgeht, wenn men fatt 
ber Goordinaten x, y, 2 eines dem Syſtem angehörenden Punktes in 
Berg auf bie feſten Goorbinaten= Achſen, deſſen Coordinaten x‘, y, x 
aber 5,7, in ı Deu auf eines der en Achſenſyſteme, und 
Ratt ber Winkel Pr Py, Pr Pz oder pr, Py Py, Pr, welche von ber Rich⸗ 
tung der Kraft P mit den feſten ober den ſich parallel fortbewegenden 
Achſen gebildet werden, die Winkel 5 Pr, 7 zwiſchen derſelben 
Richtung und den ſich drehenden —* einfübrt , je nachdem man bie 
Ausdrücke für die drehenden Somponenten Z.M,, 3.M,, 3.Mx, um 
bie parallel fortfchreitenben Achſen der 2’, y’ und x’, oder bie Momente 
Z.M,, 2.My, XRMG um die in drehender Bewegung begriffenen 
Achien der Z, 7 und & barftellen will - 

Für den einfacheren Ball, wo die Richtungen aller Rräfte parallel 
find, und unabhängig von ber Form des Syſtems parallel bleiben, hat 
man daher für bie fürbernden Gomponenten 
3.X—cosPr.zP , ZY—cosPy.ZP , 22 = csPr.ZP 


und daher für bie fördernde Refültitende R einfach 
R= - VERF FCZIIFOZZ) = zP. 


Die drehenden Componenten dagegen nelmten.-in dieſem Falle nur bann 
eine einfachere Form an, wenn man eine der Achſen, z. B. bie ber x, 
parallel zur Nichtung der Kräfte vorausſeht; fie werden fo 

Z.M.=—zPy, ZMoeZPı: , 260’ 
und geben ale reſultirendes Moment 

Ma = yie. Py)® +(Z.Pı). u 
Es wird aber nun, wie man fid leicht überzeugen wird, für jebe be⸗ 
liebige Lage ber Achſen die Bedingungsgleichung: 
ZX.2.Mx + 21T. Z. Urr EL. ⏑ 0... 

für das Borhandenfein einer allgemeinen Refultirenden befriedigt (gti B., 
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582.3, und man Hat: zur Beſtiimung ber Goerbinaten IK; wi; 25 bed 
Angriffspunttes dieſer Refultirenden R— 2: Pie Geichungen:. 
ARX—3.Pr)eosPy-—-(RY-— Z.Py)eosfx—ü. 
" (RB— 2 PrjcosPx (RM 2.Pr)onsPı=0 
’ " .. — * — — N er 
(Ry—3.Py)coaPz—(R®—2.Pz)osPye=0. | 
welche unabhängig von ber Lage bes Goordinatenuſyſtems befriedigt wer⸗ 
den, wenn man u oo. 
R<—=3.Px , 'RY=Y..Py, = 3.Pr (3. 
legt und daraus bie Werthe zieht en 
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Es gibt alſo anch det rinem verinberlichen Eiyftem einen Mittel⸗ 
punfk parwlleler Kräfte mb daher bei einem ſchweren verander⸗ 
chen Syſtem einen Sch mernunftz die Lage biefer Punkte, von Denen 
der Iehtere auch mit dem Mittelpunkte ber. Maſſe zuſanmenfällt, 
hängt aber vonder Geſtalt des Syſtems ab, und iſt, mem innexe Ver 
änderungen ‚Ratifenden, im Allgemeinen. in jedem Augenblicke eine andere. 
\ , en W .. vv Mo... 
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II. Bedingungen für das äußere Gleirhgewicht eines ver: 
| „anderlichen Syſtems. 


Er SEE —— 


. is EU ‚ Bu nn 
. TINTE en. Fe ie. 
Ein veränderliches Syſtem befindet fich im Zuftande des -Außeren 
Gleichgewichtes, wenn ſich in demſelken ein Coordinatenſyſſem be⸗ 
ſtimmen Täßt, welchem in Bezug auf ein feſtes Coordinaienſyſtem weder 
eine fortfchreitende noch eine drehende Bewegung dureh \die an 
dem Syſtem thätigen aͤnutzern Kräfte, ertheilt werben kann, wenn, in 
icgend einem Augenblicke alle Punkte desſelben unter. ſich und mit jenem 
erſten Coordinatenſyſtem feft verbunden gedacht werden. Ein Coordinaten⸗ 
Syſtem ift aben in feinen Lage durch eine Ehen eoder durch drgi Punkte 
beſtimmt; es genügt. demnach für das Erkennen des Äußeren Gleich— 
gewichtes, daß entweder drei Punkte des Syſtemso in Ruhe bleiben, 
oder daß zwej Punkte in Ruhe find, und daß die Ebene, die durch 
dieſe und einien dritten Punkt des Syſtemis gelegt wird, immer die— 
ſelbe Lage behaͤlt, oder daß bi ai Pakt: in’ Nuhe iſt u bie‘ Ebene, 
h 


welche durch ihn und zwei aubere befkimmte Bunkte bes Syſtens ge 
legt werben Tann, tmmer unverrüdt bleibt. Natürlich iſt bei dieſer 
BVorftellung nur von bem ruhenben äußeren Gleichgewicht die Rebe, 
und in dem Falle, wo an dem Syſtem auch Wiberftände, wie die Rei- 
bung, thätig find, von dee Grenze des ruhenden Gleichgewichtes, da 
auch Hier, wie bei einem feſten Syftem fich bie fürbernde und drehende 
Geſammtwirkung ber Kräfte in Bezug auf die mit dem Syſtem feR 
verbundenen Coordinaten⸗ Achfen fortwährend Null fein Tann, während 
diefe dermöge einer früher mitgetheilten Geſchwindigkeit in einer gleich⸗ 
fürmigen fortſchreitenden ober drehenden Bewegung begriffen find. Das 
ruhende Gleichgewicht fett alfo einerfeits nicht blos Gleichgewicht ber 
Kräfte, fondern auch noch die Bebingung voraus, daß dem Syſtem 
feine anfängliche Geſchwindigkeit ertheilt werben ift, und auf ber anderen 
Seite tft dasfelbe umfomehr gefichert, je mehr bie Wiberftände ihre durch 
die Grenze bes Gleichgewichtes beftimmie Grüße überfchreiten. 

Was nun bie Bebiugungen für das Gleichgewicht der Kräfte be- 
teifft, fo folgt aus dem Borhergehenben, daß biefe der Form nach bie- 
jelben fein müflen, wie bei ben feften Syſtemen; bezieht man alfo bie 
fördernde und drehende Geſammtwirkung aller Kräfte auf den Anfangs- 
puntt des Coordinatenſyſtens der E, 7, T, welches mit bem veränber- 
lichen Syſtem in jedem Augenblide als feit verbunden gedacht wird, 
und bezeichnet die fördernde Geſammtwirkung mit R, die drehende mit 


Mn, jo ſind 
am R=0,, M=0 " 


bie nothwendigen und genügenben Bedingungen für das Außere @leich- 
gewicht eines freien veränderlichen Syſtems. Beide löſen fich wieder 
in drei weitere Seoingungegleihungen auf, nämlich R= 0 in bie 
Bedingungen: 


FR ‚„ 2.H=Z2. Putz, 
2.2=2. P cos PL — 0, 


von denen jede das Gleichgewicht Kängs einer ber Achſen ber En 
und C verbürgt, und Ma — 0 in bie bie Bedingungen: a 


I.M,—=Z.P(&EcosPn—ncosPi)=0, 
5) 1 2 MyZ.P(tosPfe— un | 
 2.M=2. P(ncoPL—LcosPn)= Ö, 
von denen jede das Gleichgewicht um eine jener Achſen Bert, 


a1 


— — — — — 


Man ſchließt aus dieſen Gleichungen, daß wenn die Kraͤfte P ſelbſt 
ſich nicht weſentlich mit der Lage ihrer Augriffspunkte Im Syſtem ändern, 
das Gleichgewicht längs der drei Achſen ober das Gleichgewicht ber 
fördernden Kräfte unabhängig iſt von ber Gehalt bes Syftenis, 
dab aber das Gleichgewicht um bie Coordinaten⸗Achſen obey das Gleich⸗ 
gewicht der Drehenden Kräfte immer weſentlich durch die Geſtalt bes 
Syſtems bebingt wird und daher bald für alle Geftaltungen, die es, im 
einer beſtimmten intern Bewegung begriffen, nach einander annimmt, 
oder nur für einzelne. derſelben ftattfinden Tann, Man kann daher bei 
einem veränderlichen Syſtem, wie bei einem in feiner Bewegung 
beſchraͤnkten materiellen Punkte zwilchen bauernbem und augen= 
blicklichem oder vorübergehendem Gleichgewicht unterſcheiden. 
Der materielle Punkt befindet ſich im Zuſtande des dauernden Gleich⸗ 
gewichtes (den Begriff: Gleichgewicht im allgemeinſten Sinn genommen), 
wenn die bewegende Kraft immer normal zu der Curve oder Fläche iſt, 
auf welche er ſich bewegt, oder was auf dasſelbe hinauskommt (vergl. 
J. B. 58. 93 u: 108), wenn er ſich gleich foͤrm ig bewegtz tft dage⸗ 
gen die bewegende ‚Kraft nur In einzelnen Punkten der Bahn des Be⸗ 
twegten normal zu ber fehlen Curve oder Fläche, To findet in dieſen 
Punkten augenblickl iches und vorübergehendes Gleichgewicht ftatt. 
Ebenſo wird Has Änfiere Gleichgewicht eines veraͤnderlichen Syſtems ein 
dauerndes ſein, wenn die Gleichgewichtsbedingungen (5) für alle 
dormen, welche dasſelbe bei ſeiner innern Bewegung annimmt, befriedigt 
werden; ein augenblickl iche bagegen, wenn fie nur für rinzelne die— 
fer Geſtaltungen befrtebigt werben. Im erſten Falle kann das aͤußere 
Gleichgewicht bes veränderfichen Syſtems zugleich rühendes Gleich— 
gewicht fein, im lehtern nur dann, wenn bei ber entfprechenden Geftalt 
des Syſtems auch inneres ruhendes Gleichgewicht ſtatifendet. In 
jedem Falle wird ein freies veränberliches Syſtem ſich Im: Zuftandbe bes 
dauernben außern Gleichgewichtes beſinden, wenn keine äußern 
Kräfte P an demſelben angreifen So wärben zwei ober 
mehrere Körper, z. B. cin Plametenſyſtem, als im Zuſtande 68 Außern 
Gleichgewichtes —*8* zu betrachten ſein, wenn ſie, blos ihret gegen⸗ 
ſeiligen Anziehung umterworſen, ganz allein im Raumeo vorhanden wären. 
Im Uebrigen bietet ſich für bie Unterſuchung ber Bebingimngen bes 
äußern Gleichgewichtes bei einem freien veraͤnderlichen Syſtem bis 
jest Fah gar Feine Anwendung bar, weßwegen ich auch darauf nicht 
weiter eingehen werdbe. 

Wenn die wfte P der Richtung md alle parallel find, alſo alle 


Winkel PE, Pr, PL glei werden,’ fo kommen bie "drei erſten 
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Bedingäugeglekhungen (A) wieber. anf. bie einzige ° 

(5 „ZP=R=0, u 

aid, m und, bie 1073 ſolgenden können durch die einfacheren 
7.) zrR=0, 2.Pym=0°, z.PT=0 
erſetzt werden, welche ſelbſt wieder auf zwei, wie | 
oo . Z.Pn — 0. ZERO. 
zurückkommen, wenn eine ber aAchen, z. B. bie ber E parallel zur Ric- 
tung der Kräfte angenommen wird, wie es aus bem, mad am Ende 
bes vorigen Paragraphen über bie Befammtroirfung paralleler Kräfte 


gefagt wurde, Leicht zu fehließen iſt, und Für bie feſten Syſienie im 
IH. Abſchnitt des 11. Buches ausführlich erörtert wurde. 


5.8 


Die Bedingungen für das äußere Gleichgewicht eines in ſeiner 
aäußern Bewegung beſchränkten .perändexlichen. Syſtems werben 
im. Allgemeinen wieder am ſicherſten dadurch abgelgitet werden, daß 
man die für jene Beichränfungen nothwendigen Wiberflänhe.. in die 
Bleishungen (A) und (5) einführt, und dabei die Geſtalt bes. Eyſtems 
als gegeben oder zwiſchen gewiſſen Grenzen veranderlich annimmt, wenn 
dieſelbe Einfluß auf die Gleichgewichtsbedingungen erhält. 

Nehmen wir., fogleich als Beifpiel die in .6..132 des IL ‚Buches 
behandelte einfache Aufgabe. mit der Abänherung, baf die Gerade eine 
veränderliche und in Säwingungen vbegriffen ſei, und ſprechen wir ir 
Aufgabe nun fo. aus. 

. Eine ſchwere nkifihe Gernd⸗ BL, Fig. 1, fait Fr ni 

ihren Gnbpunften an bie Echenfel AX unh-AY eins recheen 

:. Minfelg; von denen AY- mit ber Richtung der Schwere parallel 
35 iſtz alle Punkte derſelben find in Schwingungen begriffen , : welche 
: in der Ebene des Winkels XAV. Legen und: ihr ir, irgend einem 

Augenblide. eine Geßalt gaben, Die in Bezug auf: bie Gerade BG 

als Abſeiſſenachſe an den Fun B ale Fangen eurg hie 
Gleichung: | 
ori Er u) man 
muehebrict werde, fo baß h die augenblickliche Audnrigeng ‚der 
Mitte D’ von BC und 1 die augenblickliche Lähge der Geraden BC 
1... bezeichnetz es ſoll unter Berüdfichtigung ber Reibung bie Bnfenfität 


y N 
hm 
— — — 


der längs ber Geraden AX gerichteten Kraft P gefncht werben, 
velche die Gerade BC, wenn fie mit her AX den Winkel ꝙ 
bildet, am Ausgfeiten hinben, alſo im Gleichgewicht erhält. 


Die äußern Kräfte, welche an der Geraden BC chatig find, ſurd bie 
geiuchte Kraft P, die Widerftände N, und N, ber Geraden AX und 
AY und das Gewicht Q ber Geraden BC, weldhes immer im Schwer⸗ 
punlt derfelben angreift, für welches alfo biefer lehtert zunächkt zu be⸗ 
Rinmen iſt. Die Gleichung: 

5 


J— . 

gibt das Aenderungegeſeh: 
ν 

und damit die Länge 1, der gebogenen Linie B DC durch das Integral: 


l ‚fir Virw ern: 7- c08° 7 - | 


Seht man dann voraus, daß h gegen l Immer ‚hinreichend klein bleibe, 
_ 4 
un das Glieb TC" cost xund bie folgenben mit hinreichender An- 


näherung vernachläffigen zu koͤnnen, jo erhält man 





— — 
—* + cos? rz = 1+ coaꝰ 75 
und damit 8 
— 7 
= (@ + m) \ 
Daraus folgt dann umgekehrt 
x 13 
y* ur 
= Al, 24-2 J— J 
als augenblickliche ‚Ränge ber Betaben B mei ‚man nun mit ieichet 
Annäherung in dem Renner des Drudet Sr "hie 3, für die 1 fehen kann. 





Man hat dann ferne, , indem man bie Goorbinaten bes Schwer- 
punttes der Curve BD’C mit &, und 77, Maelämet, und unter Öefelben 
Voraugſetzung tw Bezug auf hunde ‚ Pr 


— 


En ⸗ 0: fa. y + +7: a 4 ——— 


412 
und daraus, wie ohnehin ee, BE - 
$E,=7z]|. | 


5 J a J 
Conſe 9— 9 nach undnach DEE Zee 


n=[ü u nd n ik u 59 


J 

ee 07 5). 

h.. Er : 
2 (6189) 


und daraus folgt mit dem. Werthe von 1, eh 


. "ren 6m 22 u 
I er F ne Mer ., . 


Dieſer Werth bezieht ſich insbeſondere auf die Ausbiegung BDO im 
Sinne der poſitiven 7, für die Ausbiegung BDC wird h, alſo auch 77, 
negativ. Wandeln wir nun dieſe Coorbinaten &, und 7, bed Schwer- 
punftes ber gebogenen Linie BD’C in Bezug auf BC als Achſe der E 
in die Goorbinaten X und W ih Bezug auf die AX und AY als Achſen 
der x und y um, fo erhalten wir für eine folche Lage der Geraden BC, 
daß fie mit der AX den Winkel ꝙ bildet, die Werthe: 
h 612 2h3 ' 
x=4losp— fa ne 2; 


vw=14lsn _ Ah 6 Hm, | 5 
$— 3, An 13° 9- 
— bleibt Alles, wie in $. 132 des II, Buches; man hat 
aher mit derſelben Bejeichnung wie dort für das Nnher Oieichaewicht 
jalgemde Bedingungen: U nu... i 
23. PowPÄ=N — IN P= 0 


u. Ar „’ 


2 


Pe " 2 Pan HN HIN. | 
2. — Ey _QR HN eg. 
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Die beiben erſten bieſer Gleichungen geben wieder bie Werthe von 
N und N’ nämlid: . 
_gQ-fP m _PrfQ 
‘= 1+ff °’ ‘= 1+ff | 
und damit folgt aus der dritten, wenn man für X zur Abkürzung 
x ='4lcospg—n,singp 
einführt, die gefuchte Beziehung zwiſchen 'P und Q: 
QU+ff)(nsing—4lcop)+(Q—FP)lcosp 

v . -(P+fO)Ilsng=0 8* 
ober in Bezug auf P anfgelöfet: en 
P=4 lcospt{4-ff)--2n,sinp 1+M')-2fleing (a. 
J |  Il(snp-+fcosp) | u u . 
| Segen wir zuerft die Reibung an beiden Geraden gleich Null poraus, 
o wird 


BT 


und es Tag daraus entweder bie Kraft P beftimmt werben, welche bie 
biegfame Linie in einer gegebenen Lage, und bei einer beftimmten Yie= 
gung tun Gleichgewicht erhält, ober der Werth von. m, und damit. ber 
von h, alfo die Ausbiegumg in dee Mitte des Stabes, welche für eine 
gegebene Kraft P ftattfinden darf. Für eine -veränderliche Biegung 
müßte auch die Kraft P veränderlich fein, und eine ronflante Kraft 
Eonnte die Linie BD’C nicht im Zuſtand des dauernden und ruhenben 
Gleichgewichtes erhalten, während: fie ſchwingt. 

Mit Hülfe dev Reibung kann jedoch dieſes Gleichgewicht bei Fleinen 
Schwingungen ſtattfinden und eine conſtante Kraft P beſtimmt werden, 
oder die Rage ber Geraden BO, für welche dasſelbe ſtattfindet, wenn 
man für hdiejenige größte Ausweichnng nimmt, für welche die Kraft P 
er her Winkel. 9 ben. größern Werth haben muß;, benn man wird 
leicht einſehen, daß dann für jede andere Auswelchung ebenfalls dab 
Gleichgewicht beſtehen wird, weil die Unterſchiede in ber Größe‘ Dre 
Kraft P oder des Winkels 9 bet kleinen Schwingungen nicht fo groß 
werden, daß fie nicht durch bie nach jeder Seite Kin wirkende Rribung 
ausgeglichen würden. . n 

Um dieß weiter auszuführen, wollen: wir insbeſondere nur ben Fall 
betrachten, in welchen P—-0 fein und bie ſchwere Linie durch die 


__M__ 
Neibung alfein tm Gleichgewicht bleiben fol, Man Hat dann bie 
Gleichgewichtobedingung: RR 
lcoospg(1—ff)+2n,sng(i+ff)— 2flang= 0 
und zieht daraus für ben Winkel ꝙ ben Ausbrud: 


et IZZNIHT) 


I(1—ff) 
oder frf = f On 
— — N, , 
b.) | colp= T ae ) 


Diefer Werth zeigt, daß ꝙ ben. größten Werth erhalten muß, wenn 77, 
alfo auch h den größten pofitiven Werth hat oder nach unferer Rage 
der Achſen ber E und 7, wenn die Linie BC gegen ben Anfangbpunkt 
A conver iſt; es iſt daher zu unterſuchen/ ob und unter welchen Ber- 
hälkniffen das Gleichgewicht beſteht für den entfprechenben größten 
negativen Werth von h, für welchen bie Grenze bes Gleichgewichtes 
ftattfinden würde, wenn ꝙ ben ber Bleihung: 


e) — 2 u nr f3 
entfprechenden Werth erhält. 

Das Gleichgewicht findet jebenfalls ſtatt, ſobald der Reſdungscoeffl⸗ 
ztent größer iſt, als es die Bedingung für die Grenze des Gleichgewichtes 
erforbert. Aus ber Bedingung (e) für em negatives 7, folgt aber 


RR 2 (lctp—2n,)+ 2fl=] cp+t?n.. 





‚_ V+Gcg—27,)(1ep+ 20) —1 
aius ber Bebingimg (b) dagegen zieht nian file ein pofltiees 7, "- 
tt Vr+ (leo +27) (leg 2n,)>- 1 . 

f= LU 4, 

—— letp—an, 00000 
und dieſer Werth iſt für basfelbe 9 immer größer als der erſte, fo 
lange cos p nicht, negativ wird, was nad; den hier Rattfindenden Be⸗ 
bingungen nicht. eintreten kaun. Dex größte mögliche Werth von p iſt 

Age und für diefen wird mit einem poſitiven 7... 


an. Mi) 
f Vem4n3- ler. ı \n 12 " 1 2 RIE i 

u TI inne tdn aen.n 
N, n, ! 
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für ein: negatives 7, wird drumach auch fe negato, weil für eine ſolch⸗ 
Ausbiegung BD’C Fig. 2 hie Reibung die Richtung uud has deichen 
wechſeln muß, 

Aehnliche Verhaltniſe ergeben fe bayn auch, wenn bie Saft. pP 
nicht Null iſt, und ed wird mittels ber Meibang immer —— 
beſehen, wen es für bie grier yoitipe vnteihung h ſannnde. 


.. s. 9. a 
Im Allgemeinen werben bie Bedingungen für bas Außen Gleich⸗ 
gewicht eines in ſeiner Bewegung beſchrankten verandertichen Soſteme 
die Form annehmen? Zu 


23.2—2. N oooNE=0 „„ — NeosNy. (x 
2. 25. NedaN? - 


'2.M,—2. NE 0 

= My—2. NE WE gen NT ym0. D 
Bu 2. Mr—3. N(ncoeN&-— — bo) = Ps 
worin N einen der Me ‚ene Beſchränkung nothwendigen Widerftänbe 


vorftellt, und NE, N n, N NT. bie Winkel find, ‚weiche. die Richtung bei 
felben mit den Achſen ben F, 7 und T.einſchlirßt: 

Gs wire demnach aͤußeres Gleichgewicht ftaltfinden, wenn ans bite 
im Gleichungen die unbekannten Na climinirt werben. können, und die 
darch diefe Elimination ſich ergebenden Gleichungen darch die Außen 
Kräfte befriedigt werdenz hiefe Gleichungen werben ferner leiten, of 
en bauerndes aͤußeres Gleichgewicht Hattfinden kann, ober nur ein 
berübergehendber Gleichgewichtözuftend‘, und ſie werben im letztern 
Falle zugteich dazu dienen; bie Geſtalt des Syſtems zu: beftnmen, füs 
weiche ein ‚folder Zuſtand eimtoitt:;: mit melcher alſo Dad Syſtem im 
Zuſtand des Innern Gleichgewichtes verharren utuß, wenn das. Bepen 
Gleichgewicht anf die Dawer. vefichen ſoll. 

Im Allgemtinen wird hier aber auch: ber. Ball eintreten ‚hof rei 
der aͤu ßern Bewegung auch die inwere: beſchräukt wird, daß alfo 
unter den Widerſtänden N auch ſolche vorkommen, weſche von der Ben 
ſchraͤnkung der innern Bewegung herrühren und daher nur eliminirt 
werben koͤnnen, wenn man die innern und äußern Zuftände des Syſtemg 
neben einander betrachtet. Es leuchtet ein, daß in: einem ſolchen Falle 
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nur dann bauernbes Außeres Gleichgewicht beſtehen Tann, wenn auch 
inneres Gleichgewicht ſtatifindet, wenigſtens in Bezug auf: Diejenigen 
Theile bed Syſtems, welche durch bie äußern Dinberniffe eine Beſchvaͤn⸗ 
kung in ihrer Bewegung erleiden. Beifpiele für folche Bälle bieten 
insbeſondere die fortichaffenden Mafdhinen ober Locomotiven und über: 
hanpt alle durch Innere Kräfte mittels äußerer Hinderniſſe fich fortbe- 
wegende Syſteme, alfo namentlich Menfchen und Thiere. 

Die ebengenannten Beifpiele zeigen ferner, daß bie Beſchraͤnkung 
ber innern, Bewegung auch blos in der Reibung beleben Tann, welche 
burch Die ans der äußern Beichränkung entſtehenden Drudfräfte N 
zwiſchen entiprechenden Punkten bed Syſtems und ber Die 
beſchraͤnkenden Flächen, auf welchen fich diefe Punkte gleitend bewegen 
fönnen, hervorgerufen wird, In allen diefen wie tn ben vorher berübr- 
ten Fällen Tonnen aber die Bebingungen für das Gleichgewicht nur 
burch die Aufftellung der Gleichungen für die Außere und bie innere 
Bewegung des Syſtems vollſtaͤndig ermittelt werben, weßhalb es zwecklos 
waͤre, hier in eine weitere Grörterung darüber einzugehen. 

Ehenfowenig kann bier auf die Beſtimmmg der Druckkraͤfte N für 
bie einzelnen fn ihrer Bewegung befchränktten Punkte des Syſtems näher 
eingegangen werden, ba biefe Beſtimmung tim Allgemeinen bie Kenntniß 
des Innern Zuftandes vorausfegt, namentlich Dann, wann das Syſtem 
längs einer Linie ober in ber ganzen Ausdehnung eines Flaͤchentheiles 
nit einer feften Fläche in Berührung fteht. 

In einigen befondern Fällen Laflen fick indeffen wie bei dem feften 
Syſtemen (il. Buch, 8. 137) die Gleichgewichtsbedingungen ohne un- 
mittelbare Anwendung ber unbelannten Druckkraͤfte N erkennen, unb es 
Heat und Bier nur ob, indem wir diefe Fälle kurz wiederholen, einige 
Beiſpiele bei veraͤnderlichen Syſtemen anzuführen. 

1) Wenn das Syſtem einen feſten Punkt enthaͤlt, in wird man 
biefen. ald Anfangspunkt des fehlen und bed beweglichen Coordinaten⸗ 
Syſtems wählen, und in Bezug auf ihm bie augenbiitfläche fürbernde 
und derhende Wirkung aller Kräfte für: etwe beliebige Geſtalt des Syſtems 
unterfuchen. Die fürbernbe Reſultirende R ib durch ben Widerſtaud 
des feften Punktes, von welchem vorausgeſegt wird, daß er wenigſtens 
ebenfa groß ſei, als R, unwirkſam gemacht; es find. daher mur noch 
bie drebenben Wirkangen Mx, My, Mz ober My, My, My zu berück⸗ 
ſichtigen, b. h. es iſt zu unterſuchen, ob die Gleichungen: 
2.M=0 3 Z.My'= 0 Eu zZM=0 


oder 
J 3. 1780 ZMy=0" ’ EM; 0 
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für jede Geſtalt des Sufems, ober. für welche Beftaltunnen :besiekhen. fe 
befriedigt. werben ; in erſten Falle wird das äußere Khleichgnisiegk, unabr 
bhangig von dem innern Zuſtande bed Sans Batifinben und dasſelbr 
daher auch ein ruhendes Gleichgewicht fein; im zweiten Falle wird das 
Gleichgewicht nur ein augenblickliches oder vnräbengehenies Gleichgewichi 
der Kraͤfte fein, wenn das Syſtem in Innerer. Bewegung begriffen. AB. 
So wirb ich ein fhwerer elaftifcher Stab, weldyer in feinem Schwer⸗ 
punkt unterfliügt iſt, im ZIuſtande bed dauernden und ruhenden ‚Aufem 
Gleichgewichtes befinben, mährend ſeine beiden Haͤlften in Schwinguagen 
begriffen ſind; ebenfo. eine cylindriſche Spiralfeder, deren Achſe wagrecht 
oder lothrecht gerichtet und deren Schwerpunkt unterfkägt iſt und mälwenb 
ber parallel zur. Achſe fintifindenben Schwingungen ihrer Windungen 
anterſtũtgt bleibt. J 
2 :Wernn das Syſtem zwei feſte Punkte enthaͤlt oder mehrere, 
weiche in derſelben Geraden Ligen, fo wirb man. bie Verbindangslinie 
dieſer beiden Punkte als eine der Coordinatenachſen nehmen, z. B. als 
bie der z und L;.. die foͤrdernde Reſultirende R wird dann durch ben 
Widerftand-.jemer. feſten Punkte unwirfam gemacht, ebenfo wie . bie 
- Momente Z. Mix und 2.My ober 2.My und S,M 7, welche das Späm 
um die zu der feiten Mchfe der z oder T fenkvechten Achſen ber x: un. y 
der E mb 7 drehen. wollen. Es bleibt alfo das aͤußere Gleichgewicht 
mx noch yon dem Momente Z.Mz oder 2. M, abhaͤngig, umb‘ wird 
ti) bie .eingige Glekkung: nt 
Zr u u . 2.M, = 0 a Du . ” | A Ä " 
verhuͤrgt. Die fürberuben Componenten Z.X, Z.Y und 2:2 ober 
bie entſprechenden fiir die Achſen der E, > und. C ‚Binnen aber in Ver⸗ 
bindung weit Den. vorhergenaunten Momenten, welche auf das Gleich 
gwicht felbſt keinen Ginfluß haben, Dazu, das Maaß des kleinſten 
Viderſtandes zu. beflinmen, weichen die beiden feten Punkte zuſammen 
zu leiſten haben, damit jene fördernde Wirkumg auf die Dauer unwirk⸗ 
ham bleiht. Bei der Betrachtung veraͤnderlicher Eyßeme wird es aber 
in den meiſten Fällen nothwendig fein, diefe WiserBände für jedem. der 
teen Punkte einzeln zu beſtimmen, ober mit andern Worten bie brei 
fördernden Kräfte 3.X, 2.Y, 3.2 in parallele Componenten zu ger 
gen, beren Angriffspunkte jene feſten Punkte find, und Zwar um fo 
mehr, als hier auch noch Widerflände hinzukommen, welche jene Bunte 
gegen die Wirkungen ber Innern Kräfte zu Teiften haben, und bie mei- 
ſens Yon einem. jeden derjelben in einer andern Richtung zu leiften find, 
ſei es, daß ſich das Shflem im Zuflande des Innern Gleichgewichtes 
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Befinbet ober nicht. Fuͤr Die Beſtimmung des Widerſtanbes, welchen 
jener einzelne Stäbpundit: zu leiſten hat, iſt daher bie Kenntaiß ber 
Innern“ Zuftände des Syßemse unentvehrlich. 

Bin Beiſpiel für dieſen Fall gibt uns eine: au zwet Cubpuatie 
in lothrechter Lage befeſtigte und geſpannte ihrer Bänge nach elaſtiſche 
Linie (eine Saite), welche ſich Im Zuſtande bes dauernden Aufern GSleich⸗ 
gewichtes befindet, waͤhrend ihre Theile nach beliebigen Richtungen ſchwin⸗ 
gen; eine in wagrechter Lage geſpannte Salte dagegen wird, wenn fie 
ſchwer iſt, ſtrenggenommen nur. dann ben Zuſtand des deuternden 
äußern Gleichgewichtes beſutzen, wenn ihre Schwingungen in lothrechter 
Nichtung ſtattfinden, weil bei wagrechten Schwingungen durch ihr Ge⸗ 
wicht eine veraͤnderliche dvehende Wirkung eintritt, welche ber Schwin⸗ 
gungsebene eine lothrechte Rage zu geben ſtrebt. Auf gleiche Weir 
verhält es fich mit einer ſenkrecht zu ihrer Bänge elaſtiſchen Linie: (einem 
fehr dünnen elafttfchen Stabe), welcher Im zwei an dem einen Enbe lie 
‚genden Punkten Ioth= oder wagrecht -befeftigt AR, und ſich in Folge deſſen 
im Zuſtande des äußern Gleichgewichtes befindet, während deſſen anderes 
Ende frei ſchwingt; dieſe Schtwingungen bürfen bei lotärechter Befeſti⸗ 
‘gung. wieber nach ‚jeder Richtung Bin ftattfinben, bei wagrechter Be- 
feſtigung aber nur in einer lothrechten Ebene, wem der Stab ſchwer 
tft und fi, wie. dieß hei ziwet feſten Punkten immer vorausgeſetzt wird, 
am bauen Derbinbungslinte. drehen läßt *). Edlich dan man 
eine in lothrechter Lage aufgeftellte Kanone, aus: weicher: eine Kugel 
abgefchoflen wird, als hieher gehürenbes. Beifpiel betrachten, wenn man 
von ber Umdrehung der Erde Umgang nimmt und bie Luft unbewegt 
vorausſetzt, jo daß fich der Mitkiipuntt der abzeſchoſſenen Kugel immer 
in der Verlängerung ber genmetsifchen. Bchfe der Kemene dewegt. Ganz 
rationell betrachtet kaun biefes Syſtem jelbſt als Veiſpiel fie den vor⸗ 
hergrhenden Fall dienen, ba es für das Sleichgewicht gemügt, daß. ber 
Sqhwerpunkt ber Kanvne underfkiigt:ifbund dazu num ein einziger feiter 
Punkt. im Syſtem erforbert wird, Nimmt man die lothrechte Achſe 
Her Kanone als Achſe der z, fo werden nach unferen Borauoſehungen 
mnmer die drei Gleichungen: 

“ ZMk=0, 2.M=0,' 2m =: 


- befriedigt und De dag Sole — im En be8. Äupen Gleich— 
gewichtes ſein. 


* Ein Widerſtand gegen das Drehen tann nur ſtatifinden; wenn no ein britier 
“1 fefter Punkt vorhanden iſt, weliher Kl) det "Berbtnbungethäte der beiden 
erſten liegt. ot N. PER! PR BruBer u 19 
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3) Wenn ein Gyſtem drei sehe Pimtte euthall, welche nicht im 
derſelben Geraden llegen, ſo befindet ſich basfelbe nach ber tur-S. :7 
gegebenen ErMärang immer im Zuſtande des Außern Gleichgewichtes, 
weil diefe drei Bunkte Immer die Rage rines Goorbinatenſyſtems beftim- 
men, weiches Buch die aͤußern Kräfte nicht verruͤct werden kann,! wenn 
man ſich in irgend einem Augenblicke alle Deile des Soſtems feſt 
verbimben denkt. 

In dieſem Falle beſindet ſich demnäch ſede ſeſiſte hende Meſchint, 
ob fie in Bewegung oder in Ruhe iſt; ein in beliebiger Rage feſt ein- 
geflemmter elafiticher Stab, welcher im Buftande des innern Gleich— 
—* ober in ſchwingender Bewegung begriffen ſein kann, hu. ſ. f. 

Es gehört hieher aber mich eine in irgend einer Lage befefligte Kanone 
mit der daraus’ abgeſchoſſenen Kugel, und die Bewegung ber letziern 
tft ebenfo, wie bie verſchiedenen Bewegungen ber einzelnen Theile: einer 
Maſchine als innere Bewegung berfelben zu betrachten. 

4) Wenn ein Syfiem ſich auf eine feſte Ebene ſtutzt und war 
mit einem einzigen Punkte, ‚fo: kann jene als eine der Coordinaten⸗ 
Ebenen 3. B. die der xy, biefer als Goordinaten⸗ Anfanug genommen 
werden, ımb es wirb danernbes Gleichgewicht beſtehen, wenn bie zur 
feſten Ebene parallelen fördernden Wirkungen RX und 2. V, und alle 
drehenden Wirkungen für jede Geſtalt des Syſtems Null ſind, wofür 
” bie fünf Bedingungen ergeben: 


ER =0 „ ZY=0 2 
2Min... Em, EM: = 0:, 


Die fördernde Gomponente I. "zit zugleich allgemeine Reſultirende und 
gibt das Maaß des kleinſten Widerſtandes, welchen die feſte Ehene Ji 
leiſten hat, damit das Gleichgewicht auf die Dauer beſteht. 

Beiſpiele für dieſen Fall bieten ſich nur wenige dar. Ein elaſti⸗ 
ſcher ſchwerer Kreis, welcher ſich fo auf eine wagrechte Ebene‘ ftügt, 
daß feine. Ebene zur Richtung der Schwere parallel jſt, wird fich im 
Zuſtande des äußeren Gleichgewicites befinden, während er in einer 
ſchwingenden Bewegung begriffen ſein kann, bei welchen fein hoͤchſter 
—* fi immer in. lothrechter Richtung auf und niederbewegt, und 
die Endpunkte ſeines horizontalen Durchmeſſers Immier in gleichen Ab⸗ 
Ränden von der durch den Stutzpunkt, den Mittelyunft und: den höchtten 
Pankt gelegten lothrechten Geraden bieiben. Berner tft hieher zu rechnen 
eine homogent fdhwere Kugel, - weile ſich auf ehie: horizentale Ebene 
Rüht und im Abkluͤhlen begriffen. HE odrt welche Überhaupt ahre: Terpeta⸗ 
tur. aͤndert. Eine nicht homogene Kugel, derenSchwerpunlirarthethuib 


— 


des. Mittelpunktes liegt, wird auch mittels ber Reibung auf einer ge⸗ 
neigten Chene im Gleichgewicht fein, wenn ber Reibungscoeffizient grÿßer 
iR als die Tangente des fpigen Winkels a, welchen die. Normale „P 
dieſer geneigten bene mit einer lothrechten Geraden einſchließt, und 
menn ber Abſtand bes Schwerpunktes vom Mittelpunkte größer iſt als 
rsinsa (wo r ben Halbmeſſer ber Kugel bezeichnet), und zwar. in 
einer ſolchen Rage, daß ber Schwerpunkt lothrecht über dem Stützpunkte 
liegt (vergl. II. B. 5. 128). Diefes äußere Gleichgewicht wird aber 
im Allgemeinen nur ſtattfinden, wenn zugleich inneres Gleichgewicht 
beſteht; eine Aruberung ber Temperatur z. B. wird auch eine Aende⸗ 
rung in ber Lage bes Schwerpunltes in Bezug auf den Mittelpunkt 
und in Bezug auf ben Stützpunkt zur. Kolge haben und eine Fleine 
Drehung der Kugel bewirken, welche. felbf wieder durch ‚die Reibung 
ein Fortwaͤlzen berjelben veranlaßt, und bie Kugel wird fa eine Doppelte 
äußere Bewegung erhalten, eine fortiehreitende und eine drehende. 

- 5) Gang ähnliche Verhältniffe finden auch ſtatt, werm ſich bad 
Syſtem mit zwei oder mehreren Punkten, weiche in geraber Linie Liegen 
auf bie feſte Ebene ſtützt; man kann dieſe Gerade ald Achſe der x 
nehmen und wird dadurch bie fünf Bebingungsgleihungen bes vorher 
gehenden Falles auf vier xeduziren, nämlich; . 


2.X=0 , 2.Y=0,: 3.M=0,- 2:0, 


wobei noch vorausgejegt wird, daß das Moment x My nur eine ſolche 
Drehung erzeugen will, welche durch den Wiberftand der Ebene und 
bie fördernde Somponente 3.Z unwirkſam gemacht wird, eine Voraus⸗ 
ſetzung, welche darauf hinaus kommt, daß die biefer fürdernden Kraft 
£.Z gleiche und’ parallele allgemeine Reſultirende aller Kräfte die Achfe 
der x noch zwiſchen ben äußerften Stügpunften trifft und, was fi) ohne⸗ 
hin verſteht, das Syſtem gegen die Ebene drückt. 

Auch für dieſen Fall find die Beiſpiele nicht zahlreich; wir finden 
übrigens leicht einige, wenn wir den ſchweren Kreis und die Kugel ber 
vorhergehenden Aufgabe durch einen elaftifchen Ring und einen vollen 
oder hohlen Cylinder erfegen., 

6) Stützt ſich endlich das Syſtem mit drei ober mehreren nicht in 
bexfelben Geraden liegenden Punkten auf eine Ebene, welche bie ber 
xy jei, jo genügen bie drei Gleihungn: 

ie) ‚ 210 V ER Te 
um das nfere Gleichgewicht desſelben zu: ſichern, wenn man ſich vorher 
überzeugt hat, daß die Arehenden Wirkungen S. Me und S, Mr auch 
wicklich durch den Widerſtand der Ebene und die fördernde Kraft. 2.2 


weiidffam: gämadht werden, ober. daß ;ble Richtung: ber Diefer. Ishterm 
gleiche und parallele: allgemeine Neſultirende ‚bie fefte Ebene in mes 
Piarte ſchneidet, welcher innerhalk des: durch; bie gerabdlinige Verben 
bung der eingzelnen Stüßpuäkte ‚mtfichenbeg Drii= ober Vieleckes liegt⸗ 

Beachtenswerthe, wenn: duch nur bedingte Beifpiele zu dieſem Balle 
llefern und bie fortichaffenden Maſchinen (Locomotiven), entweder auf 
. Ute: horizonalen Ebene. unter: der Vorausſezung, daß keine Reibung 
vocharden iſt, oben auf einer geneigten Ebene, ft welche ber Reibungss 
Erefftzteut nicht größer iſt als die Tangente ihres Neigungswinkels ge⸗ 
gen bie wagrechte Ebene, und auf welcher bie Loeomotive ſich aufwärts 
dewegen will. Sn beiben Fallen wird ſich die Locomotive ungeachtek 
fe in innerrr Bewegung begriffen iſt, im Zuſtande des dauernden äußern 
Gleichgewichtes befhiten, und man wird daraus klar erkennen, daß fäP 
be Bewegung: auf horizontaler Cbene allein die Reibung, für die aufs 
feigende Bewegung auf einer; geneigteh Ebene dagegen ber Unterſchied 
zwiſchen der Reibung und ber zur igeneigten- Ebene Päralielen Compo⸗ 
werden des Gewichtes der Locomotive als die eigentlidje fortbewegende 
Kußeme Kraft bes: Syſtems zu betvadgten iſt. 3 werde darauf ſpater 
cubfuihrlicher zurüdlonmn,. - 

"Bär bie Beſtimmung bes Druckes, ‚welchen se fee Erene in den 
einzelnen Stũtzpuntten zu erleiden hät,’ iſt in Betreff der beiden lehztert 
Bhlle-noch zu "bemerken, daß ſich berſelbe, wie bei einem feſten Syſtem, 
war dann ohne Ruckſicht auf Die innere Beſchaffenheit des Syſtems be 
Meinen laßt, wenn im fünften Kalle nie wer uber Im letzten nur brei 
Stuhpunkte sorhanden ſindz bei einer groͤßern Anzahl von Stützpunkten 
M; Wie por veim zweiten Falle beiiterkt wurbe, die Kenntnif "bei! innern 
Zaftinde bes Syſtems erfotderlich, wenn fuͤr jeben einzelnen Ber Vtulk 
beſtimmtt angegeben werden ſoll. Um fo’ mehr wird dieſe Kenntniß 
noſhwendig fein; wenn nicht mehr in einzelnen getreunten Punkten, ſon⸗ 
bern It: ‚einer weg: auf einander „oigenben Rethe von Punlten Due 


\, Be a en “ PR $ 10. ... .3 N. Ba . 

Die. worherhehenden Bedinguugen für das Außere Girkägewigtchms 
—— Eyſſemßlaſſen: ſich wie bei einem. feften Seen ;wieber 
in einer, eingigen : zufanimehfaßlen,, . welche durch das Prsncifl Set 
Muinslien Geſchwandigke iten ausgeſprochen wird. Day. muß 
hatſelbe aber. ber. AUnterfcheidung zwiſchen Innerem. und Kußerom 
Gleichgewicht entſprechend enger geheßt werben, als dies in Bezug auf 
denchenlicht Gute genichıtlich geiehächk;bemsiesidft leicht een 
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ber Lehrſah von ber Ichenbigen Kraft eines veräunberlidhen 
Syſte ms in feiner allgemeinſten Faſſung, wenn man unter biefet 
Ishendigen Kraft. bie Summe ber lebendigen Kräfte aller 
einzelnen materiellen Punkte bes Syſtens verſteht, ‚chen 
wenig einen Unterfchieb macht zwiſchen innerer und äußerer Bewe 
gung biefer letztern als derſelbe Lehrfag für ein feſtos Syſtem einen 
Unterſchied zwiſchen fortichreitender und drehender Betvegung macht; daß 
alſo auch das Princip ber virtnellen Geſchwindigkeiten, we. 
ches von jenem Lehrſatze nur den beſondern Fall darſtellt, wo bie an 
faͤngliche Gejchtwindigfeit eines jeden dieſer Punlte Noll iſt und keine 
derſelben eine Bewegung nach irgend einer Seite hin erhalten. kann, is 
feiner algemeinfien Faſſung keinen Unterſchied zwiſchen inuerem un 
außerem Gleichgewicht machen, fondern das ganze Gleichgewicht ale 
inneres und aͤußeres gleichzeitig umfaſſen wird, Bet dieſer allgemeinften 
Faſſung dieſer Lehrſaͤze düxfen dann aber. auch nicht, wie man bishet 
meiſtens geihan hat, nur bie aͤußern Kräfte bes Syſtems in Rechmung 
gebracht werben; fondern +3 müſſen nun für jeben materiellen Punk 
desſelben alle an demſelben thaͤtigen Kräfte, ſorohl bie inneren, grokfihen 
ihm und den andern dem Syſtem angehörigen Punkten wirkenden Krhfiz, 
als die äußern, von Punkten, welche dem veränberlichen Syſtem nicht 
angehören, ausgehenben Wirkungen berüdfichtigt werben, und in biefer 
allgemeinften Zaflung wollen wir bie genannten Schrfäge am Schiuik 
bed gegenwärtigen Buches einer befondern Grörterung unterziehen. 

Für jest wollen wir unſerer Unterſcheidung zwiſchen innern und 
äußern Zuſtaͤnden eines peränderlichen Syſtems gemäß auch zwiſchen 
junern und Außern virtuellen Geſchwindigkeiten und fpäte 
ebenfo zwiſchen innerer und Außerer lebendigen Kraft riud 
geränderlichen Syſtems unterfcheiben, und hier zunächft unter äußerer 
virtuellen Geſchwindigkeit eines Punktes in einem nexänberjicen 
Eyſtem den Heinen Weg verſtehen, der von dieſem Punkte in einer ſeht 
Heinen Zeit zurüdgelegt wird, vermöge einer fehr Eleinen neuen außer 
Kraft und unter ber oe Bu daß derſelbe waͤhrend dieſer kleinen 
Zeit mit allen übrigen Punkten des Syſtems und folglich auch mit 
dem Coordinatenſyſtem ber. &, 7 .unb: & feRt verbunden bleibe. Diele 
Vorausſetzung dient haupsjächlich bazu ber Borftellung über Me anfing? 
Itche Richtung der virtuellen Bewegung zu Hälfe zu kommen; denn da⸗ 
Princip ber virtuellen Geſchwindigkeiten begieht: ich zwar fireng: geuom⸗ 
men nur auf den Anfang ber. virtuellen Bewegung, alſo auf einen 
angenblidlidgen Zuſtand bes Syſtems, bei’ ditſem augenblicklichen Zu 
Bande iſt aber doch cin Bewegenwollen nach einer bofkmanten BMeung 


wit inbegriffen unb dieſe aufangliche Richtung wirb bung bie‘ obige 
Borauoſetzuug auf bie eiher Außern Bewegung deſchrankt. 
Mit Benũutzung bes ſchon in h. 8 bes wrften. Buches gegebenen 
Slärang von dem nirtuellen Momente einer Kraft werben wir 
daher daas Priurip der virtuellen Gefipmotnhigteiten: Fir das Auer 
GBleichge wacht eines veraͤnderlichen Syſtans fa ausſprechen : - : 

Wenn ſich ein veränderliches Syſtem im Zuſtande des 
aͤußern Gleichgewichtes befindet und demſelben durch eine 
oder mehrere ſehr kleine neue Kräfte, welche von außen 
auf das Syſtem wirken, irgend eine äußere virtuelle Be— 
wegung! mitgethetlt wird, d. I eine ſolche, bei welcher able 
Punkte des Syſtems in derſetben gegenſeitigen Lage blei— 
ben, ſo ergibt ſich für das Verhältniß zwiſchen der Summe 
ber vittuellen Momente aller urſprünglich an dem Syſtem 
thätigen äußern Kräfte und ber virtuellen Gefhwindig- 
feit:zines bebiebigen aber Hefttuemsen Bunttes im Syſtem 
immer ber Anfangsweris Null. 

Ungekrhrt wird ein veranderliches Syitem. fig: din Be 
Rande bes Außer Bleichgewichtes befinden, wenn das Ber 
haͤltniß zwiſchen bes Summe berwirtuellen Momente aller 
an dem Syſtem thätigen dufpern Kräfte und’ der virtuellen 
Geſchwindigkeit eines beliebtgen aber beſtimmten Punktes 
besfelben ben Anfangswerib Null erhält für jede Anfero 
virtuelle Bewegung, welche dem für eine ſehr kleine Beit 
alt feſt gedachten Syſtem durch eine ober mehrere ſehr 
Heine nene Außere Kräfte ertheilt werben köönnen. :. 
Begeichnen tote demnach wie fruͤher eine der crußern Kraͤfte mit P, 
die aͤußerr virtuelle: Geſchwindigkeit ihres Angriſſopunkies mit. 42, 
ihren virtuellen Weg mit pP, und mit nstdie Außere viruelle Ge- 
ſchwinbigkeit oines bellebigen aber Befinden Punlies is: Syſtem, " 
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a BZ nt 1 
a⸗ einige wihwendige mb ——* —— Für das 
aͤrßere Eleichgewicht und dieſes wird wieder Bin dauexndes ‚ein 
weni bie yorfichembe Gleichung fuͤr zede innere eflaktung: nie jede: 
leliebige aͤrßere virtuelle Beinegung: des Syyſtems befriedigt wirdz wie: 
vorübergehendes dagegen, wenn diefes nur fuͤr eine oben: bins oen 
Ceſtalt deoſeiben Anttfibek. ..3 2, u 2. una Lore 


‚Die: Begründang des obigen Veinciya mi. offenbar ganz dieſelbe 
fen, wie für in feed Syflem, ba mährend der Aufern vintmellen Be⸗ 
wrgung das. Syftem als unveränberlich oder feſt vorausgeſetzt wird, 
weßwegen ſowohl in dieſer Beziehung als: auch in Betreff her and fenrie 
Vrinci zu ziehenden Folgerungen, ſowie ruckſichtlich ſeiner Anwendung 
einfach au bie s 140 — 146 bes H. Buches ernicen werben Tann. 


vs 12. ı ®. 


« Wigemeine Gefege der äußern. Bewegung eines von 
inderiispen Boreme 


Be 


n De vechergehende Erbrierung Aber das äußere lekhgewicht Hefe 
und auch die Kennzeichen für ben Zuſtand der Aupern Bewegung; 
ein veränderliched Shftem von materiellen Punkten If. demmach ie aͤußerer 
Bewegung begriffen, wenn fich in demſelben Echt :faldhes, Coordinaten; 
Syſtem beſtimmen läßt, . welches . fortwährend gegen fee von "dem 
wateriellen  Syftem ganz unabhängige Boorbinnten- Achſen eine unver« 
änderliche Rage beimupten .Inen;,: und dieß wird; immer der Fall fein, 
entwtber wenn bie Bedingungagleichungen, (4) und (I) durch die Aunfeeem 
Kraͤfte (beſchraͤnkende Hinderniſſe ‚mit, eingerechnet) nicht befriedigt wer⸗ 
den, ober: wenn dieſen Genitge gethan wird, aber ſchon eine noch uam 
frühern aͤußern Wirlumgenaherrüuhrende anfängliche ßere Geſchwindig⸗ 
keit norhanden iſt. Es wind: einttichten, Laß: diecſer letgztere Fall nur 
bie gleichßörnuge aͤußert Kewegung ‚bed Syſtens in; fich begreift; . 

Die allgemeinen Geſetze diefer Mhern Bewegung find: Dahex-tuicher: 
ganz :hiefelben, wie, bei ben. heſten Syſtemen und omen, auch fi: deme= 
felben Wege abgeleitet werden, wie es für bie wichtigſten derſelben ine 
legten Kapitel des vorhergehenden Buches geichehen If. Es dürfte in⸗ 
beffen Feine zweckloſe Wiederholung. fein, wenn wir hier die betreffenden 
Gefeße noch unter einem andern, ben veränderlichen Syftemen im Allge- 
meinen: beſſer: andprechenden. Geſtchtopunkte ableiten, babek Gelrgenheib 
nehuten, einige Beiſpiele für ihre Anwendung bei verinderlichen· Eyſte 
men aufzuführen, und dann baven bie Ableitung riniger anderu allgex: 
meinen Geſetze, deren am bem genamuen Oriet Yercki: erwachai werke 
i,.angumeihen. 

Betrachten wie merſt ein ganz freies. Syfem und, —*—*— ie 


m 


I Coordinaten eines Punktes M deöfelhen, deſſen Maſſe m fel, in 
Bang auf ein feſtes rechtwinkliges Coordinatenſyſtem am Eude der 
Yittmit x, y, z, bie eines zweiten M', befien Mafle m’ fet, in dem⸗ 
kim Augenblicke: mit x/, y', z, die eisieß britfen. M” vom ber Maffe in“ 


ar, y, 8, ht Berner fein wie biher Kom Z. Ppos Pr, 


I=3.PeosPr, 2 5. PeoePr die zu benfelben Goorbinaten- 
Achſen parallelen Componenten bey Refaltigenben aller an dem Punkte M 
angreifenden Außern Kräfte P, d. h. der Kräfte, welche von aͤußern, 
em Syſtem ‚wicht angehörenden Punkten ausgehen und ben Punkt M 
biefen zu nähern oder von ihnen zu entfernen ſtrebenz ebenfo ſeien 
X, Y', Z/ bie entfprecgenben — ponenten der Peiultiretben, allet aͤuß Ber, 
Kräfte P’, welche an' bem Punkte M’ angreifen, u. f. f. Endlich fo 
I, I J,, etc. die innern Kräfte bezeichnen, welche zwiſchen dem Punkte 
M und den übrigen Punkten M, M’,iete. ded Syſtems thätig find und 
an M angreifend gedacht werden, V, Ja’, Jg’, etc. bie zwiſchen dem 
Punkte Mund allen übrigen MW, m”, M*, etc. thältgen und an W' 
angreifenden Kräfte, n. ſ. 4, unb in gleicher Weiſe ſollen F,, G,, H. 
bie zu den Coordincten-Achſen, parallelen Componenten der Kraft J., 
Bann Fa, Ga, Ha bie ber. Kraft I, ete.,.P’, @, H’ die bee Kraft J, 
dans Fa’, Gy, HB bie der Kraft Je’, uf. f. vorſtellen. 

Es iſt nun offenbar, daß bie Bewegung, welche einer ber. ‚Buntte 
bes ſtems annehmen wirb und muß, feine andere. fein kann, qlß dies 
fenige, welche er, frei und für ſich allein im Räume, vorhanden, ‚unter 
denfelben anfänglichen Umftänden annehmen würde, wenn er, wie je 
im feiner Verbindung mit dem Syſtem, benfelben Kräften P und I 
unterworfen wäre, von benen die letztern eben feine Abhängigkeit von 
allen übrigen Punkten bes ganzen Syſtems ausdrücken, da fonft weiten, 
feine Urſache für eine Aenderung Feines örtlichen Zuftandes vprhanden 
iR. Die Geſetze der Bewegung des Punfted M werben demnach (Buch I., 


5. 64) durch die Gleichungen: DE Fe 2 A. RR 
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Die des Punktes M” durch bie Gleichungen· 
9 J 
x HR + 
„a | | 
e.) m” Dr a "tete 
. a v 4 ” 
m’ gan +H + + Hy + ei. , 


und fo durch entſprechende Gleichungen bie aller übrigen Punkte bei 
Syſiems. Beachtet man dann, daß wie in $. 5 erörtert wurde, 

FR =—F j G, — — (ff j 4, — F 
,R=-rF, 6 =--6 ,„ H, — 
=—R' ,. G=-G, Kehl 
hf," J .: i 
unb ſummirt min bie von ben Bleijungen. (a), (b), (c), u. f f, 


welche derſelben Coordinaten-Achſe entſprechen, ſo findet man Di 
neuen Gleichungen: 


nix . Sul yrY, 
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als diejenigen, welche die allgemeinften Gefehe ber fortfchreitenden äußern 
Bewegung eines freien veränberlichen Syſtems enthalten, und welche 
diefelben find, wie die Gleichungen für bie fortichreitende Bewegung 
eines feiten Syſtems (Buch IL, $. 202). 

") Berfährt man fernen mit ben Gleichangen ea); (b),"Ce), uff 
in Bezug auf jeden der einzelnen materiellen Punkte des Syſtems, wie 
es im erften Buche, $, 74: gefchehen ift, um die Gleichungen für di 
brebende Bewegung eined materiellen Punktes um den —— 
ber Coordinaten ober zum deren/ Achſen abzuſeiten, bi u 
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men De ae der Gleichnagen (a) wit y, bie zweite mit x, umb sicht 
dieſes Product von jenem Br u. a vn ergeben fi Tür ben Puutt M 
be —* 

* 
— ———— te 

d?x d?z N 
(17, x =(1X-x2) Hz FH) +@FoxBs) tete. ‚(d. 
(14 —X J 
für den Punkt M’ bie Gleichungen: W 
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und ähnliche für Die übrigen Punkte, und man wird leicht einſehen, daß 
be eingeflammerten Glieder ber rechten Seiten bie drehenden Wirkun- 
gen der Kräfte P und J um bie entfprechende Coordinaten-Achſe aus⸗ 
drücken. Summirt man daher alle diejenigen von ben Gleichungen 
(), (6), u. ſ. fi, melde fich auf diefelbe Achfe beziehen, fo muß 
man auf der rechten Seite bie entfprechende Gomponente ber refultiren- 
den brehenden Wirkung aller äußern Kräfte P und die aller innerü 
Kräfte I erhalten. Das vefultirende Moment diefer lebten Kräfte iſt 
aber, wie in F. 6 gezeigt wurde, immer Null, wie auch das Goordina= 
" tenfoftem in Bezug auf das veränderliche Syftem liegen mag; denn die 
Glieder x&y, —yF, und X @— YF' in ben erſten ber. Gleichungen 
(«) und (b) geben durch Summation mit der Pröingung: F— — 
=—G,, ein neues Glied von der Form: | 
x (x) -(1— royr. ı, 

weiches nach dieſer Form eine. Cymponente. der drehenden Wirkung ber. 
aM angreifenden Kraft I, In Bezug auf ben Punkt M, deflen be 
nakn x’, y’, 2’ find, alfo-in Bezug auf einen Punkt ausbrät, ber in 
ker Bihöing. der genannten: Kraft liegt mad ‘für welchen deren drehende 
Oikang:unr. ul. fein kannz auf gleiche Weiſe ‚verhält 26 fh. abe 
nit allen üpwigen Glieders der Gleichungan (at), (b'Ym ſ. f., melche 


drrhende Wirkungen ber mern 'Reäfte V aaeecacen, wenn fie eirſpr⸗⸗ 
chend paarweiſe ſummirt werben. 

Die Summe aller Gleichungen (=), (br), u. f.: gibt bemnah 
drei neue Gleichungen, in welchen wieber alle innern Kräfte verſchwun⸗ 
ben find und welche-wie bie entſprechenden Tür feſte Syſteme gefundene 
unter der Form: 


31 > az day. n)= 2.01- 19-2. 


au Tom 
dx dr 
10) $ Z.m ber ku 2) = 26x23) = 2. Mr 


d?z d? 
ern zu) = 2. -m= 3. iz. | 
das at ge Geſetz ber außern drehenden Bewegung des Sof 

zug auf ben feſten Anfaugeguntt und bie feſten Achfen barftelkn 

$. 12. Ä 

Daß die vorhergehenden Gleichungen ſich nur aM ben äußern 
Zuftand des Syſtems bezichen, geht nicht nur daraus hervor, daß 
darin blos die Außern Kräfte als wirkfam erſcheinen, fondern befon- 
ders daraus, daß fich diefe Gleichungen in, andere umwandeln laſſen, 
welche nur für ‚den äußern Zuftand bes Syſtems Bedeutung haben. 
Legen wir nämlich durch einen beliebigen Punkt des Syſtems, deſſen 
Coordinaten am Gride der, Zeit t in Bezug auf 'die feſten Achfen mit 
x,y,z bezeichnet. felen, ein rechtwinkliges Coordinatenſyſtem deſſen 
Achſen fortwährend parallel zu den feſten Achſen bleiben und in Bezug 
auf welches in demſelben Zeitpunkte die Lage irgend eines dem Syften 
angehörenden Punktes M von der Maffe m durch X Yo, bie eine? 
zweiten M’, befien Maſſe m’ fei, durch x/, y’, 2’, u. f. f. ausgebrüdt 
werden, fo. haben wir. in jedem Augenblicke zwiſchen den Coordinaten 
bes Punktes M in Bezug auf die felten und in Bezug, ‚auf die beweg⸗ 
lichen Achſen die Gleichungen: 


mt, Y=y+Y, i=s5-+2, 
ebenſo für den Punkt M’ die Gleichungen: : en 9 
F = + x I, YW=FY/+tYVo . r=ıHt2, 
uf. für die Abkipen‘ "Punkte bes Sufemsir Fkyet: nam: bc bie 


Aendernnggeſetze zweiter Schnund in Bezugsmif tim bie Gleichungen 
dm und; becichtet; daß In jedem Augenblicke bie Werthe ui w, 5,8 
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Pie al: Parute dos am ia] ſod. Bo Abe bir amd 
menplitben © ae re 2 
. dir dy. FR die. ‘ 
Ä ann — 7 SEE Zu dr 7 —— 
auch Die, Gore; 54 ; A 9 .. . i u , un 


re .d2% 9 | dig... J de, in . . Ba 
Mar die i u ? M di? *F 

innehmen können, wenn man bie Maſſe F.m de ganzen Eyſtem⸗ 
burch ME bezeichnet, fo- werben die genannten GBlelchungen Aa m pie 
henbe verwandelt: en zu 


1 .“ 4111 
MM. ar zn re 2 x. WER 2) 
die ;; | nu .n 


ay,. N Zu 

. “ir —14 Z.m dr — * *. r an 
IR EEE Er 
ng +2; art, ‚A En re 


welche die Geſetze ber kortſchreitenden Beweghng beg beweglichen Cyor⸗ 
dinaten⸗ Anfangs qusdrücken. Waͤhlt may endlich dieſen ittztern Immer, 
jo in dem Spftem, daß ber Mittelpunkt” der Maffe bes Syſtems in 
Bezug auf bie parallel fortſchreitenden Achſen immer dieſelbe Lage be⸗ 
haͤlt, daß man alſo für jeben Zeitpunkt die Bebingungen hat 


Z.mx,=Ma , 2.ny=#Mb we 2.m3,—=Mc (0 


ke 


oder TH 
d®x, “S. d?y; \ \ dMz, 
z.n u = .. mn N zn 3 =05 


1 nehmen bie vorſthenden Gleichungen (11) bie. einfache Form an: . 
ee y.x' DE a a ee 


TE a | > tb. ur So tb ind 
an 1*2 rl db meter nd 1 
\ 4 Fir m.2.Y q Fr sl a 
able KL EA Pe Zn EEE FE FE ARE Mei on 9 

‘ . . “3 d2z , « , j 
. | Sn 63 : % jan 23.2° set v 27. :. if 2:3 
‘ nn de a Bu AT . Ge SE 3 


mier waqher fe nun bie Geſehe ber ame: Aorhfepreltenbent Bewrgeng 
6 gheichfamin einerlt Parckte vereiniglen Syſtems darſtellen, iadem fie 
artſprechen / ha dad Bee der For tſch ve it ein dem Braga 


UL; 


eines veräunberkihen Syſtens ber imhern Form uudy von 
ben innerhalb besfelben fattfindenden Wirkungen und 
Berändberungen unabhängig und in jedem Augenblicke bie 
felbe ift wie das der fortfchrettenden Bewegung eines 
materiellen Punktes, welcher dieſelbe Maffe befist, wie 
das ganze Syſtem und an weldhem bie fördernde Reful 
tirenbe aller an dem Syſtem thätigen Außern Kräfte au 
greift. 

‚ , Dabei if indeſſen nicht zu überfehen, daß im Allgemeinen doch 
infoferne eine Abhängigkeit von dem innen Zuftanbe des Syſtems 
flattfindet, als fich bei ganz firenger Betrachtung bie äußern Kräfte 
immer auch mit ber Lage ihrer Angriffspunkte im Syfeme ändern, bie 
Gomponenten X, Y, 2 alfo auch Functionen der Gomebinaten. x, y„ 2, 
find. Jene Unabhaͤngigkeit findet jedoch in ben meiften Fällen wenig⸗ 
ſtens annähernd ftatt, weil mar für bie erſte Annäherung an bie 
Wahrheit ben Einfluß der Innern Aenderungen des Syſtems auf bie 
Intenſitaͤt der äußern Kräfte vernechlaͤſſigen kann und, wegen ber Unzu- 
länglichkeit unferer Analyfis vernachläffigen muß. 

Anm einfachſten wird man den Mittelpunkt ber Maffe ſelbſt als 
jehen Punkt annehmen, welcher das ganze Syftem vorſtellt, wodurch 
bann bie Gleichungen (12) bie befonbere Borm erhalten: 


dx 
a2. 
a) a . d8Y . 
12.) -a=2:T 
dm 
1-,= 2:2 


nur muß mar babei "beachten, daß hier bei veränderlichen Syſtemen 
biefer Punkt nicht mehr ein für allemal beftimmt tft, wie bei 
ben feften Syſtemen, ſondern in jedem Aungenblide eine andere 
Lage im Syſtem bat, baß daher bie Gleichungen (12) für ver- 
ändekfiche Syſteme nicht mehr ebenfor gut ammenbbar find, wie für fee, 
oder bie fortfchreitende Beſwegung nicht mehr ebenfo anfchaulich und 
beftimmt angeben, wie bort, abgefeken bavon, MM firenggenommen auf 
bie Kräfte X, Y. Z, u. f. f. durch die Aenderung ber Geftalt dei 
Cafe 'unbere Werihe echaktan könnuen.. nt. 
mVBewachten wir z.B; die äxgbei mit tive, Monte sl ein werden 
zerliches Ehſtem, fo Tihtiehen wir aus bean: Vorhergeheuden⸗ . bep. der 


Mittelyenit der Muſſe deſer -beiben Börner, insider im Mittel etwa 
um 8 eines Erbhalbmeſſers von bem Mittelpunfie ber Erbe enkfernt 
iſt, bie in 68..85--87 bed fen. Buches unterſuchte elliptiſche Vewe⸗ 
gung um die Sonne annehmen würde, wenn an denſelben keine andere 
Kraft thätig wäre, als bie zwiſchen ihnen felbft flattfindende anziehenbe 
Wirkung, welche bier als innere Kraft unberüdfichtigt bleibt und bie 
zwiſchen ihnen und der Sonne thättgen anztehenden Kräfte, welche bie 
äußern beivegenden Kräfte bilden, und unter der fernern Vorausſetzung, 
daß die Veränderungen in der anziehenden Wirkung zwiſchen der Sonne 
und der Erde und dem Monde, welche davon herrühren, baß biefe bei- 
ben Körper einzeln bald mehr bald weniger von bem Mittelpunfte der 
Sonne entfernt, find, als ber Mittelpunkt ihrer beiden Maſſen, vernacht 
laͤſſigt werben dürfen. 

Ebenſo bildet die Sonne ſelbſt mit den fe‘ umgebenben Planeten 
und beren Satelliten ein veränderliches Syſtem, deſſen Maſſenmittel⸗ 
punkt wahrfcheinlich den Gefehen der efliptifchen Bewegung um einen 
mächtigen Gentralförper ‚folgt, unbeirrt durch bie Bewegungen, weiße 
innerhalb des Syſtems jelbft vor ſich gehen. | 

Gin anderes für die theoretifche Yinfganung beachtenswerthos va 
ſpiel bietet ſich uns bar in einer Kugel, welche während. ihres Laufes 
durch eine innere Erplofion in mehrere Stüde zeriprengt wird. Wenn 
bie Schwere conftant und Ten Luftwiderſtand vorhanden waͤre, würbe 
der Mittelpunft der Maſſe aller einzelnen Stüde benjelben Meg’ und, 
mit. derfelben Geſchwindigkeit verfolgen, wie der Schwerpunkt einer glei⸗ 
chen ünzerfpvengten’ Kugel unter gleichen anfänglichen Umſtänden. 

In dem einfacheren Falle, mo an dem Syſtem keine äußeren foͤr⸗ 
bernden Kräfte thätig find, oder dieſe ſich in jedem Augenblicke das 
Gleichgewicht halten, wird der Mittelpunkt der Maſſe des Syſtems 
immer eine gleichförmige geradlinige Bewegung annehmen, ba für, Dies 
fen Hall die Gleichungen (12=) in 

ax My ẽ daz 0, 
. T— Ju 2. Zr T'. Yan rn 


übergehen. Zwei Kugeln, welche ich auf einer, horizontalen Ebene ohne 
Reibung mit conftanten Geſchwindigkeillen hewegen, "uıb in, ihrer Be- 
wegung auf einanbertreffen, werben gegenfeitig bie Richtängen und 
Geſchwindigkeiten hrer —3*— durch denSt oß ändern; idie 
Bewegung des Mittelpunktes ihrer Maſſe öird aber nach dem Stoße 
wie vor demſelben eine ——— geradtintge N. und var wie vor 
dieſelbe Geſchwindigkeit Defiken. :; 


u 


: Dan Bat dem durch bie Bleichungeh (12) aushgeſprochenen Sahe 
den Ramen: Brincip von ber Erhaltung der Bewegung bet 
Schwerpunttes (Mittelpunttes ber Maſſe) beigelegt. : 


633. 


Feten wir nun mit den Gleichungen (10) ähnliche Umformun- 
gen vor, wie mit den Gleichungen. (9), indem wir wieder bie Lage 
der einzelnen Punkte des Syſtems auf ein zu ben feften Achſen parallel 
fort ſich bewegendes Coordinatenſyſtem ber x,, y,, z, beziehen, beflen 
Anfangspunkt durch die Goordinaten x, y, = in Berug auf bie feften 
Achſen beftimmt, über welchen aber noch Keine befondere Mahl getroffen 
it, fo erhalten wir mitt Berüdfichtigung ber Gleſchungen (11) zuerft 
folgende Gleichungen für die äußere ber hende aus bes Spflemb: 


2. m{x Ey. dx 5 X. mx— 2. my,—=2(x,Y-y/A), 


Tr a Kaa)T au 7: 
: ds, di\ d’x, - d’= 
Der Tram 


a⸗ a, „er, die _dy _ 
und tet det weitern Borausfefung, daß der larhepunti der beiveg- 
lichen Coordinatenachſen entweber eine-gleihförmige gerablinige 
Bewegung.befigt ober mit bem Mittelpunkte der maife bed 
Syſtems zuſammenfaͤllt, daß man alſo entweder 

„» dig d’y Sy. 
te arts nt 
hat oder | . u 

zZ.mx,—=(0 , 2.ny,=(0 N Z.m,—=0, 


nehmen dieſe Iehtern Gleichungen wieber bie ac Form an: 


* 


\ 





‚ia . e . . > ‘ 
Vie ch AE : day az pre 
£.m (r. .—ı —t)— 5,M,, rk 

‘ e. + ar 25 . 
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worin I3.Me,..2:. Mr, unb SE. Mix: bie in den @leichungen (185 aub⸗ 
fahrlich bezeichneten .Gomponenten des veſultirvnden Momentes aller 
dußern ‚Kräfte in Bezug: auf ben bewezlichen Anfangepunkt vorſullen 

Unser biefer Fotm, in welcher bie Eoordinaten x, *, m ded be⸗ 
weglichen Goortinnten-Anfangs ganz verſchwuaben find, ſprechen wnfewe 
Blckhungen : für ‚bie äußere drehende Bewenung. je nachdem mwan de 
eine ober bie andere der beiben: vorhergehenden Bebingumgen gu Grunde 
legt, einmal aus, 

bag bie äußere brebende Bewegung eines freien ver. 
Anberlihen Syfems in Bezug auf :paratlel= bewegliche 
Coordinaten-Achſen, deren Anfaugspunkt eine gleichfän 
mige geradlinſga Bewegang beſitzt, dieſelbe iſt, als wenn 
diefer Punkt feſt gedacht wird; dann ſagen ſie aber auch, 

daß jebes freie veränderliche Syſtem während ber nach 
irgend einem Geſetze fortſchreitenden Bewegung: bes. Mit 
telpundtes feiner Maſſe ſich vermöge des tefultireuden 
Momentes ber an shm-thärtgen Außen Kräfte um dieſen 
Punkt, wie um einen fehen Punktehewumdreht, oder Henäwet 
ane fuer die Auſchauung Harer' ausgebuiktt, bafı das juweiltigd 
augenblicklachet reſültirenbe Moment allerußeri Kräfte 
dem in dieſem Augenblicke als unveranberlich gedachten 
Syſtem inBezug auf drei durch vun Mistelpuntt der Maſſe 
gelegte Achſen dirſelben Winkelbeſchlennignagen zu er⸗ 
theilen ſtrebt, als wenn dieſe Achſen ifeſt oder unverbrüc⸗ 
bar wären. Denn es dürfte unſerm Vorſtellungsvermögen im Allge⸗ 
meinen etwas zu viel zugemuthet fein, fich dieſel drehende Bewegung 
ſelbſt und nicht blos einen augenblidlichen Zuſtand derſelben, klar zu 
machen; da uns in dieſem Falle nicht nur die deutliche Kenntniß von 
ber veranberlichen Rage des Miitelpunktes ber; Maſſe in dem. Sfr 
fehlt, wie im dem vorhergehenden Brille, foriderw auch bie klare Vorſtil⸗ 
Bang. von ber hleichfalls veraͤnderlichen Lage: beftimmtet: das⸗GShyſtens 
ſclvſt erfetienber Achſen, deren drehende Bewegungen eigentlich burch die 
obigen Gleichungen dargeftellt werben! Bet din’ feſten Syftenren Haben 
und dazu die Hauptachfen iu Schwerpunkt gebient und die Verſtellung 
weſentlich erleichtert, weil diefeähre Lage im Syſtem fprtähreng unver 
ändert beibehalten, und baher, einmal .beftimmt ‚ober bekannt, ba ehem 
ſelbſi ‚vertreten und gleichfain..dle Gruudlage bilden, anf welcher ſicht 
dad Syſtem in jebein Augenblide aufbauen läßt, während bet den ver- 
inderlichen. Syfleiisch erſt die Veränderungen im Innern sta fein 
můͤſſer und jene Achſen Tür irgend eine Geſtaltung desſelben beſo 


ng 


zu beſtimmen find, wogn⸗hier nach Tommurt, baf wegen ber Werändeiid 
Yeit in der Geſtalt auch die Maſſenmomente bes Syſtems in Bezug auf 
hie gemaunten Achſen meränberlich ſind, und daher bie äußere drehende 
Berosgung desſelben in Bezug auf dieſe Adhien. tur. Agesieiwers. nicht 
unabhängig. von ber innern, beirachtet werben kam, nem man and 
ven den durch die Aendexung der Geſtalt ————— 
Aenderungen ber Intenſitaͤt der Kraͤfte Umgang nimmi. 


$ 4 


vVviele Abhangigkeit ber aͤußern drehenden Bewegung von ber innern 
wir deutlichen. ausgeſprochen, wenn mix die Gleichuugen (14) wie ‚bei 
den feften Syſtemen wieder in andere ummwaubekn, welche ſich auf bee 
Achſen beziehen, die ſelbſt eine drehende Bewegung ‚befiken und für bie 
man dann auch, Infofern es fih bios um bie äußere Zoran der Geſetze 
ber breheuden Bewegung bes Syſtens handelt, die augenblicklichen 
Haupiachſen im Mittelpunkte der Maſſe desſelben nehmen Ann, ba 
men. dieſe für. den genaunten Zweit ebenſe als. bekumt vorcurtſetzen 
darf, wie.ben Mittelpunkt ber Maſſe bei: her Betrachtung. der forte 
ſchreitenden Bewegung Bezeichnen wir bdazu bie. Eoordinten eimeh 
Paunltes U, deſſen Maſſe m- fei, in Bezug anf bie parallel: Fockfehrels 
enden Achſen einfach mit x, y,.z, in Bezug auf bie ſich berjenan 
Hopfen, welche mit jenen den Nafangspundt gemeinfchaftiich. hahen, am 
E,nv £, ſo finden zwiſchen biefen, Groͤßen wieber. bie — Aa 
teen. mu U, $. 14 1a]): - ur 

0 enter, 

J— | Y=bE+Pbn +br7, Ba j 
—* 4 
worin bie. Goeffizienten a,b, o, Ale; bie an dem —* Orte aa 
gehene Bebeutung haben :, Beh einem veraͤuderlichtn Syſſem find eben 
hie Coordinaten „Eu 7,5 nicht mehr unabhängig von ber Zeit, ſondern 
varnderich und bie vorhergehenden Beziehungen wehen ver ia 
Wahmwatgrie uͤr Bezug auf PER 
SIE = a d ia‘ ; ia 

AR are Aha Bee . . 
J ir. ee, „d ne 
RE Tin + — — 
daR de! 


eo. FM dc: 3 * 
wir Nnæ + "HT —— Bi 





a6 Bennhuugen zwiſchen ben zu den Ache ıber %; y, n parallelen 
Componenten u, =: : y = =, u Z 4 * der relativen Ge⸗ 
ſcwwindigkeli v des Buntes w in Beiig auf biefe pa fortf öjreiten- 
ben Alan, den Gomponenten SE , 7, > feiner. Geſchwindigkei 
in Bezug auf die ſich drehenden Achjen und ben Winkeländerungen biex 

fer leztern Achſen gegen bie griten.. ., 
Multiplizirt mar nun. biefe Sleigungen ber Reife nad) zuerſt dei u 
a, b, e, dann mit =’, b’, ce’, ebenſo mit a”, b’ı c” und fummirt jebes- 
mal die Producte, fo ergehen fig «mit —XE der zwiſchen den 
Coſinus a, b, c,-etc.- ſtattfindenden Bedingungsgleichungen und ihren 
Kenderungsgefeken in Depp af e Qegl Vuch H., . 169)bie nenen 
Pen W II. Hr. 
Grat rein — a | 

" I 


rar Fu 


x. ‚dr da ,uege 
tn re 4 7 Ne Ph, nr 1. ‚(8 


J at rare ma. | u. " 


in welchen die Coeffizienten P, q;, r bie An J 185 daſelbſt ahgehebene 
Bedeutung haben. Man wirb' — leicht kinſehen, daß’ die Tinten 
Seiten ber Steigungen (e) die zu ben’ Achſen der E: 77, & paraffelen 
Gnuponenten ü, Yyj,,uz bet — v de Akne N: wel 
von km. Gosiponenken; 4.3 * m %, 3 weh nee, — * 
Rellen und daß folglich Be Differenzen: 


ah. de 28* 


dt - dt 
m ‚dx .4y3 8 ;4z [rn ran” se) li nt 
Ä BER re 7 Tue 4 
BE ME dr A" 0717 
rt am lim ’ nn \ 


ke pi den Ak der BE n imb: . — Gontioncdken ten up, u, % 


Eiger — — vfind, welcht ber Buntt M in Bezug aufi das 
Coothinatenſyſten ber x, y, z.befiten mühe, wern er vom Önde ber 


Belt: am mit. den Achſen bir E, 1; feſt verhunden bliebe, much welcha 
man feine & uß exe relative Geſchwindigleit in Bezug auf bie erſtern 
Adfen nennen kann, während a - , Fu *. bie Gomponenten feiner 
innern relativen —* in Bezug auf die Achſen ber E, VER 
ausbrücfen. Mit der angedenteien ezeicuung nehmen ei Die Sleigun 
gen (a) bie Farm an: 

* = a ® „' 

| DEE 1 25 7 SEE 
. Two, a 


N geben. dann gzwiſchen den Componenten un u u und ben Compo 
nenten P, q, x ber augenblidlichen Winkelgeſchwindigkeit ꝙ dieſelbey 
Beziehungen, wie wir fie für bie Componenten uz, un, ur bei einem 
feften Syitem erhaften haden (Buch IL,.G: 186, u.'T. f.). 

Bezeichnen wir ferner, wie ‚am genannten Orte, mit x, u DB bie 
zu) ben Achſen det x, y, 2 3 harallelen Gomponenten ıh ! ex z='m ern, 
nm, an der Kraft id, welche dem 

Punkte MA, wenn. ex. für. fc ‚allein porhanden wäre, unter benfelben 

ängligpen Umſtaͤnden dieſelbe Beweoung ertheilen wilrbe, wie er fie 
M feiner Verbindung. mit dein Syſtem befipt,, mi... bie 
Gomponewen ‚Berjelben Kraft, parallel zu den Achſen ber * 14 ge 
nommen, und mit My, Mir, Me Ihre brehenben Wirkungen um 
die getrnhriten Achfen, fo erhellten wir zuerſt durch Me-Wezkefängeh: 
u. — auß P. “aush,eu en 


ei . 


I y=by +4 bu, + bu 
(ver +tcein te 0: 
Kir bie Compoheni— x, v D die Werthe: H | -. 


— 
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Fe head m bie Desiehungente: : MIT het mA 
nn Zus Jr GEBE, on 

.s =ı#+b9+c> 
J y u ee Bu on 
and dieſe nehmen durch Einführung der vorhergehenden BWertde für 
#9, > und, mit Beaqhtung ber gepähnten - Bebingungsgleichungen 
zwiſchen ben Gofinus'a, b, c, unb' deren Amnberumgegefehen in Bezug 
auf & bie Form an: oa 


.. 


Fam Fauna)‘ 
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9— ——— (are) eier ' (g- 


Dr ZT Fon -an) — N 


Zulekt Haben wir bann- wieder für bie drehenpen Witumgeh ber 
Kraft 9 die Ausdrücke: 


En nn Zr Mu=FL— DE, 
N | M=WiHFn u 


ober urtzben pirhergelenden Bertien ! Ch. 
d . 
A; =m (" TE) maz(a + x) + mp (na, +&u) 


. * 
An=u (iz, 545% ut D+na@ut Eu) 


Fra 
—X (ei —* ma; (BE+ an) +HmeEu tan) 


X eigen Falle geben aber die Be (6) bie enberungegeee: 


‚tv du d2E dt. n [| dr ‚ r 
"geatsıp-tn ren : 
du dan de ar a Rh. 
n 
n=jmten- Putin” = ’ 
du d#; dn dE dp da.‘ :- 


amt IH TımT Fu 
Decher, Hanısud der Meqchauit m. 4 


— _ 


und mit diefen erhält man mur, wenn fie in bie Gleichungen (1) 
eingeführt werben, nachaehende Per für, bie berbenben Wirkungen 
MM; ’ SM ’ Mz: 


rnit — ——— ) en 


SeEER Gelee Ehen 


ta (ran Gr) ng (ante), 


PREIS CNELBETT (ar Hp) nn | 


i) an ms pl)@itan+el) 
le) - Zune 
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ı Bereinigen wir endlich die drehenden Wirkungen‘ alled Kräfte 9, 
deren fo viele find, als e8 materielle Punkte im Syſtem gibt, in Bezug 
auf dieſelbe Achſe zu einem reſultirenden Moment, und‘ bezeichnen die 
nun veränderlichen Maſſenmomente des Syſtems in Bezug auf die Achſen 


ber &, 771.55 wie im porhergehenden Buche mit A, B, S, fo daß 
man Bat 


 U=r.n0+, W=2..+n „&=3.n(4M) 

ferner die Summen: Ä J .. 
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ber Reihe nach mit u — 
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Indem wir babe}, beachten, daß die Winkelgeſchwindigkeiten p. q und r 
allen Punkten des Syſtems gemeinſchaftlich ſind, da fie blos von ben 
Coſinus a, b, c, eia;, alſo von ber augenbliclichen Lagt dei Achfen 
mE&,n,d ‚gegeh- die Achſen der x; y, z. abhängen, fo ergeben fig 
durch Vergleichung biefer drehenden Sefammtioistungen der Kräfte P 
mit den Somponenin 3.My, Z2.My , Z.Mz Hes reſultirenden 
Momentes aller äußern Kräfte P, da die vefulticenden Wirkungen ber 
bınern Kräfte 3: auch in Bezug auf bie Achſen ber 54 md LMU 
u ı fohaeabe Gleichungen für bie Tagen brebende —— des 
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- Mit Bde Giclchengen, welche nan rc bie beiden Ichten Wlieder 
einer jeden den Einfluß der. innern Veränberungen auf bie Aufere 
beehenbe Vewrgung darchum, find aber. neh die Brziehangen: zu. vers 
binden zwiſchen ben: augenblicktichen Winkeigeſchwindigkeiten und. den 
Functionen der Winkel, welche von ben Achſen der 55, C und ben 
Achſen der 1, y, 2 gebildet werben oder weiche bie: Enge jener Achſen 
gegen dieſe beſtlinmen, nämlich mit ben Gleichungenn: - : 
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bie Hier Yanzıanıf biaelbe MBeife id) ergeben, we dei Der ‚Herfachung 
des brchenden⸗Bewegeng eines. feſten Seftems (Buch II., 9. 487.) - 

Die Gleichungen (15) beziehen ſich noch auf befebige Ad: de 
5, n und 5; will man alfo bie augenbliclichen Hauptachſen bes 
Syſtems fü, diehe Corrdinatenachſen wehmen,ifp hat Muay mit benfelben 
bie Bebingungen 
17) $=32%.min=0,: GAIF. mit0, BeE.nmnt=0 | 
zu verbinden, wodurch bieſelben um. die kinfache Sam: 
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annehmen, für bie weitere Unterfuchung, befonderer Fälle aber wegen 
der Veränberiihfet ber Brößet &, 7: m UWE, wegen ber 
neuen Bedingungen (17) und wegen der Schwierigkeit, welche bie 
Beſtimmung der augewblidlichen: Bage' den: Hauptachfen darbiotet, kaum 
gerignet ſein duͤrften. Man winder in den‘ meiſten Fällen ınteli beſſer 
tb, wenn wan ben Achten der ,£,: 7, „L sn. entäpundenbe dtchonde 
Beivegung. vorſchreibt, ‚alfo: die Winkel cc: —3X in Fimctien: bet 
Zeit beſtimmt, daraus mittels der Gleichungen (10) die Werthe ei 
P. a, vꝛableitet/ mid Daun ‚die Mleichnngen 15) dazu anwendet/ dt 
bie Geſetze ber inneren Dewegung bed Shſtoms: im Berg; aufı:jeng 


Achſen zu ** Darf biefe@ Berfaßren tofrb: Die’ Aufpere drthende 
Vewegnug bes. Syſtems eine willkürlich —eS welche man, aber 
doch jo wählen wird, daß fie ſich der ʒewegung des Softems foot 
wie möglich anfcölieft. Ban 

Bemerken wir ſchließlich noch, daß einerſeits Die Gleichungen (18) 
in bie Gleichungen (133) des vorhergehenden Buches (8. 190) über- 
gehen, wenn man E, n, Z unveränberlich nimmt, das Syſtem alſo ein 
feftes wird, und daß arberfeits Me Gleichungen (15), wenn die Wintel- 
geſchwindigkeiten p, q, r Null werben, d. h. wenn man beftimmt, daß 
die Achfen der E,ım, & keinr brehenbe Bewegung befiten follen, bie 
Form annehmen: 


pe . a FR daü:-: de Da 1, 1 RL Be 
—A * 3. Ma votre 
z.m (23 Se 8: 78) > FM J 
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z.m( en vo) > Eote [ni 
in welcher fie wieder ganz mit den Gleichungen (44) bereinkommen, 
wie dieſes nach jener Beruhigung Made ber Zall fein muß. 
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“ Bü: bem einfaderen Falle, wo die Momente der · au rinem ver⸗ 
aͤnderlichen Sohn thätigen äußern Kräfte Null find in Bezug auf 
tee. Foordinaten > Achen, Jäpt ſich das Geſetz hey. drehenden Bewegung 
no Syſtems in Bezug auf das genannte Coordinatenfuflem wie bei 

—— mierillen Buptte- in: ————— Belle: muſprechen 
Da deuten. 7 N: neo. , 

Der —* Fat tet tißhefonbere in, einältois-Beite marnel 
ken Bunte (Buch J., 8.71), 1) wenn: die Neſultirende ber am des 
felben Punkte angreifenden äußern Kräfte für alle: Punkte des Syhſteuis 
Nall iſt, 2) Wenn’ die Mchtung biefer: Mefultivenben füt alle: Punkte 
des Syſtems fortwährend durch einen und denſelben Punkt 'gehtumnd 
dieſer als Anfang bei unbeweglichen Coordinatenſyſtems genommen wird, 
und dann allgemeiner F) wenn alle an?dem Syſtem— tätigen 
äußern Kräfte immer eine ‚einzige Refultirende haben 
und die Richtung biefer immer dyzhdbenAnfang ber fiſten 
Coordinaten geht (Buch II., 86. 8 und 87). j 


In allen Dirfan Jallen dat man in Bezug anf bie fehlen Arien 
F-G1-ıX)=0 , 2.(1X-ı2)=0 , 2.(12—:Y)=0 
unb bie Gleichungen (10) werden dadurch inf . 


u2y d?x E 
3.0 (7 an -15) = 0, 


zul -: 2). 


Be | | dꝰ 2 387 
z.m (7 det) 


ed laͤßt ſich nun jebes einzelne Summenglicb- für ſich integriren und 
man findet ſo die Gleichungen: 


19.) En: —423 %.g,! 

. zn (1 — 7) =:.o, 
worin c, den anfänglichen — Gliedes m * —— „ec 
ben. des Gliedes 9 —— a» u. ſ. f., 2.4 ale. bie Summe 
ber anfängtichen Wetthe aller In z.m U 2 Y &) etatienen 


Blteber bebentet, und 2a und. 2.0, bie entſprechenden Bedeutungen 
.für die Sunmmenglieber ber zweiten und dritten Gleichung befigen. 
Die. Bedeutung dieſer Gleichungen ſelbſt kann wieder wie bei dem 
materiellen Punkte (Bu J., SS 72 u. 73) auf veriäleben Weile 
enögeiprochen werden. 2 
Zuerſt Tann .man dieſelben wie am genamten Due unter die 
Bon dringen: on 
Ex. mr; ? u Ss. R . RL m zu, 
18, = | 1 I 
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Inden man ih 24T,’ 4.04" „ eteibieMrojeetiemen: beri von dem feſten 
Anfangepuntte zu den einzelnen Punkieh des Syſtens gezogenen Fahr⸗ 
Buahlen auf Die Ebene her zy, und wit. my, 0%, @y" ; etc. bie Think 
bezeichnet ,. welche dieſe projteirten Fahrſtrahlen mit ber Achſe deux. 
einſchließen z3, 6benſo mit’ ra. 1g , ra", ei, bie Projectionen derſelben 
Fahrſtrahlen auf Die Ebene ber xz und mit we ,.we , wg”, .eto. Die 
Winkel zwiſchen dieſen Projectionen und der Achfe der 2, endlich mit 
n h, F“5, die. Die Brojectionen: jener Fahrſtrahlen auf: bie. Ebene ber 
yr und mit wg, 'wy', wg" , etc. die Winlel her letztern Profectionen: 
mit der Achſe ber 1. Dabet:ift noch gu beachten, daß die genannten 
Mintel ebenfo wie ihre Aenderungsgefehe in Bezug auf di pi e. Zeit: un) x 
u. ſ. f. poſttiv zu mehinen find, wenn bie Bewegung ber: Projoetidn des 
entſprechenden maleriellen Punktes ig dro betreffendenCoordinaten⸗ 
Ebene von ber ſdarquf ſtehenden poſitiven Achſe aus. angeſehen im 
Sinne eines Uhrzeigers vor ſich geht, im entgegengeſetzten Fre wertan 
ſſe negativ. uf EEE Fe rt KR uree 


Betrachtet men dann "ben | Ausbryck —J— N) Ämberuigege 


der doppelten ‚Oberfläche: 0, des von dem —* Fichrſteiht rn, in 
der Ebene ber xy beſchriebenen Serien in Bes af bie Ja, is baß 


man hat 
N 4? ‚day. 80: i 
A dt *2 77 — 9 oa. ot on, 
Br 2 5 ur .. —44 
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tb dehnt dieſe Betrachtung, und Bezeichnung auf. [N Bett, bes 
Softems aus, ſo geben ſich bie Gleichungen u... 


do, 20, 


J d 
in ori BI 
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worin die Summen 2. N —* 2, . ‚sufadı By... „Can ‚Fa 
tieht And, mb am wachen man buch Zitegzatn ‚in Pos wi 
bie neuen Gleichungen: ; 
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: Under ben: im Ehngangdieſes Paragraphen ausgeſprochenen Vor⸗ 
ausfehungen wird bie Anßert Bewegung eines veriinberlichen Sohn 
eine ſolche, daß bie Wenberang. der Summe ber PBroducte 
aus den Maffen der eingelnen Punktenbesſelben in bie 
von ben Brojertionen ihrer Fahrſtrahlrn in feber Her Drei 
Esorbinaten= Ebenen beſchrtebenen Sertorflägen Ver Zeit 
proportional find; wobei aber: zu drachten HR, daß tiefe Sector⸗ 
flächen alle bon dencſelben Zeitpunkten zw rechnen und als poſttive 
ober negative Größen zu betrachten find, deren Zeichen fich nach dem 
bes :entfpuechenben Winkels w richtet. Die Gonftenten €, ,-Cy; & 
bezeichnen dann offenbar hie Summen ber. genannten, ‚PBrobucte, für die 
Doppelte Zeiteinheit. 

,; Man wird daraus leicht weiter ſchließen, bir weil biefe. Eigen⸗ 
ſchaft ber Bewegung für drei unter ſich rechtwinkliche MBend, fait 
bat, :fie: überhaupt far icde andege Ebene ‚befeht, daß sion: alſo unit 
ſagen dam:  .. E | wert ln 

Unter jenen Borausfepungen Andert ſich die. Samne 
der Producte aus den Maſſen der einzelnen, Punkte eines 
veränderlichen Syſtems in die von den Brofectionen threr 
Fahrſtrahlen in ixgend ein Ebena deſthrievnnan Sect on 
flachen der Zeit proportional. —.3 

Dieſe Eigenſchaft der drehenden Bewegung beſteht aber nich * 
in Bezug auf feſte Coordinaten-Achſen, ſondern wie man ſich leicht 
durch die Gleichungen (14) Überzeugen wird, auch für ein bewegliches 
Coordinatenſyſtem, deſſen Achſen ſich immer parallel bleipen 
und beffen Anfangspuntt entweder eine gleiäfdrmige 
gerablinige. Bewegung befigt oder wit dem Mittelpunkte 
ber Maffe des Syſtems zufammenfäklt, immer unter benfelben 
Vorausfegungen wie oben, daß entweder die äußern Kräfte an 
fedem einzelnen Punkte im Gleichgewichte Find, in welchem 
Falle der Mittelpunkt der Maffe felbft “eine gleichfoͤrmige gerablinige 
Bewegung, befist, oder daß bie Richtung der Reſultirenden 
aller Außern Kräfte des Syſtems beſtändig bur ben bee 
weglichen Anfangspunkt geht. Denn man hat in dieſen beiden 
Fällen, von benen der letztere wieder als beſondern Fall den ent 
wo "Alle. Kräfte gegen den beweglichen Anfangspusitt ‚gerät find, M 
den Gleihungen (14) 


2:02,=3.(x,1-YX)=0:, ZN: X-n2)=0, 
3.M,=2.(12—-:,Y)=V": Fa a 7 Bari 


ST 


und zieht damit qus biefen Gleichun geng ‚Def biefelben Folgerungen, 
wie fie vorher aus den —— 10) in Bezug auf-'fefte Coordi⸗ 
naten = Achfen gezogen wunden. 


Die vorhergehende Bedingung, daß bie Reſultirende uer aͤußern 
Kräfte bes Syſtems Immer durch den beweglichen Coordinaten- Anfang 
gehen muß, wird in Bezug auf den Mittelpuntt dr Maffe offenbar 
insbeſondere dann befriedigt werden, wenn jene Kräfte fortwäh- 

rend unter. fi. ‚parallel bleiben ugd den Maffen Ihren 
Angriffspunfte Proportion al ſind. Die oben erklärte Eigen⸗ 
ſchaft der drehenden Bewegung wird daher in Bezug auf jedes. fich frei 
bewegende ſchwere Syſtem von nicht zu großer Ausbehnung ar der 
Oberfläche der Erde ftatt haben, wenn basfelbe in Bezug auf feine 
drehende Bewegung bios ber Wirkung der Schwere untertuorfen vor⸗ 


—5 wenn alſo bafür ı won ven gufmwiterßaud Umgang genon 
men wird 
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Der borhergehende Satz, welcher wie be dem materiellen Puukte 
den Namen: Princtp von ber Einhaltung ber Oberflachen 
führt, Hat durch nachfolgen ehe Betrachtung eine befondere Wichtigkeit 
hi. die Theorie des Weltgebaͤudes und bie Aſtronomie exlangt. 

- Unter den unendlich vjelen Ebenen, uf welche man ‚bie Jewegrij⸗ 
gen aller einzelnen Vunttt bes Syſtems projiciren ann, „muß. es ine 
geben, für welche die Summe der Producte ans. den Maſſen jener 
Buntte tu. bie. von ihren profieirten — 5 — während. einer, beitimm- 
tm, Zeit, 3. B. in der doppelten Seiteinheit befchriebenen Sectorflaͤchen, 
einen, größten Werth bat.. Bezeichnen wir dieſe Summe mit C, und 
die ‚Winkel, welche‘ bie Normale ..ber. zu beſtimmenden Ebene mil den, 
drei. feften Adfın der X,,y, 2 elnſchließt, mit 4, Ka Ps # int man, 
einmal die Bedingung: 


a1 + 000? u + cosv =1 |, 
und dann die Belebung: tert 
0* = & eoor + % cos ꝑ + 5 cos» ; 


Wer uch Winkel; iD 1 Hind.gu old unabhängige Meuigperlihe; au 
Vetvadhten finde, mhlwenb‘ ber. britis gemäß. ber: voybexgehenden. Bedin 
gaugogleichung als Function dieſer beitsen auf. ‚Mau — Manut 
die Aenderungsgeſetze: „be 13ß 


f 7 





, cos). sin‘ + cos v iny = 0, 


‚cos u sin u + cos v ein» I _ 0, 


da 
de | 
= mia - un, (air Gen 
G. . 
Pre = — Gımnu-t, sin y — (02 wen —C cosv) 


und die beibch letztern geben für einen größten Werth von C die beiden 
ebingungen: 


Ge en — GC, coev == 0 | ”. Gun Cesar» =d. 
Damit findet men leicht für die Mintel 2, ie, d die Bunctiomen: 


c08 = C — — 
—4—⸗ t00 — —⸗ 
V— yva+@’+60 

2.) i ft ve —W * æ C, . 
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aus welchen heworgeht, daß die Lage dieſer Ebene eine unveraͤnderliche 
il, "da ſie nur von ben conſtanien Bisher C,, 02, €, abhängt, daß 
ſte daher, einmal während der Bewegung bed Gyſtems befttummt, für 
bie ganze Dauer derfelben bekannt fein wird. 

"Wenn Demnach eine folche Ebene für ein verämderfiches: Ef 
vorhanden if, ſo wird es das Einfachſie fein, dieſe Ebene ſelbſt ald 
eine ber Coordinaten⸗ = Ebenen, 3. B. ale die ber xy zw nehmen, wobei 
eine der beiden andern’noch eine beliebige Lage um bie Achfe ber z 
erhalten kann. Man hat dann aber In Bezug auf das neue Coordi⸗ 
natenſyſtem 


l=u=4n ). lm comn—0, 


mithin auch en 
q = ( ’ G = — 6 2 


und fchließt daraus, dafs für jebe Ebene, welche au der Shene bei 
größten Flaächen ſumme, wie wir fle Zurz bezeichnen wollen, ſenk⸗ 
recht iſt, die Summe ber Brobucte aus den Maſſen der einzelnen Punlie 
in Die bon ben proffeteien Fahrſtrahlen beſcheirbeven Seuvxauc⸗ 
Null wird. 


.: Rapfinee, welcher zůerſt tiefe Eigmfihrlften!her'Betoeffendew: Ebene 
entbefte, hat ihr den Namen: :unvertiberlihe Sbene (plan in- 
wriable;) gegeben, und darauf in Bezug auf bie Theorie ider Vewe⸗ 
gungen unſers Plauetenſyſtems bie Hoffnung ‚gegründet, daß es mittels 
biefer Ebene möglich fein werde, bie Beobachtungen vergangener unb 
fünftiger Jahrhunherte genan ut einander. zw vergleichen, indem man 
dieſelben auf ain Coardinalenſyſtem beziehe, deſſen eine Ebene mit’ jener 
unvetiubeslichen bene. zuifammenfalle, ..tnterfiichen wir alfo, in wie⸗ 
fern die Vorausſetzungen, auf: weichen das Daſein eines unveränderlichen 
Eent beruht, in unſerem Plauetenſyſtem gegebon find, indem mir babon 
Umgang nehmen, baf bie Hemeilige Beſtinmung ihrer Lage immer nt 
tie ungrnüherte. ſein kann, "woll:gu. eier genauen Beſtimmung hr irgend 
einem Augenblicke "alle Maſſen des Styſtems, deren Gntfernungen va - 
einem feſten ober won“ einen gleichfünmwig=gerablistg Rich fortbewegenben 
Punkte und deren: Geſchwindigkeiten Parallel zu fehteni ober mit bieſem 
Punkte: yeronflel, ſich fortbetungenben 'Boexbinaten - Mchfen-. genau Bela 
fein müßte; ef 1 ı. 0: a an : 
Als erſte Annähennng mb: daher fürnicht große Zeituknde.: kaun 
man zugeben, daß ber: Mittelpunkt der Maſſe unſeres Planetenſyſtents 
ine gleichfevmige geradlinige Bewegung beſttze, und: bemgemäß. in Bezug 
wor dieſen Beam die Peoducte ms ben. Maſſen ber Planeten in die 
von ihren proſicirten Faͤhrſtrahlen Beftäriebenen Sertorfläcken: berechnen/ 
um die Lage der Ebene der: gvößten Flach e n ſum me zu beſtim⸗ 
wen. Es wird, ad wor ber Hand dieſe Art ber Beſtimmung die einzig 
mögliche bleiben, weil uns außerhalb: unferes BlanetenfyReusg kein Punkt 
gegeben tft, welchen wir mit größerem Rechte als Anfang:times feſten 
Ober beweglichen Coordinatenſyſtems annehmen Tönnten, um darauf "bie 
ünpere Bewegumg unſeres Planetenſyftems zu bezichen. Es iſte abev 
durchans nicht nothwendig, biefer-Beftiinmung. ber umveränberkiegen (bene 
die ſehr wenig Wahrſcheinlichkeit für ſich habende Annahme einer gleich“ 
förmigenageradlinigen Bewegung für den Mittelpunkt ber Maſſe unferes 
Vlauctenſyſtems zu. Grunde zu legen; wir koͤnnen und dazu mit viel größeren 
Annäherung und für viel größere Zeiträume geltend auf bie bei weitem⸗ 
wahricheinlichere Vorausſetzung ſtützen, daß fich jener Mittelpunkt unferes 
Planetenſyſtems in ähnlicher Weife um eine Gentral-Sonne bewegt, wie 
ber Maffemittelpunkt von Erbe und Mond oder ber bed Syſtems, 
welches Iupiter mit ſeinen vier Trabanden bildet, um unſere Sonne, 
Inden wiſchen jener Fentral⸗ Sonne und den eingelnen Körpern uuſerce 
Plauttenſyſtews das allgemrine Giſetz der Maſſen⸗Anziehung beſteht. 
Wenm dirſe Vorausſetung gegründet iſt, for miͤßten wir ſtraeg⸗ 


Be 
dingungen feine volle Gaͤltigkelt Haben und es folglich auch bier ein⸗ 
ber Lage nach unberaänderliche Ebene geben, da wir num ein 
Syſtem haben, worim:die aͤußern Krafte alle. gegen einen Teen Punkt 
oder bach, gehen einen gleichfoörmig⸗ hevadlinig (ich furtbemenchben Goor 
dinatens Aufang gerichtet ſind. Die bis jegt noch umbelannte Lage unb 
Entfernung jener Gentral: Sonne macht es und tmbeflen: unmöglich, bie 
Lage der. unveränberkisken Ebene in Bozug auf fie: als Coordi⸗ 
naten; Anfang zu berechnen, und zwingt ums, :beb. der zurrfi angegebenen 
Art ber Beſtimutung jener Ebene zu bleiben, weiche‘ ſich bamıı auch 
unter. der jehigen Botausfehung mit fehr großer Annüherung vechtferkk: 
gen: läßt, wenn man beachtet, daß bie Cutfernung jener Gentral-Siounz 
jedenfalls ſehr groß IR gegen die Husbehmung anſeres 

daß alfo der Mittelpunkt ber Anziehung für jebe Beftaltung des Syftems 
fehr. nahe init dem Mittelpunkte feinen Waffe gaſamnenfällt (Buch IL, 
66: 97.1. 108). :Diefer Punkt tat demnach mit fchr. großer: Hırnäen 
vung jederzeit alt Angriffspunkt der Reſultirendene mund folglich auch ald 
Anfang :eimeß! parallel ſich bewegenben · Gooebihateniyftemef genommen 
werden, um das Principder Einhaltung bet Flächen zur Beſtimmung 
der Ebene ber :größten Flaͤchenſumme anzuwenden: Ja es sich biefe 
Beſtimmung auch dann woch gültig Bleiben, wenn auf unfer Plancten⸗ 
Syſtem nicht blod bie anziehende Kraft ber Centralb⸗ Some wirkt, ſon⸗ 
dern auch bie beliebig vieler. andern Sonnen, obgleich durch dieſe bie 
rein elliptiſche Bewegung des Mittelpunktes unferes Syſteuis um jene 
Gentral- Sonne weſentlich beeinträchtigt werben mag, weil wegen ber 
fehr großen Entfernung alex dieſer Weltkörper bie Mintelpunkte der 
von Ihnen ;nudgehenden anziehenben Wirkungen immer ſehr nahe: mit 
dem Mittelyanfte ber Maſſe unſeres Planetruſyſtemo zuſammieufallen 
und dieſer daher immer fehr nahe ber gemeinſchaftliche Angeiffepmit 
ale. ‚Hier ſraſte, kolglich auch ber ihrer Refultemnben ·v dleibt. 


gar 


Den Gleichungen (17), welche bie Geſetze ber drehenden Beivegung 
für: den Fall ansbrüden, wo das Syſtem eine allgemeine Kefwitirenbe 
bat, welche entweber Null iſt, vder deren Richtung busch den Anfangs: 
punkt der feften Koordinaten geht, laͤſßt ſich mamwiaud, noch chwe andere 


als die geometriſche Bebeutung, welche zu’ bem Brincip von ber 
Einhaltung der Flächen führte, unterlegen. 

Bezeichnen wir nämlich mit P eine Kraft, welche die augenblid- 
liche Bewegungsgröße mv des materiellen Punktes, deſſen Mafle = m, 
und befien Geſchwindigkeit und Coordinaten am Ende ber Zeit ı durch 
Y, x, Y, 3 borgeftellt find, in der Einheit der Zeit zu erzeugen ver⸗ 
mõchte (Bu L,$. 41) umb ‚welche na Alam bet, wie die 
Geſchmindigkeit dieſeß Punktes, fo werden | Mn. 

„ 9x m dr x F Ha 

mom A. er Tr‘ ze. Er nn 
* Sen feſten Ban. ren Gomponentn * Ant ven, um 
bie‘ Auodrũde: | 

. m 63 ui SER, 1) I -- -< mr m MUu,Y . re 


-._ n ( dx 9) FP 
2 — — x— = mu.z — mu.x 


\..di di 
‘ u (=: an) mer nu 
’ u ad 


werben ı bie drehenden Wirkungen biefer Kraft in Bezug auf bieleldei 
Coorbinaten⸗Achſen oder hie zu dieſen Achſen parallelen Componenten 
ber Achſe ihres Momentes Man, in Bezug auf ben feſten Coordinaten⸗ 
Anfang vorftellen. Mit diefer Unterlegtung fprechen demnach die Gleichun⸗ 
gen (17) aus, daß unter ben obengenannten Bebingungen 
bie Summe ober die Reſultirende ber drehenben Birtum 
gen aller Bewegungsgrößen. in Bezug anf jebe. ber drei 
Goordinaten-Adfen für bie ganze Dauer ber Bewegung 
unveränderlih.ift, und durch bie con ſtanten Groͤßen . 
Ca, 06, vorgeſtellt wird. 


Dieſe Reſultirenden C,, Ca, Cs find aber ſelbn wieder di. Gompo- 
nenten bed vefultivenden Monentes IS. Ma, aller Berncgungsgrößen, 
folglich biefes ſelbſt unveraͤnderlich, da man Kat 1— 

⸗ 2 .Yn, = YOr3+GR+04° , 


ebenfo wie bie Lage feiner Achſe, deren Winkel A; u, » mit den brei 
Soorbinaten = Achien durch bie Gleichunger: X 


N Hi » C;: j ot GC! . 
cl = —— — —— 
E.Mar yü® IGI+G% 
c. c 





my, WP=yy, 


beftimmt werben. Man ſchließt daraus, baf die Achſe bes reſultirenden 
Momentes 3.Ma, aller -Bewegungögrößen mit der Normalen zur 
Ebene ber größten Flaächenſumme zufammenfältt, oder daß dieſe 
Ebene bie Ebene des vefultivenden Momentes Z.Mnv iſt. 

Das eben ausgeſprochene Geſetz der drehenden Bewegung, welches 
wir im vorhergehenden Buche fchon auf anderem Wege für ein um 
einen feſten Punkt fi drehendes fees, Syſtem gefunden haben ( Busch IL, 
$. 191) gilt übrigens, wie man leicht aus ben Gleichungen (14) md 
ben ihnen zu Grunde liegenden Bedingungen fchließen wirb, auch in 
Bezug auf ein bewegliches Gegebinatenfsftem, deſſen Achſen ſich Immer 
parallel bleiben, und deſſen Anfangepurftt entweber eine gleichförmige 
gerablinige Bewegung Hat, oder ber Mittelpunkt ber Maſſe bes Syſtems 
iſt, immer unter der Vorausſetzung, daß das Syſtem eine allgemeine 
Refultirende Kat, deren Richtung durch den Anfangspunkt ber beweglichen 
Goorbinaten=Achfen geht. Jenes Geſetz wird alſo insbeſondere wieder 
für jedes ſchwere Syſtem gültig fein, das an der Oberfläche ber Erbe 
eine freie Bewegung befigt, in Bezug auf ein parallel bleibendes Coor⸗ 
dinatenſpſtem, beilen Aufangspunki ber Schwerpunkt bes bewegten 
Syſtems iſt. 

| . 48. 


Wenn bie vorher genannte Bedingung, daß bie Richtung ber 


Reſultirenden aller Außern Kräfte bes Syſtems beftändig durch ben 
WCoordinaten⸗ Anfang geht, zugleich "und fortwährend für einem feſten 


außerhalb des Syſtems liegenden Punkt, und in Bezug auf einen be 
weglichen Goordinaten- Anfang befriedigt wird, fo hat man In be 
Ebene der xy bie Bedingungen: ol 


.2.07-,09=0 , 2.(r7I,X)=0, | 

und jchließt daraus mit den Veziehungen: te 
= xt X ,; y=yr+Y, 

De. eher Bebigung: Bu 

2.) 3. V—y3Xm05 





—— 


für bie beiden anbern Soeinaim Ohne ergeben‘ 0) berfe bie ent⸗ 
ſpiechenden Bebingungen: 


=2.X—x2.2=0 ," y2.2-s2.1=0. ci 
ZR mn der bewegliche Aufangepunkt ber Mittelpunkt der Waffe des 
bewegten Syftems, fo zieht man aus ben Bleichungen (12) in.$. 3 


wie es für einen materiellen Funk in mu L, s Li mgehchehen iſt, de 
weuen Gleichungen. . 


AV. 
(x Tr er rien) a 
“x. diz um 
n(=% Erg or ser x-x> 2 \, ce 
Per dr 


Fr 2—m2.Y.. 3 


deren rechte Seiten unter der vorhergehenden Vorausſehung zufolge ber 
daraus abgeleiteten Bedingimgen (a) und (b), worin num x, y, = 

m X, W, 2 übergehen, Null werben, und ans, benem ſich daher nie 
an dem genannten Orte durch bie hi Fntegration bie Befebe ergeben: 


u(t_ ri), 
2309 ! 


FT 
i ix „ie | | 2 
(2 Te. (4, 
dz ‚_dy 
(rn -en)-E 


und biefe Führen endlich wieder dadurch, daß man fle ber Reihe: nach mit 
2, W, X multipligtet und die Producte ſummirt, auf die Gleichung 
KZHKYHKRX—=0. ._ '' 1% 
Aus diefen Ergebniffen ſchließt man wie in dem genannten Paragraphen 
des erfien Buches, daß wenn es für’ ein veränberliches Syitem von 
materiellen Punkten eine allgemeine Refultivende aller äußern Kräfte 
Abt, and. deren Richtung immer Sugleich dutch einen feſten Godrbincten⸗ 
Anfang und durch den Mittelpunkt ber Muffe des Syſtens geht, biefer 
lettere ſich in einer durch den Aufangspunkt ber feſten ‚Ggorbinaten 
Ehenden Ebene bewegt, und daß fiir: ihm felbfr das Vrincip vonl det 
Enhaltung "der Flächen oder eines ber in s 7 des 1. Buches aus- 
heſprechenen wiechemiſchen Bejehe: gilt. ; EEE 


3 


n Umgelkehnt wird man ‚ande folgern, bag dieſa Gelee für bie Be- 
wegung des Mittelpunktes ber Mafle eines Syſtens nicht mehr :gältig 
fein tönnen, wenn er nicht, beftändig Angriffspunkt der allgemeinen 
Refultivenden aller äußern Kiäfte des Syſtems blelbt und die Richtung 
dieſer Teptern nicht deſtaͤndig durch einen feften Punkt geht,’ oder doch 
durch einen gleichfoͤrmig⸗ geradlinig ‚Tortfüpreitenden, » weicher außerhalb 
uber, innerhalb des. Suftems Liegen kaͤnn. 

Man wird fih nämlich in Betreff biefer lehtern Bebanptäug ‚kei 
überzeugen, daß man in ben Gleichungen (14), welche fi auch auf 
einen gletchförmig = ⸗geradlinig —— Coordinaten Anfang be- 
ziehen, die Coordinaten x,, Yy, zı wieder durch andere erſetzen Tann, 
weiche die Lage; ber Punkte des Eyſtens fa Bezug auf:chn..parallees 
Goorbinatenfoftem ber xy, Yg, 2, ausbrilden, beffen Autfang der Mittel⸗ 
punkt der Maſſe iſt und in Bezug auf bie Achſen der , yı, 2, durch 
bie Coordinaten X, V., 2, beſtimmt mid; man. wird demnach in 
ben Gleichungen 44) 


Kurt zehn. nn tun 
einführen uinb fe aus PEN Init ben Bedingungen: : IJ 
d.) Zuy-0, Zap =0,, I.ny=0, 


welche ausfprechen,, daͤß der Mittelpunkt ber Maſſe ber Anfangspuntt 
ber x, Ya, 2 fein fol, und mit der N, baß die Gleichun⸗ 
gen (11) nad unferer Voraugfegung: 


dx ; d?y.; w", dx — 
FRE m Las Bu Bar T* as 
of 0. u 2 
" dr, d?y,. 
— m iu 5 2.8 “= MT = *. 1 
kl. ir s Ur, ' | nt 
I” } 32 * m ui = 2 3 


lin. oh Bu on Id yo Paper, 
zurũckommen und Dann, durch Die ebigen. Werthe für 1.74 3.:0 mb 
Mi — Ne in hi den. b aunge (12) nen: HER 
%) " Tu 


m 
Ja , 


— x si. Kriens a 4 
äbergeben, wieder bie ven Biking €. (44) ham Kult Okäungen, 


.,d@ . 2..\- . . 
Zn (er @) = 2 Y-nX) 


49 2. di? 
dx, Bu 4, 
zn (u TR — 7) > ZnX—n2) }. (M: 


de d2 Ä | 
zZ.m(y —— — — aa) = 202m 


ableiten‘, und daran allgemein fchließen, daß alle Geſetze für bie 
Äußere Bewegung eines veränberlien Syſtems ebenfo- 
wohl für parallel bleibende Coorbinaten-Achſen, deren 
Durchſchnitts punkt eine: glaichformige gerablintge Bewe- 
gung bat, wie für fefte Goorbinaten-Achfen gültig. fand, 
wtürkich unter ſonſt gleichen Vorausſetzungen für beide Coordinatenſyſteme. 
In Bezug auf unfer Planetenſyſtem ergibt fi ans ber vorher⸗ 
gehenden Grörterung ber Schluß, daß wenn man felbft: die gegenfeltige 
amiehende Wirkung ber Plameten unter fichvernachläffigen wolle, der 
Naſſemittelpunkt now KErde und Mend oder der eines. andern aus einem 
Hauptplaneten und feinen Trabanten gebildeten Syſtems doch noch feine 
reine elliptiſche Bewegung“ um die Sonne erhalten würde, weil 
Nittelpunkt der Anziehung nicht genau mit, Dem Mittelpunkte ber Mafle 
zuſammenfällt. Ja es würde firenggenommen. jene Bewegung nicht 
einmal für die Erde allein ſtatthaben, weil der Mittelpunkt der von der 
Sonne ausgehenden Anziehung wegen der elliptiſchen Geftalt der Erde 
und der Neigung ‚ihrer Achfe nicht immer auf ber Geraden Liegt, welche 
den Mittelpuntt dee Sonne und den Mittelpunkt der GErdmaſſe ver⸗ 
bindet, Es dürfte indeſſen wegen ber geringen Größe ber Erde tm 
Vergleich zu ber Entfernung der Sonne, welche 24000 Erdhalbmeſſer 
beträgt, kaum möglich erſcheinen, die von bem erwähnten Umſtande her⸗ 
rührenbe Abweichung von der rein efliptifchen Bewegung durch Die 
Beobachtung nachzuweiſen. Es ift felbft bei diefer großen Entfernung 
dee Sonne der Mittelpunkt ber von ihr auf die Erbe und ihren Mord 
ausgeübten Anziehung fo wenig von dem Mittelpunkte der Maffe diefer 
beiden Körper entfernt, daß ohne Die anziehende Wirkung. der uͤhrigen 
Planeten zwifchen ber Bewegung biefes Mittelpunkies und einer rein« 
eBiptifchen Bewegung durch. bie Beobachting 1 kaum ein Unterfieh ver 
fanden werde darft. n 


eo 


8. | ar M .. 


Die Birke fir. ‚die äußere Bewegung eines veründeelichen Syſtens, 
welche wir in dem Vorhergehenden abgeleitet haben, ſinten ch vereinigt 
Decher, Handbuch der Mechanik III. 


ne 





in dem Geſetze von ber Aenberung bee Außern lebendigen Kraft 
bes Syſtems durch bie Außere Arbett ber äußern Kräfte, welches fih 
in ähnlicher Weiſe ableiten läßt, wie es tm vorhergehenden Buck 
(F. 205, u. ſ. f.) für ein: feſtes Syſtem beiviefen wurde, und wie es 
im Folgenben geichehen foll, mehr wegen ber vollfländigen Durchfuͤh⸗ 
rung ber allgemeinen Geſetze für die Äußere Bewegung eines veraͤnder⸗ 
lichen Syftems und deßhalb, weil jenes Geſetz den entfprechenben Lehrſah 
für fefte Syſteme als befondern Hall enthält, als weil berjelbe für bie 
Unterfuchung gegebener Falle. bienlicher fein könnte, als die Gleichungen 
(12) und (14) oder (18). 

Behalten wir. bazu bie bisherigen Bezeichmungen bei, indbefonei 
die wi 65. 12 Hi8 .14 angewendeten, fo haben wir einmal zwiſchen des 
Ceorhinaten x, y, x eined ber materiellen. Burilte bed Syftemd in 
Benug auf: fefte rechtwinkliche GEoorbinaten⸗ Achſen, ben Coordinaten 
x, Y,, 3, beöfelben Punktes in Bezug auf ein fortſchreitendes Coerbi⸗ 
natenſyſtem, deſſen Achſen ben vorigen immer .pavallel bleiben, und ben 
Goordinaten x, 7, = bed Anfangéepunktes ber Ichiern bie Beziehungen: 


a) x=a4r ) JSÄytn , 1=mHts; 


ferner ergeben fich zwifchen den Goordinaten x, y, 2 und den Coordi⸗ 
naten 5, n,. & besfelben Punktes in Bezug auf’ ein fich drehendes 
Gooröinatenfäftem , , beffen Acfen am Enbe der Seit t Die Winkel 


£x, Er: E1, 7%; 7y ſ. f. mit den Achſen ber x, y, ein⸗ 
ſchließen die Gleichungen: 


| E=ar, +by, +ez, 
b)" °.:.. nn=«&ex,+tbhy-+€cz, 
| " s=Än+Wytez, 


worin a, bo, a,b, wm f. f. die Gofane ber ebengenannten Winkel 
der He nad bezeichnen. 2 

Sei dann v die Geſchwindigkeit be⸗ eutſprechenden materiellen Punl⸗ 
te⸗ ir Bezug auf das unbewegliche Coordinatenſyſtem, ux, u,, u, ihre 
Gomponenten nach ben fehlen oder den pärallel bleibenden beweglichen 
Achſen, us, u, ur ihre Componenten nach ben fich brehenden Achſen, 
und verftehen wir wieder unter ber ‚ Aapern Geſchwindigkeit dei 


ſelben Punktes bie Gefchwinbigfeit v, deren Componenten nach den drei 
feſten Achſen burch bie Gleichuugen 


on EIER IsaE. , dp” dt ) 
w=u-lentighe n) on 
\ ei R | 4 ‘ „dä m * 
GEH Hr) (a 
7 4, 98 dn , +8 
n-n-(gtelte 2) j 


gegeben find, während ihrr zu den beweglichen Achſen parallden Com⸗ 
ponenten % ; —* durch die Beziehungen: 


4 
nn . „D dn vn 


d 
wentrnre ES: 


megebraet werden, alſo diejenige Geſchwindigkeit, weiße der 
betreffende materielle Punkt beſitzen würde, wenn ev au 
Ende ber Zeit t mit ben ſich drehenden Coordingten⸗ 


Achſen fe verbunden. wäre. Endlich ſeien . 7. 5 4 D ſolche 
Functionen von t, daß man für. dieſen Zeitpunkt ‚bie Bezieſungenhata 


m dx en dy a dz 
—n Var. qQr 
ↄT _ da 
es werben dann bie Verhaͤltuiſſe 7 * 
% „. dx 9 | L.ꝓ 4y 1 y. U: ;., Az y in? . 
v ds v ds | v ds 


bie Gofinus der Bhıtrl ſein, weiche bie Richtuang der anßern Bewegung 
des betreffenden Punktes in een Augenbliche mit ‚den pen Achſen 
bildet, und folglich bit Auedrud: , 2 | 


1 


Fr | 8 dz 1.3 
x H4Y<+2 e i 
ds co ds .. de: I ' 


5* 
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bad Aenderungsgefeh ber äußern Arbeit ber an unſerm Punlte 
thätigen aͤußern Kraft P vorftellen. 

Nehmen wir nun von ben Gleichungen (a) und (b) die Aende 
rungsgeſetze in Bezug auf die Veraͤnderliche t, wodurch fich die Gleichungen: 


dx _ dx dx, day _dyrı dy, 
dt dt di t dt di ’ 
e. 
j dz_ ds ds, 
File r 
und 
45 _ „dx, 4 dz, y 
naar + xr 4,24. Fr 
dn _ Fi ar m db’ 
f.) ante +e 42 + arte 2 
de _ , gt dz, da” dc” 
——a” tb ren FT er TR +, 


an 
- 


ergeben, und führen Diefe Weahe von 4 and a; in hie Gleichungen 


(e) ein, fo finden wir mit Beachtung ber —8* Bedingungsgleichun⸗ 
gen zwiſchen deu Coſinus a, b5 0, u. f. f., und theen Aenderungegeſehen 
in Bezug auf t die neuen Gleichungen: 


— d 

8.) ante 
_ ' 
u 


worin bie ‚Soeffigienten p,g, r ber we - bie Ausdrädk: 
db db’ _ db” 
. J 5 . 6 Frünsad dt we RT: =. a coe ) 
de ‚de „do „do a 
trat = ce 


da , da’ „da ’ "do 
Fre 


BEER. ZEN 


erfehen-unb bie „aegebeuiten Components ber augenbiidiichen Wintel- 
geſchwindigkeit T ni Bezug: lauf die Achſen ber X; y,, =, vorſtellen. 


Bieten wir —* noch bie Werthe von u., u,, u, durch ihre Werthe 
ans ben Gleichungen (8), bie x,;, y,, z, burd ihre Werthe aus den 


Gleichungen (a) 'und divibiren bie Orangen (g) durch 5 ſo erhal⸗ 


Ir de. 5: füge Bat: j 

s 

dx : dx 

=— 4 (yeosvizesu)+ = (von —zcmen): 

ds :ds .ds ds 

d . 

en, = (tea —xcoe») 

ds ds ds 

de ds “ 

Bde de euren) + Ken —_yeoe}) 
s 


mb der Ansbınd 2, Kerr? 1 42 5) Me Ak äusere 


Arb eit ſãmmtiicher äußern Kräfte — damit und. mit Berädfihti- 
gung derjenigen Factoren, wie =, = Dos, u. f fr welche alle 


licher biefer Surume gemtnfitih haben, die Form anı 
som mnaxfiteise inf] 2. Y 
+25 = 2@mu— rn] 2 2.2... 
Hemer RT Tu Str KH]. 
Wir haben aber auch für ei peränberliches Fon gemäß ber Sbeichun- 


(9) und (10) 


zX=2% ‚, .232Y=27% , z3.1= 23.» 
und nn . 


! 


L' 


Z(Kr-Fayräliye Ve), Zlar-Kı)= 23a — Ir) 
te. SHINE By) 


—X „ie er 3m a 
m IS Im 

wicher die —— einer Kraft 9 find, welche ber, aterken 
Punkte xyz, wenn er frei wäre und unter benfelben anfänglichen Um- 
ftänden diefehbe> Peroeguag" eriheilen würde; twie:ee RL jrtzt in Werbin- 
bung mit dem Syſtem erhält, und ſchließen dadurch auf die Gleichung: 


wenn 2 = m _— 


2): {#447 42 5)=2(r5 u rilfz 2), 


wel ausſpricht, daß das Aenderungsgeſetz der außeven Arbeit der 
Kräfte 9 in jedem Augenblide dem der äußern Arbeit aller 
äyßern Kräfte P ober X, Yund zZ Be 

(tm Fe \ N » 4 Pu — 

g. 20. 

Um endlich yi biefer Gleichung auf bie Aenderung ber äußern 
Jebenbigen Kraͤft des Syſtemé zu fchließen, erfehe ich die Kräfte 
3,9, > durch diejenigen, welche die Aenderung ber äußern Geſchwin⸗ 
digkeiten u, Yy, “u, engen; Don geben ung die  Geilungen ) die 
Beziehuugen .: a BT 


m en 63 "a ua =) 
‚ dena 3. 








ea aa u 
ze ki *84 2) 
u dt dt di? 
„tır vonıd. d&.dh dn db. - dt ih’. N 
"antn 9. 
Va ta 7a F 
rl te 4 4 





d&dde‘ "dnde ie = 
Keen de) 
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und w biefe dere ma ve Then 


dd 7 Zu 

— == au du rd 

ds V. 5 ++ 5 3 
PN — - ‘ 

d u "1 _,.= , 42 

— == (le 4b +) 

ds v v 

dd u 1 

13 77 = Lv) e’u 

„3 (ei, + + %) 


wultiplicirt werden, ‚ fo ergibt ih mit Beaftung der Gleichungen ca) 
und ber Behingungsgleichungen zwiſchen ben Goeffigienten a,b} c, etc. 


dx., „dy da: wdu nd, du An 
zZ +92 en (wi ar —) | 
ds ds + d vdt vd +5 vd 


m * — 
ru, da. % day u =) 63 die mi 2 u; dar 
——}JI-+m 
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udn, d de” 
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valı dt Frl a 
d d di’ de 
Im EI ha ter —ã hr Frau —) 
vd ?n BT 
ober wenn mar gie Werkhe (Buch IL, $. 185): . on 


„da „db „dd da“ | ‚db de 
ehr tn) 
da” db’ de” 

a Er α er ar 


_ ‚da. ‚db J 6 db’ ae 
‚=a vr? dt “ FOR ur? he dl 


72 


einführt und ene ſich leicht ergebende Umwandlungen bomimemt: 


ds A1d.mv u.dir a un 097 —X 
x ;= ? = =. ——.tm 
i) ur 14 ds 2 ds Er di® v di vd 


4m um )tn len pt nen ae). 


Bezeichnet man demnach bie Geſchwindigkeit bed Anfangspunktes ber 
beweglichen Goordinaten= Achfen mit w, ihre Gemponenten nach den 
parallel bleibenden Achfen mit un, way, uns, fo daß man hat 
Bu di _'_dy od 

= 0 = 0. wen: 


ihre Componenten nach ben ſich drehenden Achſen wit m“ Ar? j 
fo finden wieder die Beziehungen ftatt: . 
| | wg am + bw + cu 
k).. u, ⸗— a u. -4 Ya,tecea, 
. e 'w —'g’, + b’u, 4 ce’, 
unb mar wird mit dieſen und den Gleichangen ( e) and: den Gleichungen: 
’ w=aö+en +Wt 
| n=bEtbn4bt 5. 
| kl 2 2 2 Eu V ZEeEEel — 
wie P% gi 18, die Wertbe dichen: — | 


d . 
[Sen-amrageens 
dn 
1) „= lewmttiE-pb, 
d i oo. 
Bey - Klutpen-ar. 


Führt man biefe. in die Gleichung (i) ein, und bezeichnet die Comps 
nemen 25, 57, SE ber Innern Geſchwindigtent m alt. ww, 
fo geht Diefe — in folgende über: 





se4y245@- nen 
Br ; oo * 
2 ds 
Heli) ee 
Hmer (a =)* — rest — 
pet — —— — 
le re) | 


| — inet one 


Beachtet man ferner, bap | ' 


dm — — d. am) „dw . dw; d. Cortevd 
N a, [= 
8 ds ds ds ds ds" 
ae „em  dwg.1d. (Eim-nw;) 
ds BET ds ds . 
bie Kenberungsgifefe 5er "um die Achſen ber &, 7, & flattfindenben 
drehenden Wirkungen sp, Ay, az ber innern Bewegungegröße mw. in 
Vejüg anf = find, nimmt dann mit Berüdiähtigung der Größen, weiche 
Mr alle Punkte des Syſtems dieſelben Werthe behalten, die Sumue 
der Außern Arbeiten aller Kräfte %, und bezeichnet wie feier bie 
Raſſemomente des Syſtems 
2.m(724+02) ,„ Z:m(E2+02) , z.n(+ 7) 
in Bezug auf bie Achſen der &, 7, & mit 
| A B | Ze 
ebenſo die Summen: . J BET a . 


2.mön ,„. Z.mdL , z.mnd, 
ber Reihe nach mit 
A— ® ,„ 8, 
endlich bie Summen ber drehenden Wirkungen ug, 1, M, ober bie 


Eomponenten der drehenden Wirkung ber ganzen innern Bewegungs 
groͤße Z. mw des Syſtems mit Me, M,, Mr, fo wirb man kidt 


finden, daß nun die Gleichung (25) bie Form anniınmt : 





1.d.3.mvs 
— — 2. y‘ 2 — 
2 de (x — J =) 
— d. — 
» ds V 
192 40 = je * 
26.) " +29 —E 


2. dw 2. tn “2. * 
t » . — — —ı_ — 
m is —].u, 12- c ds 


I. u — en mon et 


(pm, — am. are 


PR man baher weh die Beſtimmung, daß ip ber u 
des · Syſtems ‚ber. Aufangepankt der beweglichen Achſen fei und daß die 
Hauptachſen in biefem Punkte bie fich drehenden Achſen vorſtellen ſollen, 
ſo erhaͤlt man die Bedingungen: | 

'3.n=0 ,„ ‘3 mn=0_ ,„ '2.nt=0 

= —=0 , G =) s . S- 0 

es fallen demnach bie vier legten“ "Zeilen der vorſtehenden Br 
hinaus, und fie wird dadurch die einfachfte Form: 


d.Z.mvi dx dy 2) 
ds 1265 * 5425 

iA, iR „ie 

ds’ ' ds ds 
0 

ds = ds di 


— 


sunchmen ‚, unter welcher fe das ec aneſpricht nach welchem i% 

bie änfiere Lebendige Kraft durch bie äußere Arbeit ber aͤußern Kräfte 

mit Rückſicht auf die Aenderungen im Innern Zuftande des Syſtems 

in jedem Augenblicke zu änberh im Begriffe ſteht. Die wirkliche 

—— dieſer außern lebendigen Kraft ergibt na baber durch das 
tegral: 


Z.mv2 — 5.mv? fe en ze): = 


* e — LT. e) ehr 


. - (a) . — . { 
. , . 7 3 2. X 


7 am dm, dam 
3. ds. . ds... „ds. 


on oo u nr Tan 


Anſtatt ber ; Beuptadfen , welche frellic die einzigen find, bie mil 
bem Syſtem in einem nothwendigen Zufammenhange ftehen, kann man 
Übrigens auch wieder "drei ambere durch den Mittelpunft. der Maffe 
gezogene unter fich ſenkrechte Geraben als Goorbinaten-Achien der &, F 
wählen, und dieſen eine vorgeſchriebene drehende Bewegung beilegen, und 
es wird im jebigen Falle das einfachfte fein, die Winkelgeſchwindig⸗ 
teten p, q, r dieſes Goorbinatenfuftems conflant änzunehmen; benn 
man erhält dadurch mit Berücfichtigung her Bebingung, daß berMittel- 
vunkt der Mafle ber bewegliche Anfangspuntt Bleibt, aus ber Bleichung 
(26) das Integral: a Bu a Be 


24 


76 


gez | 43 7428 1) 
ds 


. —* 
28)) — (A— ) p— ( B- B)g— (ES) r, 
2(53-8) pa +2(E-8)pr+2(8-Bo)arı 
— 2p(M; -M9)-24 (A, -M,®) -2e(M;-M;®), 


worin Ah, Bo, M;”, etc. bie anfänglichen Werthe ber mit m, 8, 
Mr; „etc. bezeichneten Größen vorſtellen. Er 

\ Si p=g=r—0 kommt bie vorſtehende Gleichung auf ihre 
erſte Zeile zurück; man hat dann ‚aber auch aenaß der Gleichungen (1) 
"Fey , Deu, —E 
wenn Ur, U,, U; die zu den Achſen der &, 7, & parallelen Compo⸗ 


nenten ber eſchwindigkeit V des mnrunted ber. Maſſe ſind, wor⸗ 
aus hann weiter 


— m) 
‚ev j ı=x . —— 2—, 8s5—B, 


ſpigt und 5 ‘bie: String“ — 


’ 


29): en fahr) 


ergibt, wel Se Aenberag der — Kraft des die ganze Maſſe 
in ſich vereinigenden Mittelpunktes ausdrückt und auch unmittelbar aus 
ben Gleichungen (12) in 8. 12 hervorgehet. 

Soll endlich das Syſtem ein unveränderliches fein, fo wich man 
leicht erkennen, daß die rechte Seite der Gleichung (26) für jede Lage 
bes beweglichen Anfangspunftes auf. das ee Glied zurücklommt, daß 
an nun aber auch hat w | 


. . u na ui ! 
Ders u ee But 
BE — Zur ‘ 
ei 9 7875 ı=1 , s=8, 


daß folglich das Integral der genannten Gleichung: 


\ 
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nas 
zu ann 22 fee (& +2 +28) (3%. 
rn 


mit ber Gleichung wo) des ee Buches ($. 206), gleich“ 
bedeutend iſt. | 


6. 21. 


Be Geſetge, welche wir im Vorhergehenden abgeleitet haben, gelten 
in biefer Form nur für die äußere Bewegung eines Freien Syſtems3 
fie können jeboch, wie es bei feßen Syſtemen ber Ball war, auch anf 
Tolche veraͤnderliche Syſteme ansgebehnt werden, welche in ihrer Bewe- 
gung dadurch befchrankt find, daß ein oder mehrere Punkte oder ganze 
Theile derſelben als unbeweglich vorausgefegt oder in Ihrer Bewegung 
gewiſſen Bedingungen unterworfen ‚werben, bie wir wieder dadurch au= 
ſchaulich machen koͤnnen, daß wir uns gewiſſe Curven oder Flächen 
denken, auf welchen beftimmte Punkte des. Syſtems während feiner 
Beivegumng bleiben mäffen. Die Gleichungen für biefe Bewegung wer- 
ben fih dann aus ben allgemeinen Gleichungen (9) und (10) dadurch 
ergeben, daß wir in dieſe bie ‚normalen Wiberſtaͤnde, welche jene Flaͤchen 
oder Gurven zu leiften haben als Kräfte von unbekannter Sntenfität 
einführen und. durch Elimination daraus entfernen. Die genannten 
Gleichungen nehmen dadurch, wie für feſte Syſteme, die Form an: 


. dix 
3.m iv = Z.X— 2.Ncos} 
25‘. 142 Eu 
2. — * 2. Y—r. Neem. , c(30. 


dir . j . 
2 = 2.1- I, Noop», ae Sr 
und 


2 u 2 BE 
* 2.M2— 23.N{x cosu-—yc0s4)- ee 
I 41m 


‘ 
is 4’ 
. 


de diy 
zn * FW Me— 2 Nedeer kn) 


worht IN einen dieſer Widerſtände, 2, u,» die Winkel golden feinen 
Wehtung gab den drei ehem Genrbinntene Achſen und x’, 3, 2',Aer 


L:J 


Goordinaten bed entfprechenben in jener Bewegung beſchraͤnkten Punk⸗ 
tes vezeichnen. Diefe Gleichungen können dann in dem Falle, wo 
zwiſchen den die Bewegung beſchränkenden Flächen und 
ben darauf ſich ſtüßzenden Punkten des Syſtems Feine 
Reibung ſtattfindet, wieder tm ſolche umgewandelt werben, welche 
ſich auf ein durch den Mittelpunkt der Maſſe gelegtes paͤrallel fort⸗ 
ſchreitendes Coordinatenſyſtem beziehen, welche alſo aus ben Gleichun⸗ 

gen (12°) und (14) hervorgehen, wenn in dieſe bie Widerſtäade N 
eingeführt werden. Man erhält baburch einerſeits für die fertcheritrude 
Bewegung bed Mittelpunktes die Gleichungen : 


dx 


n in 2. XÄ—Z, Ncasi 
dy 
32.) _ " Mia: T- Z.Ncosu 
Mi | 
Mn = 21 ENer 
und bann für die drehende Bewegung um benlchen die Gleitjungen: 


F 
2. v7) == 2.Mr-2. N(x/’ eneü-y,c08}) , 


d2 d? 
33.) { 2. m (1. Tr 5.) > ZN cosk-x, cos v), 
d2z, „®y, 


ae & 1,7) > 2. Me 3.N(y coby-2, cosu) , 
aus melden in jedem alle der Anwendung bie unbelannten Kräfte N 
noch eliminiert werden müſſen, wie im vorhergehenden Buche gezeigt 
worden tft. | 
Zu diefem Zwecke reichen die vorhergehenden ſechs Gleichungen bei 
feſten Syſtemen immer aus; bei veraͤnderlichen Syſtemen dagegen Tanz 
einerſeits ber Fall eintreten, daß dieſe ſechs Gleichungen nicht mehr 
genügen, um alle Widerftände N zu eliminiren, da bier viel mehr 
Punkte in ihrer Bewegung befchräntt werben können, ohne: Die Bewe⸗ 
gung überhaupt ganz aufzuheden, als dort, und dann werben auf ber 
andern Seite bie ir ihrer Bewegung -befchräntten Punkte oder Theile 
bes Syſtems im Allgemeinen auch tn ihrer Innern Bewegung befchränft 
ſein; fie werben baher, fofern biefe durch befmbere innere Kräfte her⸗ 
vorgerufen wird, auch wegen. biefes Beſchtaͤnkung einen Decck auf bie 


2.0 (1.5 


Te 


fe beſchrãänkenden Hinderniſſe ausüben und einen ing eutgegengeſetzten 
Sinne gerichteten Widerſtaud hervorrufen, welcher als äußere Kraft in 
bie obigen Gleichungen eintritt, deſſen SIntenfität aber nur durch Die 
Innern Kräfte und bie Innere Bewegung beſtimmt werden kann, nämlich 
dadurch, daß man benfelben auch in bie Gleichung für die innere Wen 
wegung. des Berührungspunftes . einführt. In ſolchen Fällen nrüffen 
demnach beibe Bewegungen neben einander betrachtet und combinirt 
werden, um die unbefamten Wiberftände aus bem Sleihungen dieſer 
vewegungen eliminiren gun koͤnnen. 

Ein ähnlicher Fall tritt ein, wenn durch den Drint ber in Acer 

Bewegung beichräntten Bunkte auf die befchräntenden Hinderniffe Rei⸗ 
bung exzeugt wird, da biefe auch mie ber Wiberftand einer feften 
Flaͤche wirken Tann, nämlich dann, wenn fie größer iſt, als ber auf 
ben entjprechenben Berührungspunkt ausgeübte Schub, d. h. als die 
Kraft, welche denſelben auf der bie Bewegung beichränkenden Fläche 
fortfchieben will. In diefen Fällen müffen daher die Gleichungen (9) 
und (10), nachdem tin biefelben ſowohl die Wiberflände N als bie 
dadurch hervorgerufenen Reibungen. fN eingeführt worden, wie im 
vorhergehenden Buche $. 215 u. f. gezeigt wurde, zuerft in andere um⸗ 
gewandelt werben, welche ſich auf den betreffenden Berührungspmtt 
beziehen, d. h. auf ein Coordinatenſyſtem, deſſen Achſen zu ben’ feften 
Coordinaten⸗Achſen parallet bleiben und deffen Anfangspuntt der be⸗ 
treffende Berührungspuntt tft, um unterfcheiden zu koͤnnen, wann bie 
fürdernde Wirkung der Reibung größer unb mann Feiner if; als ber 
tangentiale Schub, Für biefen werben num aber auch bie Anmern Kräfte 
maßgebend, wenn fie den Berührungspunft auf ber ihn beſchraͤnkenden 
Fläche gleiten machen wollen; man’ muß deßhalb in tiefem Falle wie 
Im vorhergehenden beide Bewegungen, bie innere und "hie äußere, ver- 
binden, um den gangen tangentinlen Schnb beſtimmen zu können. Iſt 
dam bie Reibung FN größer als die Iehtere Kraft, fo wirkt fie gerabe 
(0 wie der Widerſinnd eines feſten Punktes, an welchem ſich ber Be- 
rührungopunkt fügt und muß wie eine ſolche Kraft: von unbefannter 
Sntenfität eliminirt werben; tft fle Dagegen Seiner, Fo kann fir wie 
jede andere Kraft in die Gleichungen (9) und (10) oder (12) und (14) 
eingeführt und bie Bewegung des Syſtems unmittelbar in Bezug auf 
das durch den Mittelpunkt ber Maſſe gelegte Goorbinatenfoftem unber- 
ſucht werden. s Zum: “ 

Die Gleichungen, welch⸗ zu der vorhergehenden unterſuchuug noith⸗ 

wendig Find. und ſich auf ein durch den im Betrachtumg zu nehmenden 
Verũhrungspunki gelegtes Goorbinntenfoften beziehen, ergeben ſich ainfach 


— = — ⏑⏑ 


and unſern Gleichungen (11) und (13), wenn darin die Widerſtuͤnde 
N und die Reibungen EN eingeführt werden, und man’ jenen Berüb- 
rungepuntt . ald ‚denjenigen nimmt, deſſen Goorbinaten in Bezug auf 
bie feften Achſen dort mit x, y, m begeichnet find. Für unfern jetzigen 
Zweck wollen wir biefelben aber wie im vorhergehenden Buche ($. 216 0. f.) 
mit x, 7, z, bezeichnen und bie Coordinaten irgend eined andern Punk⸗ 
tes im Syſtem in Bezug auf parallele Achſen, beren Anfang ber be= 
treffende Beruͤhrungspunkt iſt, durch x, 9, 3, bie bed Mittelpernktes 
ber Maſſe insbefondere durch 2, 9, Z darſtellen. Dadurch werden 
bie Gleichungen (11) 


dx, BE 


— — _T_», | 4 
—— 2.X— ur z 2.N(ewä ten) 
' d⸗ de 
34) —— Y— “oz NCeoanzkfoem) 
ar 2 — 3 3. — 2. Neem» tfoon) 


Die Gleichungen (13) Dagegen werben ben bem Berührungs⸗ und 
Anfangspunkt der x, y, z eniſprechenden Druck N ſowie bie von 
demſelben erzeugte Reibung nicht enthalten, unb daher die allgemeine 
Form annehmen: 


diy zer. | ger 1 
. w — ãu 9) = — (2 ae. m) 
EN (Cosew-Y eos) + ZN (X om -Y cost‘), 
er d’z dix, " dir 
—A di? 35) = = — 1 (3 a3 —* ge 1a). 
n _ 2. —V lg fN( “aan 
Ze 3 _ ‚89 122, day; 


. Nyon Gew) EZIN Ch con’ - 3 com) 





Die Anwendung dieſer letten Gleichungen kaun zwar auch in dem 
Falle, wo. die Reibung größer tft, als der. tangentiale. Schub am Be- 
ruhrungspunkte Daburch umgangen werben, daß man, wie ſchon bemerkt. 
wurde, dieſe Reibung. wie ben. Widerſtand eines feſten Punktes in bie 
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Gleichungen (32) und (33) einführt und durch Elimination entfernt; 
bie vorhergehenden Gleichungen find aber der Natur ber Bewegung ent- , 
fprechender und drüden alle dabei obwaltenden Verhältniſſe fhärfer au. 

Meberhaupt muß Hier noch bemerkt werben, daß für-bie Unter⸗ 
ſuchung ber Bewegung eines in feiner Bewegung befchränften veränder- 
lichen Syſtems bie Slelchungen (32). und (33) nicht biefenigen find, 
welche am einfachften zum Ziele führen. In ben meiften Zählen thnt 
man beſſer, das Syſtem zuerft theilweiſe zu betrachten, die unbelannten 
Innern Kräfte, welche bie Verbindung zwifchen den einzelnen Theilen 
berftelten, in die Gleichungen einzuführen, und fie bann durch bie Ver⸗ 
bindung ber für bie einzelnen Theile erhaltenen Gleichungen einerſeits zu 
eliiniren und anderfeits auch ihre Werthe zu beftimmen. Namentlich 
wird dieſes Berfahren nothwendig werden, wenn das Syſtem aus mehreren 
feften Syſtemen, ober aus feften imb ftetig veränderlichen zuſammengeſetzt 
iſt, wie dieß in ber Anwendung am hänfigften vorkommt, und wofür 
einige einfache Belfpiele gegeben ‘werben tollen. 


$. 22. 


Rad den Formen, welche wir den Gleichungen (30) bis (35) 
gegeben haben, iſt vorausgeſetzt, daß nur einzelne Punkte des veraͤnder⸗ 
lichen Syſtems in ihrer Bewegung beſchraͤnkt find, alſo auch nur in 
einzelnen Punkten Drud und Widerſtand flatifindet. Es Tann hier 
aber auch ber Fall einteten, daß ſich dns Syſtem längs einer ſtetig 
aufeinanderfolgenden Reihe von Punkten, alfo längs einer inte und. 
felbft mit einer Fläche auf eine fefte Flaͤche ſtützt und ſtreng genommen 
wird dieß wegen ber Zufammendrücbarkeit der Körper Immer flattfinden. 
Sn diefem Falle gibt es für einen geometrifch beftimmten Punkt jener 
Berührungstinie oder Zläche keinen abſoluten oder phyfticken Drud 
mehr, weil mit dieſem jetzt nothwendig die Vorſtellung einer gewiſſen 
Bange oder Fläche verbunden werden muß, auf welche er ausgeübt 

‚, fondern nur noch einen geometrifchen Druck, welcher eine 
union der. Coordinaten des hetreffenden Punktes. ift unb nad der 
innern Beſchaffenheit des Syſtems beitimmt werden muß. Die recht⸗ 
winkligen Componenten dieſes geometriſchen Druckes ſtellen dann die 
Aenderungsgeſetze der entſprechenden Componenten des phyſiſchen Druckes 
vor, welcher auf einen in jenem Punkte begrenzten Laͤngen⸗ ober 
Flaͤchentheil der Berührungslinie oder Flaͤche ausgeübt wird, in Bezug 
auf die Aenderung dieſes Laͤngen- oder Flächentheiles; ebenfo find die 
Momente bes geometriichen Druckes in Bezug. auf bie brei Soorkinatens. 


Achfen die entiprechenden Aenderungsgefeke ber um Biefeiben Achſen 
Decher, Handbuch ber Meqhanit 1. 
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fattfindenben drehenden Wirkungen des auf beufelben ingen- ober 
‚Flächentheil ausgeübten phyſiſchen Drudes, 

Beachtet man nun, daß der geometriſche Druck in beim Buntie 
xyz einerſeits eine Function biefer Beränberlichen ober boch der unab- 
bängigen unter ihnen if, alfo bei einer Berührumgslinie eine Function 
von x,. bei.einer Berührungsfläche eine Function von x’ und y’, beren 
Form von der Innern Befchaffenheit des Syſtems abhängt, unb daum 
no einen Factor enthalten muß, welcher ben geometriſchen Druck im 
einem beftimmten Punkte bed bewegten Syſtems vorftellt, welcher alfo 
für bie ganze Ausdehnung ber Berährungslinie ober Berübrungsfläde 
unveränberlich ift und bie num zu eliminicende Unbekannte fein wird, 
und bezeichnet man bemgemäß ‚die-Intenfität bes geometrifchen Drudes in 
ben Punkte x y’a’ mit.nıy, worin n den zuleht genannten Factor z 
bie vorhererwaͤhnte Function von x’ ober non x’ und y’ bebeuiet, ferner 
mit X, a, v’ die Winkel feiner Richtung gegen bie drei Achfen, welche 
auch die ber Normalen ber gebrüdten Kläche in dem betreffenden Bunkte 
find, jo werben durch bie Producte: 


| npcool ,„ nYcoW , Nnıpcosv 
feine rechtwinkligen förbernden Componenten, dur 
‚ny(z coaw —yYcosX). ,„ .nwlzcol'— xy ) 
nıy(Y ooev — 7 008). - 


feine drehenden Wirkungen in Bezug auf bie feften Achſen ausgebrüdt 
werben, und man hat dann für eine Berührungslinie ftatt der Summen- 
glieder 2. N cos2, eic. bie Integrale; 


PY . x .. ds” 
— ———— | ‚dx. pcos A 7— 
. a Xo . 


- . g x ‚de 
%) { 2. Kaun=a|ar woosw ma |ix. V cos u iv 


S , Xo 


fi ‚px | iy 
Z.Nooev= ı|e s'. —— v eds v 
FR x 
in. bie Gieichungen (30) einzufuͤhren, he eine Beigrungefäe ine 
gen bie Integrale: 





2. ff fer wood * 


3. eff Y. von, var 


3. ———— — 


oder da man n and bat (8. IT., $. b4,) 


s0 1 
dxdy — cos v' I 








in einfacheren Form: 


Z as y. Yan ‚2. Neo =): dx fünz co 
————— 
Yo 


Auf gleiche Weile, wirb man in den Gleichungen (31) die Momente 
3 .N(xcesu—ycosı) uf f. durch Toigenbe Integrale een für 
eine Berührungslinie durch die. Nusbrüde: 





(37. 


FP 


— x' " J J 
— c08)) [0x Y dr (x cos W'-y'cosi) 


X 


. . x ns * 
ENG air) many Ele mn mer) (88. 


— + 
Xo 


" . . " x BR ‘ 
Z.NCycosn EDEL FEN 27202072 
en“ Pe en SP -: 


6* 


X 


für eine Beruhruugéfläche durch bie Werthe: 


Z.N(x’cosu-YcosA)= fefer. Yu ese w'-yYcosÄ‘) 
39.74 2.N(#’cosi-xcosv)= |. fü Y. * (scosi-x'cosy') 
A Ye 


s x pyY 
2. N (Y'cos v-fcosu) |: e|: Y. * (Y'cosv-r'cosı) 


In allen diefen Ausbrüden ſind die Winkelfunctionen cos A’, oos u, 
cos v' aus der Öleichung: =’ — (x, y') der bie Bewegung befchränfen- 
ben Fläche mitteld der Beziehungen: 


j 006% —— —— 
— A 
14) + (a) 
„4? „ __ I y 
cool = F c08r N eu = — one 


als Functionen ber Veränberlichen x’ und Y, und dann für bie Inte⸗ 
grale (36) und (38) mittels der Brojerfionsgleichung: y’— f(x’) der 
Beruhrungscurven in Function von“x’ allen barzuftellen. Die Gren⸗ 
zen ber Integrale beftimmen fich hier nach der Ausbehnung ber Be- 
rührungslinie, in ben SIntegralen (37) und (39) nach bes Begrenzung 
des gedrückten Flächentheiles. 


Auf ähnliche Weiſe laſſen ſich dann «uch bie fordernden und drehen⸗ 
ben Componenten ber Reibung ausdrücken. Bezeichnet f ben Reibungs⸗ 
Goeffizienten, welcher für bie. ganze Ausdehnung ber Berüßrungslinie 
aber Beruͤhrungoflaͤche und für jebe ‚Lage bed: Syftems auf ber bie 
Bewegung beichränfenden Flaͤche als unveraͤnderlich vorausgeſetzt wird, 
fo wird die in dem Punkte x’y’z’ flattfindende geometriſche Reibung 
buch fny ausgedrückt; ihre Richtung ift der der Bewegung biefes 
Punktes gerade entgegengefeht. Stellt daher y’, == fa (x, ) die Gleichung 
ber auf bie Ebene ber xy proficirten Gurte vor, welche von dem Punkte 


8 


xyz anf ber. die Bewegung beihräntenden Yläde: 27 = f(x, y) 
befchrieben wird, fo Tonnen: bie Coſinus ber Winkel 1’, m’, n’, welche 
die Richtung der Bewegung jenes Punktes mit den brei Achſen bildet, 
durch 


dı d ’ dep. ı 
cos! —= —_ } casm = cos n —= — 
ds . 4% dsg 


ausgedrückt werben, und man erhält Damit für bie fürdernden Gompo- 
nenten ber Reibung in bem betreffenden Punkte bie Werthe: 


nz ’ 77 ’ —— 


worans wieder bie drehenden Componenten auf gewöhnliche Weiſe her 
vorgehen und in Bezug auf bie feften Achſen der x, y, z bie dornen 
annchmen: : = — 


® ’ U 
. . 
I . 


‚da „yo ( ⸗ dx — 
fny (7 de 275 a). N fny 2 de “de 


Für die fördernden Componenten ber phyſiſchen Reibung hat man dem⸗ 
nad) bei einer Bexührungslinie wieder die Inlegrale: 


* de 
3.1Muteinfis x. v77 ° — 
X 

. N {' u ra 


3.Mntatn[üx. vi de "(40. 
SE “x | 

x x. ⸗ N j 
Z.Noosn = na x. Mr 55 ! 

3 + I. 


* 


für eine Berührungsfläche bagegem die Integrale: / 


N dxy' d?O 
2. INcosY =fn iz jr vie "dxdy 








d20 
41.) Z.1Ncosm' uf fit "dxdy 


d20 
"3.Ncosv rain für va. dxdy 


eibung um 
zu berechnen, und die drehenden Wirkungen der phyfiſchen R 

die feſten 33 der x, y, x ergeben ſich für eine Berüprungslinie 
unter ber Form: ’ 





. u | —* ds’ (vie +) 
3 .fN(ycosn'-z cosm)=fn| dx re de, in’ 
» > Du 
ww.’ r x ’ 
ds’ ( dx’ ‚dry 
42.) zn navi ( F v—_. 


X I 


ay. 
"2. fN(x’cosm’ - cos!) = für. veke- Yin R) 


X 


für eine Berührungsfläche Dagegen hat man bie ‚Ausrüde: : 


(ve ‚dy 
Z.IN(Y dom -2 ef ah var Yaaı — a) 


n d2O ‚IX „I 
43. 2. £N(z Gel -x cosn m Y. va ar —__ fr 


on — 
Z.1N(x’cosm Yr —— fe dy. vor (an — xp ) 
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Alle dieſe Werthe (30) bis (23) Für die Eomponenten bed Druckes 
und ber Reibung gelten nur für die Oleichungen (30) und (31) in 
Bezug auf bie fehten Coorbinaten-Achſen; es iſt aber nicht ſchwer, wenn 
fie für biefe dargeftellt find, bie den Gleichungen (32) und (33) oder 
ben Gleichungen (34) unb (35) eutſprechenden Antoräde durch Ver⸗ 
taufhung ber Goorbiniten abzuleiten. 

Sm Allgemeinen werben fidh aber für bie Aumwenbung jener Aus- 
drücke bedeutende Schwierigkeiten barbieten und. namentlich wirb bie 
Sntegration derjenigen für. die Somponenten der Reibung nur in folchen 
Fallen möglich. werden, wo die Richtung der Bewegung eines beliebigen 
Punktes der Berührungslinie oder Berührungsfläche bekannt iſt. Au 
jegt die Anwendung des Vorhergehenden nothmwendig bie Kenutniß des 
Innern Zuftandes des entiprechenden veränderlichen Syſtems voraus, 
weßhalb Beifpiele dieſer Art erſt gegeben, werden Könnten, wenn wir 
diefe Innern Zuftände für befondere veränderliche Syſteme Tennen gelernt 
haben, um fo mehr als Hier meiſtens die äußere Bewegung auch von 
einer Innern Bewegung bed Syſtems begleitet iſt, und mit biefer in 
Zuſammenhang ſteht. 

In einigen einfachen Fällen und unter beſondern Vorausſetzungen 
über den innern Zuſtand des Syſtems laſſen ſich indeſſen die Unter⸗ 
ſuchungen mit hinreichender Allgemeinheit durchführen, wie wir ſogleich 
an einigen Beiſpielen ſchen werden. 


. 23. 


Wir haben bereits in ben 88. 177 und 178, des vorher chenden 
Buches Bewegungen veränderlicher Syſteme unterfucht, und wollen nun 
den letztern dieſer Bälle in folgender Faſſung allgemeiner betrachted. 


Zwei ſchwere parallelepipediſche Körper A und B Fig. 3, 
welche ſich auf zwei geneigte feſte Ebenen ftägen, find durch einen 
gewichtloſen -selllommen biegfamen Faden von unnerändsrlicher 
Zänge verbunden, ber über eine fogenannte feſte Rolle C, d. h. 
eine Rolle mit unbeweglicher horizontaler Drehungsachſe geichlagen 
tft; es folk bie Bewegung dieſes Syſtems unter der Boransfehung 
unterfucht werden, daß die Durchfchnittslinie bet beiden Ebenen 
wagtecht und bie Achſe det Rolle zu biefer Durchſchnittslinie parallel 
iſt, daß die Schwerpunfte der beiden Körper. A und .B: anfänglich 
in einer durch die Scheibe ber Rolle gehenden zu Ihrer Achſe ſenk⸗ 
techten Ebene liegen und entweber eine oder eine in biefer Ebene 
gerichtete anfängliche: Geſchwindigkeit beſtzen, daß e Befeſtigungs⸗ 


88 


bunte N und E bes Fadens berfelfen Ebene angehören und von 
den feſten Ebenen ebenfowelt entfermt find, wie bie genannten 
Schwerpunkte, endlich daß auch bie Reibung berüdfichtigt wird, 
aber mit bet Beſchraͤnkung, baß biefelbe ben beiden Körpern keine 
drehende Bewegung zu ertbellen ſtrebt, daß alſo die Reſultirenden 
ber Reibung in ber vorhergenannten verticalen Ebene liegen, welche 
bie Schwerpunkte unb ben Gaben enthält, 


Die eben gemachten Vorausfegungen bezwecken, wie man leicht ein- 
fehen wird, bie Bewegung ber beiden. Schwerpunkte auf die durch die 
Scheibe der Rolle gelegte vertikale Ebene zu beſchränken; wir wollen 
alfo diefe Ebene, die Ebene ber Figur, als Ebene der xz annehmen, 
den Anfangspunft O in den Durchfchnitt der beiben Geraden AO und 
BO verlegen, welche burch bie beiden Schwerpunkte A unb B parallel 
zu ben feiten Ebenen MQ und NO gezogen find; die Achſe der z fet 
parallel zur Richtung ber Schwere und ihr dem Sinne nach entgegenge- 
jeßt, die pofitive Hälfte alfo aufwärts gerichtet. Wir können bann das 
Syſtem in den Körper A, bie Rolle C und den Körper B zerlegen und 
bie Gleichungen für dieſe einzelnen Theile aufſtellen; bie Bedingung, 
‚bag ber Baden eine unveränberliche Laͤnge beſitzt, und daß bie Reibung 
des. Badens auf dem Umfang der Rolle viel größer iſt, als die bes 
Zapfens der Rolle, daß alfo der Faden auf ber Rolle nicht gleitet, wird 
die Verbindung dieſer Gleichungen herftelle und zur Eltmination ber 
unbelannten Spannungen bed Fadens, welche innere Kräfte bed Syſtems 
find, dienen. Seien alſo 


Pi, Pa die Gewichte der Körper A und B, 
Pzʒz das Gewicht der Rolle C, 
2a, bie Ränge ber zu ber Ebene ber Figur parallelen Kanten bes 
ur Körpers A, 2a, die entiprechende Größe für B, 
:2b, und 2h, bie zu den feften Ebenen fenfregiten Ranten berfelben, 
x: * und xg, ms bie Coordinaten der Schwerpunkte von A und B, 


MR * k? das Maſſemoment der Rolle IR “ 


r ber Halbmefjer der Rinne, in welcher ber Faben liegt, 
o der Halbmeffer ber Zapfen, auf welchen fie ſich dreht, 
2, und c, bie Coordinaten bes Aqhſendurchſchaitte in der Ebene 
der Figur, 
1 die Länge bed Fadens, 
yı, ya bie Winkel, welche die Roramlen zu ben feſten Ebenen 
mit ber poſitiven Achſe der = bilden, \ 


| 


J. die Spannung des dadens zwiſchen dem Körper A und der Rolle, 

Jg bie zwiſchen der Rolle und dem Körper B, endlich 

fi, Sa, fs bie Reibungscoeffizienten für bie Körper A und B und 
den Zapfen ber Rolle. 


Erſetzen wir dann noch den Drick N, , welchen ber Körper A auf. bie 
geneigte Ebene MQ ausübt, oder den Widerfland, welchen biefe zu 
leiften Hat durch zwei parallcele Gomponenten N,’ und N,”, von benen 
bie eine im untern, die andere im obern Endpunkte bed tm der Figur 
dargeſtellten Hauptfchnittes angreift, ebenfo den Wiberfland N, ber 
Ebene NQ gegen ben Drud bes Körpers B durch bie entfprechenben 
Gomponenten N,“, Ns”, fo erhalten wir für bie im Sinne ber negalt- 
ven z unb pofiliven x .fortſchreitende Bewegung bes Körpers A bie 
Gleichungen: 


P, d?2x 5 
a ÄHND) 
a (a. 


gan (N HN lan than) sin), x—P, 


und bie Bebingungen bafür, daß der Körper immer feiner ganzen Länge 
nach auf ber Ebene MQ aufliegt, unb demmach Feine drehende Bewe⸗ 
gung. um den Schwerpunkt A in ber Ebene der digur Batfinbt, And 
ct siny —=0 | 
, » x , . .5 4 (b. 
—AN N) HAN + N Dh +, msn, 0=0 
worin RN, ben Winkel zwiſchen der Richtung ber Sabenfpannung ü 
und der Geraben AO vorſtellt. 


Multiplizirt man dann bie erfte der Gleichungen (#) mit sin yı ‚bie 
zweite mit cos y, umd nimmt ihre Summe, fo erhält man zufolge ber 


umb mit ber Beachtung, daß IR =n— (Ax+9 


sind Xo0ey + eh keiny= ind 
, bie Gleichung: 
U mWH+N“ ne hand 
und dieſe mit der zweilen Gleichung 68) serhunden, gi bo Snrne 


© 


———— —————— 


N,’ - N,” = ht enolt- ur 
aus welchen die Werthe folgen: 
1 up 1,56 
A. N=z P. c08 1; (1+7, 4) 5 Fe ein), Ö N 
„41 | b,\' 4 Tr b, 
N, =z# cos yı (1-1 2) 7" ind (2— 1, =) . 


Der Körper A wird feiner ganzen Länge nach aufliegen, fo lange N, 
und N,” noch pofitive Werthe haben, alſo ſo lange man hat > 


Bien (i+i® )>e bi, ind 
und 
‘ P. cos Yı (1-1: =) >u an d(2-1 ) 


Multipliciren wir Ferner die erſte der Gleichungen (a) mit cosy,, bie 
zweite mit sin y, und nehmen ihre Differenz ‚ fo folgt mit ber Beach⸗ 
nnd, daß 

608 Jı fe Ron y ehe ring =— cd 

ift, bie Gleichung: 


N 


pP, (a? 132 . 
Pi (ds dosyy— 77 —R sin PER — — ces h6; 


nan fieht: aber leicht ein, dah x, ae — m, eur y hie Entferming-des 
Schwerpunktes A von dem Anfangspunfte 0 iſt; bestehen wir daher 
die Entfernung oD mit w,;, fo daß | 


may c08y u — — — 


wird, und erſetzen w' + N,” durch Ihren obigen: Werth, Toni bie 
vorftehende Gleichung die Form an: 


c.) u — = P, (sin —* cos le (cos R Ih sin o, 
. Sür bie Bewegung bed Körpers B erhalten wir unter ber Voraue 
ſetzung, daß der Körper A ber ſinkende, B ber ſteigende iſt, daß alſo 
dien Bde: Reibung zu Gunſten von Ba winkt; ebea ſo/ die leaichyngen: 








4 
d2x, 
3 = Jg co UN IN” ) (sin „tb ey) 


d? 


(a. 
7, ein ax + (N +15") (eonya—heinya)— Ps 


u Re Dr 05 Re Zu 


und bie Bedingungen; ' u 
on æs 008 y2 — xs 8in ya = . Br 5 — 
NN) ++) sin WO 0) 

aus welchen ſich in’ ähnficher Wetfe wie vorher die Werthe ergeben: 

N? + Na“ Pa cos y— Jz sin 3,0 
WON Beute ad 5 (t An) 
und fonach 


EU! 
) 


N. = Bemp(i-12 2) hund 


VL Rent) er >) \ u 


Der Körper B wird feiner. ganzen Länge nad) auf NO aufliegen, wenn 
N >0 und Ns’ >Q iff. Zür- die Entfernung wa + 23 des Schwer: 
punktes B auf der N O0 son O hat man: nun ben, ‚Außdind: , 


. X 008 ya + = sin Ya 
und zieht demnach aus ben Steigungen “ J mit dem Werthe von 
N N,“ bie xue Gleichung: a ’ a nun 2 
—X rn 
g in > P, Gin Ya + f3 cos — (cd —— * 


Die Rolle C beſttzt keine fortfchroitende Bawegung; bezeichnet man 
acht den Widerftand, welchen das Zapfenlager zu leiften hat, mit 
N, fo ergeben fich: mit: bir Beachtung, daß bie "Spaninmugen bei 
adens an der Rolle den frühen an ben Körpern A und B entgegen- 
gelegt find, Die Gleihingn: u tan. A 


0=—]J, sin), x 1 — Irnlart N; so Nyxr-f, N, sin N,x = 
0=—_P, — I nd 2 Igsin Tax + Nr Nager 


und zieht daraus den Werth (1. 2b. 6. 29): 

— — s 

VI 

worin S bie Reſultirende ber Kräfte P,, I, und J, vorſtellt. Dassit 


erhält man dann für bie drehende Bewegung ber Rolle, d. 5. für das 
Aenderungsgeſeß der Winkelgeſchwindigkeit  berfelben bie Gleichung : 


N, = 





.d 
ur Z=(h—Hir— No 


wenn man 





burch f, erſetzt, 





f; 
a 
d.) LINE (HN) —L80. 

Um nun bie Gleichungen (ce), (EC) und (d) zu verbinden und bie 


unbefannten Größen zu eliminiven, haben, wir zuerft für die von C auf 
die AO gefällte Sentrechte CJ= m den Werth: 


m =Gcosy + 8% 8iny, 


und für den Abftand n, des Jußpunktes I derſelben von O, nach der 
Verlängerung von AO pofitio genommen 


ı,= ==(s sin 1 — 85 cos 


Damit folgt der Ausbrud für den Abſtand CD und dann für bie 
Länge 1, bed Fadens zwilchen bem defeftigungepunkie D und bem 
Berührungspuntte J anf ber Rolle 

,=VY{m +,” m? — 


Kerner ergeben ſich aus der Figur die Gleichungen: 


e) 1 sn), Om m Hr, c06 3,0 
Kerle; ty —zend,O 


und dann dargus bie Werthe: 


8 


in tr(m+n) 


JY+r 
cos hÖ —& ar 


Auf gleiche Weiſe findet man für den ſenkrechten Abſtand m, bes Mit- 
telpunktes C von ber Geraden BO den Ausdrud: 


mi es vo —hsiny 
und für bie auf BU gemeſſene Entfernung ns von O ben Werth: 
naa ag cos ya + 8in'yy . | 
Die Länge 12 des Fadenſtückes zwifchen den Punkten E und G iſt dann 
=Yln tat tm 
ud für die Functionen sin 5 und * 8 hat man bie Ausbrücke: 
75 _ bma+tr(w-tm). 
sin 0 = — 
(wtn)— mr 


Bejeiihnet man dann noch den Mittelpunktswinkel, welcher dem vom 
Baden berührten Bogen ber Rolle entfpricht, mit «u, fo findet mar leicht 


yeyıtnt+hö+hd; 
bie betteffende Fadenlaͤnge 35 iſt daher 


———— 
und die Bedingung: Ä nn 
l=,4,+k+l _ ck. 
gibt eine Beziehung zwiſchen wy und we: Beachtet man ferner, daß 
wenn der Körper A -fich fortbewegt,, ein Punkt auf dem Umfange der 
Rolle einen Weg zurüdlegt, welcher um ben Heinen Bogen, um ben . 
ber Berüpeangapuntt I zurüctgeht,; Meiner iſt als bie Aenderung ber. 
Sadenlänge I, und daß der jenem Heinen Bogen entfprechenbe Winkel 
ber Menberung des Windels 3,0 gieich iſt, fo findet man für. eine 
Dredung der Rolle um ben Wintel Aw bie Beziehung: 


rdo=4dh-r2.50 
und dadurch das Aenderungsgeich in Bezug auf die Zeit 


ee di r‘: J,ö dw 
1 1 1 
8.) 9 (dm dw ) de 


Die bisher abgeleiteten Gleichungen enthalten die zur Auflöſung 
unſerer Aufgabe nothwendigen Beziehungen; dieſe Beziehungen ſind aber 
nicht einfach genug, um bie Auflöfung direct durchführen zu können, 

da die Schlußgletchung ber Elimination zu verwidelt ift, als daß eine 
integration berfelben möglich wäre. Ich befchränfe Daher die Auflöfung auf 
ben einfacheren Fall, wo die Achfe der Rolle eine ſolche Lage hat, Daß 
bie hadenſtüce DJ mb EG zu ben Ebenen MQ und NQ parallel, bie 


Mintel J, 5,0 und 56 alfo Null find und bleiben. 
Die entipreihende Lage der Achſe ergibt fi am einfachften aus 


den Gleichungen (e) und ben eritfprechenden für 1,0; man zieht näm- 
lich daraus mit dee vorhergenannten Bedingung 


0=ent+r ,„.Vt=MmHrr, 
,=w+n , ,=w+tn; 


wenn bann für m; und in ihre Werthe geſetzt werden, fo erhält man 
für die Coordinaten a, und cz ber Achſe C der Rolle die Ausdrüde: 


ros ys — ia _  ntlyn—ye) 


a mtr)  orrlnty) 
ge J ‚sun rein y _ —_„eetlyı 7) 
alyı tn) cos4(y4 +72) ’ 
un biefe geben für n, und ne beufelben Werth: 
1 
S—r rin tn. 


sin (yıt Ya) 
wie man es. übrigens auch leicht der Bier 4 entnehmen mie, wide 
dleſen befondern Zul darſtellt. 


Fur dieſe Lage der Nchfe Dr ol werden uf —2* zur 
Beſtimmung ber Bewegung folgende. 





% 


P. & F * 
sm = P (si: yhesy)- I 
P, d? 
* Tr = P. Cin + fa cosyy)— Ja} >: Ch. 
P,,,dp 

_ Per = (Ih—)rt—Se. 


und Reben durch die Bedingungen: : 
tut — — — — ——— —— 


unter ſich In Verbindung. Dieſe geben 


am dm de m 
"ie Te ‚_ [Tamm 


und damit erhält man, wenn bie dritte der Steiäuligen " zu der 
Afferenz der beiden erſten add irt wich: 


aew 
—I — * EM gr any hun) 


(k. 


® \ ‘ 


Be VIREN ERELEFTS 

umd für S hat man nun ben Bi: - en 
— 0000000000000. — 

=VP334- 3,24 Ja’-Aldzeosfyı +3) + Prdainyı + Polasin ya n 


ba Mean j xy wird. Begeiiänet man pann bie * 
ſcuindiekeit des Körpers. A mit x; fo. daß men hat: om 


v= dwg: .. dv; . m. : * 2 
ı u dt di? 


erſetzt zur Abkürzung die Größen P, (sin yı-fcos yı) und P.(sin ya-+fcos My 
durch P: und P”, und führt für I und Iz, been Werthe qu& den, 
—— 8 in den Wathe von S ein, » ſndet man olgende 


Erz \ oo. j rn 202 5 | 


d 
[er +5) ee) 
8 [er (Pr +atfs #)- 12C(P,Psein yı-PaPssinyı) 
1) EP, P-PP°+(PP-P,P”)cos(y +1 Pr 
7 e[e-rr-0% P’2-+P’2 —2P’P"cos(yı +Y2)] 


18 (Ps? +2P,P’siny, +27, P’sin »)] =, 


welche nad d * aufgelöst, leicht nach t integrirt werden kann, und 


die dleinane einer gleichförmig veraͤnderten Bewegung gibt. Man 
kann übrigens dieſelbe, ohne ber Genauigkeu ſehr nahe zu treten, etwas 


vereinfachen, wen ſowohl der Neibungscoefftzient als das Verhältniß 


des Zapfenhalbmeſſers zu bem Halbmefier der Rolle wicht größer als 4 
iſt; denn es iſt dann, f,? : kleiner als 0,0001 und Tann ohne merk⸗ 


lichen Fehler gegen die Einheit vernachläffigt werben. Beachtet man 
alſo, daß man immer hat 


P@+Ps2+2P, TORTEN DI ER EEN- =) . 


RBB) ost tr) <@- PR + +PG) 


baß auch P, Ps sin-y — Pa Ps sin ya gegen’ den vorhergehenden Factor 
von 2g jeher Hein iſt umd bie beiden, legten eingefimmmerten Glieder 


Pa+P2_ 2P Peos(yytyg)+HPytH2B,Peinyı+2PsP'einys 
das Quadrat ber Refulticenden P, ber Kräfte on 

P=P,fem nt ca); | =P (iayı+ 7 08 Ye) und Ps 
vorftellen, fo kann man ber Gleichung a) bie einfachere Toms: geben: 
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+#(@-Pr—n&nr)=0 


oder auch 
(e+rR+r5)2-sr-M]-enGre=0 


und zieht daraus mit der Beachtung, daß nad) ‘der Borausfebung bie 
nd au der Rolle ber Geſchwindigkeit v, entgegenwirken muß, ben 
erth: 


dvı _ 


(H+R+B 5) — 


welcher zeigt, daß die Beichleunigung c der Bewegung durch 
= r(P— P” )—forP, 
6 (P,+P,)r?+P;k? 


ausgedrückt wird. Unferer Borausfehung, daß der Körper A ber fintende 
fel, wird’ alſo entfprochen werden, wenn ber Werth von c pofitiv iſt, 
und die Bedingungen für die Vorausſetzung, daß beide Körper auf 
ihren Ebenen aufliegen, werben einfach: 


N,’>0 ode 1 ‚> 
‚ | „ - 
N’ >0 ver 1-6, >. 


Man wird nad) diefem nun wiede ir auf den im zweiten Buche 
($. 178) behandelten Fall zurückgehen, ir welchen man „= r., 
alſo au P—=P,, P*=P, hat, und daher für P, ben einfachen 
Werth P,+P,+P; erhält, 


$. A. 


Die vorhergehende Aufgabe wollen wir nun noch dahin abändern, 
daß die beiden Körper A und B nicht mehr längs einer Ebene auflie- 
gen, fondern von Umdrehungsflächen begrenzt werben, deren geometrifche 

aim parallel zu der entſprechenden Ebene bleiben und ſchon am 


Anfang der Bewegung parallel zur Durchſchnittslinie ber Feten Ebenen 
Decher, Handbuch der Mechanik LIE. 





\ 


98 


— — — — — 


gerichtet ſind; ferner, daß der Faden unmittelbar an den beiden Enden 
dieſer Achſen befeſtigt iſt und die Körper ſich ohne Reibung um ihre 
Achſen drehen können; die Lage der Rolle ſei dabei wieder eine ſolche, 
daß jedes Fadenſtück parallel zu ber entſprechenden feſten Ebene bleibt. 

Unter biefer befondern Vorausſetzung wollen wir, um bie jebige 
Unterfuchung ber frühern (am Ende bed zweiten Buches) anzupaffen, 
für den Körper A die Gerade OA Fig. 5 als Achfe ber x’, und zwar 
die pofitive Hälfte von O nach A hinnehmen; für den Körper B fel 
die OB die negative Hälfte der Achſe der x”, und y, und ya fein 
wieder die Winkel, welche die Achfen der z’ und z” mit der urfprüng- 
lichen Achſe ber z oder mit der Richtung ber Schwere bilden. Ferner 
ſeien noch 


Mh, Mb Et und Mk ht He 


Maftemomente dev Körper A und B und der Rolle C in 
Bezug auf ihre geometrifchen Achien, 

r4, Tg die Halbmefler der größten Kreife der beiden Körper, alſo 
bie, denen die Berührungspunfte angehören, 

rg der Halbmeffer der Rinne in der Rolle, tn welcher der Faden 
liegt, 

x, und xg” die Abſciſſen ber Berührungspunfte D ımb E, 

u, und ug bie Geſchwindigkeiten derfelben auf ben entiprechenben 
Ebenen, welche auch die gleitenden Gefchwinbigkeiten ber 
Schwerpunfte A und B find, 

Pı, Pa und Hp, die Umbrehtingsgefchwindigkeiten der Körper A 
und B und der Rolle C um ihre geometrifchen Achſen Im 

“ Sinne der Bewegung eines Uhrzeigers pofitio genommen, 

W=N91 We =139g bie wälzenden Geſchwindigkeiten ber 
Achfen A und B, endlich 

vi und w; bie zu den feſten Ebenen parallelen fördernden Ge- 
ſchwindigkeiten diefer Achfen. 

Wir haben dann nach $. 219 des zweiten Buches für bie fort- 

fchreitende Bewegung des Berührungspunftes D die Gleichung: 


P, du P. d 
m.) — line hg ern ’ 
für bie de8 Berührungspunktes E Dagegen bie Gleichung: 
, P, d N . pP, d 
m’.) Zaun Blinpthom)— un, 
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Die augenblickliche drehende Bewegung bes "Körpers A um bie zur 
geometriichen Achfe parallele Achfe des Berührungspunktes D wird durch 
bie Gleichung: 


kat <A ung * » (a. 
bie entſprechende Bewegung des Körpers B durch die Gleichung: 

P P d s 

Ba Ran Bann Fre (m. 


ausgedrückt; für die brehende Bewegung ber Rofle bleibt die dritte ber 
Gleichungen (h) im vorigen Paragraphen, nämlich: 


in) -h8R. (0. 


Endlich Hat man zur. Verbindung diefer Gleichungen bie Bedingungen: 





dx,’ | dx.” dx, 
Zn Sutwm=ng L) Fri zu +n=7 : (P 


ni + m _ = + en, 


Bet diefer Bewegung koͤnnen num vier Faͤlle ſtattſinden, entweder 
find Heide gleitende Gefchtwindigfeiten u, und us Null, oder nur bie 
eine oder bie andere, oder es iſt Feine Null; bevor alfo die Unterfuchung 

fortgefetst werben kann, müflen die Bebingungen für bie Grenzen 
biefer vier Fälle feſtgeſtellt werden. | 2 


So lange weder u, noch us Null find und bis zur Grenze, wo 
fe Null werden, können ſowohl die Gleichungen (m) und (n) als 
die Gleichungen (m’) nnd (n’) verbunden: werden; eliminirt man 
alſo daraus die Aenderungsgefehe Si und d * um die Werthe von 
d 7 


— 13 ion zu —* ſo ergeben ſich die 


ne 
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gerichtet findz ferner, daß ber Faben unmittelbar an ben beiden Enden 
dieſer Achſen befeſtigt iſt und die Körper ſich ohne Reibung um ihre 
Achſen drehen können; die Lage der Rolle ſei dabei wieder eine ſolche, 
daß jedes Fadenſtück parallel zu ber entſprechenden feſten Ebene bleibt. 

Unter dieſer beſondern Vorausſetzung wollen wir, um die jetzige 
Unterſuchung der frühern (am Ende des zweiten Buches) anzupaſſen, 
für den Körper A bie Gerade OA Fig. 5 als Achſe der x’, und zwar 
die pofitive Hälfte von O nach A hinnehmen; für den Körper B fe 
bie OB bie negative Hälfte der Achſe der x”, und y, und ya felen 
wieder die Winkel, welche die Achfen der z’ und z” mit ber urfprüng- 
Vichen Achfe ber z oder mit ber Richtung ber Schwere bilden. Ferner 
ſeien noch 


M,k,3 = 3, Mk F ka? und M,k — N die 


Maffemomente der Körper A und B und der Rolle C in 
Bezug auf ihre geometrifchen Achien, 

ry, ra die Halbmeffer der größten Kreife ber beiden Körper, aljo 
die, denen bie Berührungspunfte angehören, 

rg der Halbmeffer der Rinne in der Rolle, in welcher der Zaben 
liegt, 

x, und xg die Abſciſſen der Berührungspunkte D und E, 

u, und ug bie Bejchwindigkeiten derfelben auf ben entiprechenden 
Ehenen, welche auch die gleitendben Geſchwindigkeiten ber 
Schwerpunfte A und B find, 

Yı, Pa und Hg die Umdrehungsgeſchwindigkeiten der Körper A 
und B und der Rolle C um ihre geometrifchen Achten im 

Sinne der Bewegung eined Uhrzeigers pofitiv genommen, 

W=N9Q, W =1949g die wälgenden Geſchwindigkeiten der 
Achſen A und B, endlich 

vw und w, bie zu den feften Ebenen parallelen fürdernden @e- 

ſchwindigkeiten dieſer Achſen. 

Wir haben dann nach $. 219 des zweiten Buches für die fort⸗ 

fchreitende Bewegung des Berührungspunftes D die Gleichung: 


P, du P,_ d 
m) 2 = Pıleiny—fcosyı) — Mi, 
für bie des Berührungspunktes E dagegen bie Gleichung: 
m’.) Ia du =h—P, (siny-+f en) dos . 
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Die augenblickliche drehende Bewegung bes Körpers A um bie zur 
geometriichen Achſe parallele Achfe des Berührungspunktes D wird durch 
die Gleichung: 


P, du 
ch 4 nenn zn rs » @. 


bie Be Bewegung ded Körpers B durch die Gleichung: 


Ehe 2) Sp —,, u Paneinn Er, D . 


ausgedrückt; für die drehende Bewegung der Rolle bleibt die dritte der 
Gleichungen (h) im vorigen Paragraphen, naͤmlich: 


P. 
re DETERRULTTE (0. 


Endlich Hat man zur. Verbindung diefer Gleichungen bie Bekingungen: 


dx; day _ u _ 
Ta und 
dxy dx. X 
Zautwm=ngp : m ahtnm=T (p. 
dıy dw; dd, dwa 


rm na ta 


Bei dieſer Bewegung konnen nun vier Kalle fatifinden, entweber 
find Heide gleitende Geſchwindigkeiten u, und ug Null, oder nur bie 
eine oder bie andere, oder es iſt Feine Null; bevor alfo die Unterſuchung 

fortgefeßt werben Tann, müflen bie Bebingungen für bie Grenzen 
vier Faͤlle feitgeftellt werden. \ 


So lange weder u, noch us Null find und bis zur Grenze, wo 
fe Null werben, konnen ſowohl bie Gleichungen (m) und (n) als 
die Gleichungen (m) und (m) ‚Serbunden! werden; eliminirt man 


alſo daraus die ee Ri Si und - d Fre um bie Werthe von 


d 
= =n * und d * — 22 2 zu el, » auehen ih die 


Ausdrüde: 
7. 
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A S u = f, P, casyı » 
0 Üaatreanen 
welche nun in bie aus (m) und (m’) folgenden Bedingungsgleichungen: 
a =0= ia 1 JE 
ı) nm — = ———— 


eingeführt, zur Beſtimmung und zur Elimination von J, und Jg dienen, 
und dadurch mittels ber Gleichung der Bewegung zu ben verlangten 
Bedingungsgleichungen führen. Man zieht damit aus ben Bebingun- 
gen (q) die Werthe: 


k,? 2 
J, = P, (ein nn rn fl cos n) R 


, k,2-1-r,2 
n=Blinyt Zune tꝛ cos 72) 





und erhaͤlt durch dieſe die neuen Bedingungen: 
2 

pP, sin Vi — J. —* + 

\ = K 


r.) 
k.3-r3 
ar Ahemp, 





a 
1 p, f, c08 Yı » 





Ja —P, sin Y > 


von benen bie erfte bie gieitende Bewegung bed Punktes D, die zweite 
die des Punktes E verbürgt; es müffen aber ‚darin, um fle anwenden 
zu können, noch die Werthe von J, und Jg mittels der Gleichung der 
Bewegung beftimmt werden, 


Unter der gegenwärtigen Vorausſetzung und mit Beachtung ber 
Bedingungsgleichungen (p) gehen dazu bie Gleichungen (m) und (m), 
über in " 


P, a = gP, (sin Yı f, c08 yı) —gJ, 9 
s.) , j 
p, IV 57, — gP,Csinya+f2 cos y2); 


do 
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die Gleichung (0) wird 


k2dvs — 
I Br re = s(h J3) 88 -- 


worin S Denfelben Ausdruck vorſtellt, wie im vorigen Baraınen. nãm⸗ 
ih die Reſultirende von J,, J, und P,. Erſetzen wir daher wieder 
diefe Reſultirende wie oben durch die fehr wenig davon verfchiebene 
Reſultirende P, ber Kräfte: 

P(lsiny —heosy)=P’ 5, Palsinya-+facosy,) = P* und P; 


jo finden wir durch Sliminatton von I, und Jg diefelbe Gleichung wie 
am Ende des vorhergehenden Paragraphen, nämlich: 


d „ 
(Pı+R+ Ps, 5) =elr- — a 


für das Gefeh ber Bewegung bed Syſtems, und insbeſondere des Koͤr⸗ 
pers A. Man zieht daraus die conſtante Beſchleunigung: 


P—_P—t, er, 
— 8 
kt 
P. +Patzs P3 
und wenn biefelbe in die Gleichungen (s) unter ber Form: 


Pr dvws 


Keny-i=  +Pıfıcasyı 


n—Benn=29 „va + P,fycos yz 


eingeführt wird und die fish ergebenden Ausdrücke mit den vechten Seiten 
ber Bedingungen (r) verglichen werben, fo gehen dieſe Bebingungen 
zuerſt in folgende über: ' 


P_ P-2192 > (4 +R, > — 


v 3 
r—P - un Z(R+P+ P; Fr) her. 


und werben dann burch weitere Entwidelung 
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k,? rt 





P, sinyı -Pasiny, > len ++ Ps) fcosyı 


+ Phoeya+ Tue. 
9 rzꝰ kart? ku? 
P. siny-Pasinya 2; : P, + +4 Ps) fa cos y⸗ 


+P,f co8 yı + hBs . 


Diefe Bebingungen werben bazu dienen ‚ die kleinſten Werihe von f, 
und fa für gegebene Winkel „. und ya, ober umgekehrt für gegebene 
Reibungscoeffiztenten die Kleinften Werthe der Winkel y, und ya zu 
beftimmen,, für welche noch eine gleitende Bewegung ber Berührungs- 
punfte D und E ftattfinden kann. Man könnte baraus auch nur eine 
ber vorhergehenden Größen und eines ber beiden Gewichte P, oder P,, 
oder bie Werthe Diefer beiden letztern ableiten, welche ber vorgenannten 
Bebingung genügen, wenn Die übrigen Größen ald gegeben voraus- 
geſetzt werden; wie aber leicht einzufehen ift, müßten in biefem Yalle 
die Werthe von fi, Yu, fa umd ya wenigſtens folche fein, daß jeber 
der beiden Körper allein noch gleiten konnte ‚, und noch ber Bedingung 


genügen, daß für P,=0 und = 0, ber Werth von pr ans beiden 
Bedingungen berfelbe wäre. 

Wenn eine ber Bedingungen 1 =. befriedigt wird, fo tritt der 
zweite oder dritte Fall ein. Iſt 3. B 


k,? rn 





k,? 
P, einy, -P, sin <a (ne +7 — 2 Pa)facoey, 
u.) 


+P, fi cosyy + e. P, 


jo wird ber Berührungspunft E nicht mehr gleiten; man. hat dann 
9y=w= vw, und die Gleichung (m’) gibt nun 


k?+nr2dv 
pP, +— 7,3 1 =s(h—P sin ya). 


Wird diefe Gleichung wie früher mit ber erften der Sleichungen (s) 
und der Gleichung (0) durch Abdition verbunden, ſo folgt nun der 
Ausdruck: 
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2 
E Pa Bu +P, 5) = (PPainn—n 2), 


worin aber P, die Refultirende ber Kräfte P’, Pa sin y, und Pz ver- 
tritt, al8 Gleichung ber Bewegung des Syſtems und die Befchleunigung : 


P, (iny —f coeyı)—Pasiny— Ps 
k,?+r5? k.? 
P, — P, tion Pe 


Damit findet man welter 


— — 6 
k.21.r.2 %.3 +thecosy 
SER + SR 


0 
kat-hra P—P,sin Y2 Ts f, P, 
r.3 


2 k,2 Ta? ka? 
2 a 22 





a —P,siny = 


und beſtimmt Durch diefe Werthe die Bebingungen für die Grenze ber 
gleitenden Bewegung bed Berührungspunktes D. Man hat für biefe 
Grenze wie früher bie urfprüngliche Bedingung: 


nn 


P. sin u > P. fi cos yı N 





und diefe geht nun mit dem sobergebenden Werthe von P, any —Jı 
verglichen, in ben Ausdrud: 





«8 
Rreinyı-Basiny > + + a: — —R 
—1. 


67. 
8 


über, aus welchem f, unabhängig von fa beſtimmt werden kann; immer⸗ 
hin if aber diefe Bedingung noch mit der Bedingung: 





3__r2 
Ja —Pysinys < * Pꝛ fa cos ya 


Mm 


zw verbinden, welche mit dem oben gefundenen Werthe von J—Pz siny; 
bie Form erhält: 


. k,? kg3 
Pin Bin < (+ . Bi Pa+ 35 — 


+Ahoey + AB ’ 


welche, wie e8 fein muß, mit der Bebingung (u) gleichlautend iſt, ob- 


wohl wegen der mangelhaften Genauigkeit: ber Werthe von = ber 


jebige Werth von P, von dem in jenem Ausbrude etwas abweicht. 
Aus dem Borhergebenden ift Leicht zu fchließen, daß bie Bebingun- 

gen für den Zall, wo ber Körper B gleitet, und A nur eine wälzende 

"Bewegung befitt, Durch bie Ungleichheiten: 


Penn —Peiny<ı, —— tn P,+P, Hein) fh cosy; 
+ Pafzceya+ l. ꝑ. 
2 3 3 k,? 
P,siny-Pasinya > 2 (ar P ee P, + Ps)heup 
+£5,P, 
r3 
gegeben find, worin P, entſprechend in die Reſultirende der Kräfte P, sin yı, 
P’ und P; umzuändern iſt. 
In dem Falle endlich, wo beide Körper nur eine rolfende Bewe⸗ 


gung haben, zieht man aus den Gleichungen (mn) und (n’) mit ber 
Beachtung, daß nun w = Yy, W=v3 =YVy wird, 


2 2 
P. kı rn dv _ (Penny) , 
N r. dt 
v. 
k.3-+r2dv 
P, z nl — * dt —_ =g(h,—P,siny;). 
Die Gleichung (0) wird immer wieder 
ka? d 
=glhn—SuR), 


15? dt 
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mobet zu beachten if, daß nun P, für bie Nefultivende ber Kräfte 
P, sin yı , Pa sin ya und P, ſteht, und bie Summe biefer Gleichungen 
gibt das Bewegungsgefeh : 


( k, en 





k.? 
———t P,- —* +-P 3,3 kr =g (P 4 sinyy-Pasiny. 2”. — cuæ.) 
alſo die conſtante 8iemigm, | 


dv P, siny —P, sin ya— Rs 


7 SE RE 
dt P, K Een +P, k, DE +3; 


Führen wir dieſen Ausdrud in bie Beitungen (v) ein, um daraus 
die Werthe von-P, sun y, — J, und J3—P5 sin ya zu ziehen, und ver- 
gleichen wir dann dieſe Werthe mit den für unfern jetzigen Fall zuſam⸗ 
menbeſtehenden Bedingungen: 


k,? Ba 


P, siny —ı< P, fi cosy; 








2 
I, — Pꝛ sin y2 < Er Pꝛ fo cos Ya 
ſo nehmen diefe die Formen an: y 


2 k.2 
Beinyy-Pzsiny„ <H, le Fr pP „tr un -P 2175 Ka 2 Pa)lıcoe, 


56. 


ut 4 


(w. 
Peiny)-Pysiny, —— —2 





Rn —e—— Irs)lacoey 
6.*. 
13 


und geben bie entſprechenden Grenzwerthe von f, und fs unabhängig 
von einander, diejenigen von zwei ber übrigen Größen aber wieder durch 
Ihre gegenfeitige Verbindung. Es iſt jedoch dabei zu beachten, daß 
zufolge unferer Annahme in Betreff der Richtung der Bewegung immer 
Pısiny, — Pz sin yg größer als Null fein muß. 


106 
Um von ben vorhergehenden Ergebnifſen eine einfache Anwendung 
zu machen, wollen wir annehmen ‚ bie beiden Körper A und B ſein 
homogene Cylinder, ſo dag 1 = * — 2 ift; für die Rolle fi 


ebenfalls gleich 2 und der Gore £ fs fo klein, daß das Samt 


bebaftete Glied für eine erfte Annäherung vernachläffigt werben Tann; 
es follen dann unter biefen Vorausſetzungen bie Werthe von f, und fz, 
welche ben verfchtebenen Fällen Genüge leiften, und damit bie den Grenz- 
werthen entfprechenden Befchleunigungen ber Bewegung beftimmt werden. 


Die Bedingungen (t) werben für bie oben gemachten Annahmen zuerft 
P, sin y - Pꝛ sin y2 > (3P, +2 Pg-+Ps)fi cosyi + Pa facosy; 
Pı sin yy—Paeinys Z (2Pı-+3Pz-+Ps) f2cos ya + Pıfıcosy; 
und geben dann für f, und fz bie Wertbe: 


f < P,siny —Pasiny, fa < _Psny—FPasiny, 
"= (3P,+3P,+P,)cosy, ’ . = (3P;+3P5+Ps)cosyz " 


Die Grenzwertbe von f, und f, bürfen demnach im umgelchrten Ber- 
hältniffe der Functionen cos y, und cosy; ſtehen; für „= 4rr barf 
f, für ya = 47a ebenfo fa jeden beltebigen Werth erhalten, wie bieß 
von ſelbſt einleuchtet; für y„=4rr — yı hat man tnsbefondere 


— Pıtangyı — Ps — 
f, <5p, +3P,tP, s n<t, cot y. 


Wird Ps, = P, genommen unb F, fo Bein, daß es gegen 6P. 
veruahläffigt werben Tann, fo hat man 
fı Stltangy —1). " 


Endlich ergibt ſich für den Fall PR—0, Ps—=0, die früher (Buch IT, 
6. 218) gefunbene Bedingung wieber: 


fi < Hlangyı . 
Führen wir nun die Grenzwerthe von f, und f5 in ben entſprechen⸗ 
ben Werth von u ein, fo findet man für beliebige Werthe von y, 
und ya den Ausdrud: 
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du _ 9 P,einy)—Pzeiny, 

a “Sp 13pn HR ' 
welcher zeigt, daß es für den vorausgefehten Sinn der Bewegung, wo⸗ 
nad) der Körper A der nieberfintende fein fol, genügt, wenn P, sin y; 
Benny 0 iſt. Fur Pa — Pa, P, O und ya —=4n—y iſt 
demnach 47x der kleinſte Werth, welchen y, erhalten darf, und dann 
müßte f, Null feinz nimmt man yy =4+, fangy, = Y3=1,18, 
fo würben die größten Werthe für f} und f 


. 


h=0R ,” >00. 


Für den zweiten Fall, wenn der Körper B nur rollen nicht gleiten 
fol, werden unfere Bedingungen 


P. sin — Pasinyg — (3Pı +3Pg+P,) fi cosyı 
P,sny) — P,sinygs <(2Pı+3Pg-+Pz)facosyg +Pı fi cosyı ; 
und geben biefelben Grenzwerthe wie vorher, fo daß man haben muß 





P, sinyw—Ps sn y2 
ha S"zp 1 3P,-P, 


P, sinyı — P, Sin y2 


3P,+3P,+P;z 


für bie dieſen Grenzwerthen entfprechenbe Beſchleunigung ber Bewegung 
dat man aber ben Ausdruck: 


f, cos ya > 


dv, —2g ( P, siny, Pa sin yg ); 
di 3P, +3P,+P, 2P, +3Pe + Ps 


es genũgt daher jetzt nicht mehr, daß P; sin ik etwas größer, als 
28in ya wird; es muß nun 

3P, + zr, +P, 
2P,+3P,+P; 

werden, wenn ber Körper A fich abwärts beivegen fol. 


Soll endlich der letzte Fall ftattfinden, beiden Körpern alſo nur eine 
rollende Bewegung ertheilt werben, fo muß zufolge ber Bebingungen (.W) 


ſowehlef | P,siny/,—Pasinyz. 
Hf,cosy, als fg cos ya größer werben als IP, 3, HP ; 


P, siny; > Prriny 


108 


bie Beichleunigung wird unabhängig von ber Reibung und zwar hat 
man für alle biefer Bedingung entfprechenben Werthe von f, und 1, 
wieder den Ausbrud: 


dv _ ⏑ —Paeinye 
‚ dt 3P,+3P,;+P, 
welcher in dem erften Falle blos für bie Grenzwerthe von f, und f, 


gültig tft. 

Zulett wollen wir noch bie bei ber eben betrachteten Bewegung 
in Bezug auf die Winkel y, und ya flattfindenden Berhältniffe für bie 
einfache Annahme unterfuchen, daß P,=P,, ii =fs und Ps=0 fe. 
Wir haben unter dieſen Borausfekungen für unfern erfien Fall bie 
Bedingungen: 

sin yı —sinyg Z 6fcosyı , 


sin yy — ein ya Z 6fcos ya ; 


von denen die letzte allein genügt, well cos yz immer größer fein muß, 
als cos yy , weil alfo die erfte Bebingung immer erfüllt wirb, wenn 
ber zweiten Genüge geleiftet iſt. Der größte Werth, den sin y, erhalten 
Tann, tft 15 der größte Werth von ys wird alfo durch die Bebingung: 


sin Ya + 6fcosy; < 1 
gegeben, aus welcher man zieht 


1— 36 
uns gg 

Der Pleinfte Werth von 55 ift indeſſen nicht gerade Null; es kann z, 
auch negativ werben, bie Ebene QN alfo von Q an gegen N hin flel- 
gen, und ber kleinſte Werth iſt dann offenbar unter den jebigen Vor⸗ 
ausfekungen Yy = — y,, Weil für, einen größern negativen Werth ber 
Körper B nicht nur ohne den Körper A fallen würde, fondern ſelbſt 
ſchneller als biefer. Für den Fall 3 — — yı wird unſere Bedingung 


2tinyı Z 6lcosyı , Hangyı Z 3, 


wie es fein muß, weil nun beide Gylinder ſich unabhängig auf gleiche 
Weiſe bewegen, wenn nicht der eine von ihnen eine andere anfängliche 
Geſchwindigkeit erhalten hat, als der andere. 

‚ Die vorlegte Bebingungsgleichung gibt für f— + ald größten Werth 
2 —=0, womit dann als entfprechenber kleinſter Werth sin y; == 1 folgt, 





109 


während ber Fleinfte Werth von y, überhaupt 7, = arctang 1 = U 
if, nämlich dann, warn y = — gemacht wird. Soll baher yz einen 
von Null verfchiedenen pofitiven Werth erhalten, fo muß‘ fkleiner ale 4 
werden. Für f— 43.2. hat man ſchon fang ya =} und ya = 36052 
als größten Werth von y, und ald entſprechender fleinfter Werth von 
yı folgt natürlich wieder y, — 4 5 nimmt man dagegen 3 — 30°, 
10 darf y4 nur 68055’ betragen, um unferer Bedingung zu genügen. 


Sollen beide Körper rollen, fo genügt offenbar bie erfte der beiden 
Bedingungen 


sin yy— sin ya < 6fcosy, ». siny—sinys <G6fcosyy 


und gibt dem größten Werth, welchen y, für ein gegebenes y, erhalten 
darf; man erhält baraus . 


sin ya + GfV eos? y3 + 36 f? 
my< ⸗3 


ud da man immer auch sin y; > sin ys haben muß, fo find damit 
die Grenzen gegeben, zwiſchen welchen zu. liegen. kann. Zür f—= 4 hat 
man insbeſondere 


sin yy <z (ein yla +YV1-+ cos? n) 
1 41 
sinn <nYV2  A<g® 
für ya = 4 u dagegen hat man - 





’ 


sinyı 44 +V?) » yı <65047 , 


d.ısimyı _ 


und ben größten Werth für y, wird man erhalten, wenn man 7 dy 
2 


ſeßt, alfo wenn ya = }r wird. 


Für den Fall endlich, daß der Körper B nur cofen, A aber glei⸗ 
ten und rollen ſoll, haben wir die Bedingungen: 


ain y. Sin y2 > Bley , einn—sinya <6fcosys 
M berückſichtigen. Die erſte gibt nun 


nat GfVan?y +36 — 
iny > — Ten 


—=0 
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und mit biefem Werthe wird bie zweite 
cos yay(1-+ 361?) >Y eos ya + 36 —6fsinys 
oder nach den erforderlichen Reductionen 


tangys <—If. 


Es darf alfo ya fo Hein werben, wie im erſten Falle, und wie bort 
noch den negativen Werth: arc tang 3f erhalten; für 74 ergibt ſich 
dann, wenn biefer Werth in die erfte ober zweite ber obigen Bebingun- 
gen unter ber Form: 


tang ya+6fY1-+ 36? (1-4 tang? ya). 





sin — — 
a (1+36f?)Y1 + tang?y; 
und 
1 
sin ı < ——— (lang 72 + 6f) 
Vi-+-tang?y; 
eingeführt wird, ber Ausbrud: 
3f 
sın yı zZ — alſo lang y1 = 3f, 


wie dieß auch nach dem Borhergebenden von felbft einleuchten wird. 
Für 73.0 dagegen hat man die beiden Grenzwerthe: 


6f 
yi+s6r 
und insbeſondere fr f=4 
iny>4y2 md <1, „>4n 5 <tn. 
| Der Winkel Ya ſelbſt iſt nur durch bie Bebingung beſchraͤnkt. 
sin y⸗ <einy—6leosyı. ober 1, 


und kann daher bis Ar wachen. Für 3 — 4In und 534 3. B. 
hat man 


und <G6f, 





ein yı > 
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_ Y3+y5 - 
sim yı 2 oder > 0,992 , nn <4(y3+1) 


alfo liegt y, zwiſchen 82045 und 909, 


Achnkiche Schlüffe wie die bisherigen, laſſen fih auch aus unfern 
allgemeinen Bebingungen ziehen; das Borhergehenbe ' genügt indeſſen 
unferm Zwecke, dem Xefer die bier flattfindenden Verhältniffe ſoweit klar 
zu machen, daß er die Unterfuchung felbft weiter verfolgen Tann. 


$. 25. 


In den vorhergehenden Aufgaben wurde ber bie Körper A und B 
verbindende Faden als gewichtslos vorausgeſetzt, ober von fo geringem 
Gewichte, daß dasfelbe auf die Bewegung keinen bemerkbaren Einfluß 
hat; betrachten wir daher noch die Bewegung eines ſchweren, vollkom⸗ 
men biegfamen Fadens allein, wenn derfelbe auf zwei geneigten Ebenen 
aufliegt und über eine Rolle geht, welche dieſe Ebenen in. ihrer Wer- 
längerung berührt, unter der Vorausſetzung, daß der Faden auf der 
Kolle nicht gleitet und die Reibung auf den Ebenen berüdfichtigt, bie 
am Zapfen der Rolle dagegen vernachläffigt wird; in Betreff ber Lage 
ber Ebene und des Fadens und ber Richtung der Mollenachfe aber unter 
denfelben Vorausſetzungen wie vorher. 

Set wieder der Durchichnittspuntt O der. Geraden MO und NO, 
Big. 6, nach welchen die den Faden enthaltende vertifale Ebene der 
12 die feſten Ebenen ſchneidet, der Anfang der Coordinaten, die Rei⸗ 
gungen dieſer Ebenen ſeien wie vorher durch bie Winkel y, und 92 
beftimmt; x, z, ſelen bie Coordinaten bes abwärts ſich bewegenden Enb- 
punktes A, x, z, die des Buntes B, u, und u; die Abflände OA und 
OB diefer Punkte von O, vu und v⸗ ie, Sſwindigteten in demſel⸗ 
du—-⸗ J 
dt ’ 
1 fet die Ränge des ganzen Fadens, p NW Gewicht der Zängeneinheit 
u das conftante geometrifche Gewicht in einem beliebigen Punkte und f 

der für beibe Ehenen geltende Reibungscoeffgient, r ber Halbmeſſer der 


Rolle und 7 I bad Maffemoment berfelben in Bezug auf ihre Ace, 


endlich a der Abſtand ber Derührungspunkte D und E von O, alſo 
a=riangt (yı + Y2)- " 

hellen wie nun den Faden in drei Theile und betrachten jeden 
biefer Theile, nämlich das auf ber Ehene DM aufliegende Stüd AD, 


ben Sinne genommen, fo daß man pt =, =, = 
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das auf der &bene EN auffiegende Stüd EB und das über ber Rolle 
liegende DE für fi) allein, indem wir wieder bie noch unbelannten 
Spannungen J, und J, in den Punkten D und E einführen, fo wer- 
den die Komponenten X und Z der bewegenden Kraft für AD 


U, 
Ä=0, 1= [ir = pn , 
für EB j 

x=0 4 Z=—p(w—R). 


Berner leuchtet ein, daß ber für jedes der beiden erften Stüde dev geome- 
trifche Druck auf die entfprechende Ebene conftant iſt; bezeichnen wir benfel- 
ben daher für den erften Theil AD mit n,, für den zweiten BE mit n,, | 
fo geben die erfte und lebte der Gleichungen (36) für AD die Werte: | 





u 
z.Nou am [dr clIn—)=u{y —a)siny, , 


U, 
&,Ncosv= u [ür.anan-nd=n (u,—a)cosy, , 


und für BE die Werthe: 
2.Neosa = (y —a) co (in +y)=—n(W—a)sinyz , 
2.Ncosyv—=ng (13 - a) cos y3. 


Ebenſo erhält man zufolge der Gleichungen (40) für die Compo— 
nenten der Reibung an bem Stücke AD bie Werthe: 


‘ u, on . 
— de cos ( —Yı)=—fn (my —a)cosy, , 


uU, . 
Z.Neon=tn |dr.C —a)sin(n—y)=fn, (u —a)siny, ; 


a 
für die Reibung an BE dagegen wird 


2.fNeosl=fngfug —a)cos(r #Y =—fn(w-—-a)cosyz , 
.2fNon=fgn(w—a)sen(a+y)=—fy (u —a)sinyz . 
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Damit ergeben fich fir bie fortſchreitende reg 5 biefer beiden Theile, 
und zwar für AD bie Gleichungen: 


ply-a) d? (si | 
ar) * — n (y—a) (sin — coe y⸗ 


plu-a) En 
0 


und für BD ebenfo die Bleihungeit 


— tin y P . (u) (cos yı + fein w— p(u,-a) 


-a)d?2x I s 





LG . 
a Nun. msn 


IST PS ac 
ICH) “) En nainyı hallo -Tinni)mpla-) 
md biefe Führen mit ben Bedingungegleichungen t 
yoy+txrsny=0 , ycay—nyeny=u, 
Joy —uhsny=0’; og 4 23 in y3 ⸗ — u⸗ 


durch eine aͤhnliche Behandlung wie ‚die der Gleichungen a und (« 
in 6. 23 zu folgenden Ausdrüden:. . . 


an 1 = Pcoy J m =peoey 
—1)d? 
u 75 nt ln) — J. 
— 4) d2 1 
u ) Te ar lu) + ta ln) — % | 


oder nach erfolgter Elimination von n, und ng 


a Zr edle ten) 4 


| (a. 

2 
——— —E —* + tea) + \ 
Das Aber der Rolle liegende Vadenſtück DE Bat. kmmer dieſelbe 


ange r (ya + ya), alſo auch ein conſtantes Gewicht + ya): 
Decher, Sandbuch ver Mechaulk I. 
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up ba ed an bes Drefung bee Rolle Theil nimmt, fo iſt einmal fein 
Maflemoment: CH + ya) dem der Rolle beizufügen. Dieſes Faden⸗ 


ſtuͤck übt aber buch fein Gewicht auch eine drehende Wirkung aus, welche 
offenbar durch pbr’ sin I(y. — ya) gemeflen wird, wenn r’ die Entfernung - 
feines Schwerpunktes von ber Achfe ber Rolle und b die Länge r(yı + 72) 
Bezeichnet, und man beachtet, daß ber zu biefem Schwerpunfte gezogene 
Halbmeffer den Winkel 4(yı — ya) mit ber Achſe der = bildet. Dan 
bat dann weiter (1. Bud, 6. 27): . 


br = 2r3 A 
alſo wird. “ r ich) | 
pbr int (y—y)=2psintlytys)sintlyn— Ye) 
wär soir der Uebereinſtimmung : mit ben vorhergehenden Ausbrüden 
wegen pr? (cos yg — cos yı) ſetzen wollen. Yür die brebende Bewegung 


ber Rolle hat man demnach ohne Merürkfichtigung ber Zapfenteibung 
bie Gleichung: 


Pkatprsytn)dp 
I, en el 
Wir haben aber auch noch die weiteren Bedingungen: u, +, +r(yı +7) 
— la=1,rp=v;, und biefe führen, mit ber Summe der Gleichun⸗ 
gen (a) und (b) verbunden, zu der Schlußgleichung: 


-A) 4 prö(casye — cosyı)- 


N (+r5 Sun Fr —pg(u-) (sin Yıt sinys + f(cos Ya-coey,)) 
H-pgr(cosyg—-cosy)—PEll-b)(sinys-+foosy;z) , 


worin zur Abkürzung, b ftatt r IM t 12) gefett ie, und welche zur 
weitern Behandlung unter die 


gebraſht werben Im ? wenn man ⸗2 für, 
Ä re —* Yı wei r * an n—coy)) 


und dann noch w für 


na A—by(sbaya-+fooeys) — Teens ya—cosyı) 
AI y(co⸗ ya — cosyı) 


- 


— 
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einführt, Das unbefiunmnte Integral biefer Gleichung hat daher (1. 8.8.83) . 
bie Form: = oo. 


pt _ 
.dw=Ae +Be 
worin A nnd B nad den anfänglichen Zuftänden bed Syſtems zu 


beſtimmen find; man hat dazu mit dem Werthe von w bie b 
Gleichungen: 


— (!-b)(sinyg-+fcosyg)-r(cosy3-cesy;) pt — pt 
near siny + sinya + (008sys-cosyı) +Ae +Be 


pi 


pt 


(d. 
du, _ ) 


pi — 
dt =,=Ape —Bfe 


alſo für t — O, und wenn 10 und v® die anfängliien Werthe 
von u, und v, find, " 


_ (-b)(sinyga + foosy2)— Tr (cos y2-008 yı) 
WzArBret = sin Yıt sinya-+flcosyy—casy,) x 
vO—B(A—B) . 


Aus diefen Gleichungen ſchließen wir zuerſt, ba wenn v, fortwährend 
Null, der Faden alfo ohne anfängliche Geſchwindigkeit im Gleichge⸗ 
wichte. bleiben fol, A und B Null werben müflen; bie zweite ber Be- 
dingungen (e) gibt bann A==B, und damit zieht man aus ber erften 


=; |: o _„__ (Fb) lsinya+feosya)—r(lcosy3-cosyı)] . 
2 sinyy + sin ya+f(cosyz-cosyı) 
die Bebingung 4— B—= 0 wird alfo erfüllt, wenn mim hat: 


2.7 4-b)Cainya+feosy3)— "(eos ya-c0eyı) 
oa at 22 Aa Hr, 
| sinyı + sinyg+ fl cosyz2-cosyı) 


Rehmen wir 4. B. den einfachen Ball, we yy—=4n, yo ill, 
wo denmach das eine Fadenſtuͤck AD Iothrecht herabhängt, das anbere 
BE auf einer horizontalen bene Liegt, fo wird ohne anfängliche, Ge: 
ſchwindigkeit fo lange Gleichgewicht flattfinden, als das anfänglich 
Verabhängenbe Giä nicht Länger {R als (r-+1— der) 2, da fü 


diefen Fall ariangin =r, b=4rer wird. Iſt u50 größer al 
8% 
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dieſer Werth, 3. B. ,0 — . [' + tr(a—r)] fo tritt auch ohne 
anfängliche Geſchwindigkeit Bewegung ein, und man hat 
fr _ 
pirt Pit 2(1+f)’ 
bie Bleichungen ber Bewegung werben bemnadh 


e=i4n- IT 5° Abe 


fr Bro —pt re, [Pr op 
gerne re ) le —. 
worin 2, den vorfiehenden befonbern Werth von 4 bebente, 
Wenn ya = y=7 it, fo wird die Gleichung (c)- einfacher 


(+78) Zu open nella r+tenn) 


j . 2pgrlsin 
man hat aeriangy, b=?2yr, —— und ber ber 


Gleichgewichtslage entiprechende Werth von u, iſt 
„9 —rtangy-+4(l—2yr)Ci+loy). 
Seht man in diefem Falle y=} 8 ſo wird der letztere Werth unend⸗ 
lich, weil nun der Anfangspunkt O in's Unendliche ruͤckt; man kann 
dann aber dieſen Anfangspunkt in die Achſe der Rolle veulegen, und 
u — a— u ſetzen; man findet dann ben Werth: 
“O=4ll-nr), 

befien Richtigkeit von ſelbſt einleuchten wird, 

Nehmen wir no ya = — yı , und laflen bemnadh bie Ebene NO 


in bie Berlängerung von MO fallen, fo gebt bie Braun (ce), wie 
dies fein muß, in , 


(ei+r8)i ni rel nf y.) g- 


über, da ſowohl ber Factor von u— und pgr eis b Rull wird; 
der Goeffizient von r GEN Gehält aber noch das Glied F , weil nad 


unferer Boransfehung er Faden immer noc die —* verührt und 
dieſe mitbewegt. 





Dun. En. — I En. A de a, VE —— — — —— — — — nm —7— — I 
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Die Folgerungen, welche fih aus unfern Bleichungen für ben Fall 
ergeben, wo Teine Reibung bed Fadens auf den Ebenen berüdfichtigt, 
f alfo Null wird, mögen dem Lefer überlaffen bleiben, und es fol nur 
bemerkt werden, baß man aus dem obigen Werthe von u, in Function 
von t für die befondere Annahme ya = 0, = 4rr nit fchließen 
darf, daß Für die genannte Voraudfegung u, immer Null fei, weil in 
diefem Falle u,0 größer ald Null genommen werden muß, wenn ohne 
anfängliche Geſchwindigkeit Bewegung eintreten fol, und man daher nicht 


f 
wweizlltira-m] 0 
nehmen darf, was für FO wieder auf Null zurüdtommt. 


&%. 


Wir Haben oben bei der Betrachtung bes äußern Gleichgewichtes 
($ 9) auf die fortfchaffenden Mafchinen hingewieſen und wollen daher 
nun die Bewegung eines ähnlichen Syſtems unterfuchen, foweit dieß 
angeht, ohne dad Gebiet der techniſchen Mechanik zu betreten; bie be= 
treffende Aufgabe werbe demnach in folgende Weiſe gefaßt. N 

Zwei parallelepipedifche Körper, von denen jeder auf zwei Paar je 
zwei gleicher eylindrifcher Räder ruht, find unter fich durch einen Faden 
verdunden, und fügen fich mittels jener Räder auf eine geneigte Ebene; 
in dem erften berfelben tft eine conflante Kraft vorhanden, welche brehenb 
auf ein Näderpaar wirkt; es foll die Bewegung dieſes Syftems mit 
Berückſichtigung ber Reibung und unter der Vorausſetzung unterfucht 
werden, daß je zwei Räber die Achje gemeinſchaftlich haben und alle 
Achſen parallel und immer horizontal gerichtet find, daß ber die beiden 
Körper verbindende Baden parallel zu der geneigten Ebene iſt und mit 
ben Schwerpunkten ber beiden Körper in einer Vertifalebene Liegt, melche 
zu ben Räber- Achien fenkrecht iſt und ben Abftand zwiſchen je zwel 
Rädern halbirt. 

Nach biefen Vorausſetzungen wird es für unſere Betrachtung ge= 
nügen, wenn wir bie beiden Körper durch ihre Durchfchnitte mit der 
zuleht genannten Vertikalebene, der Ebene ber Figur 7, und jedes Räder⸗ 
Paar durch ein einziges In dieſer Ebene liegendes erſttzen, deſſen Gewicht 
dem Gewichte beider gleich if. Jene Gbene nehmen wir als Ebene 
ber x2, den Durchſchnitt OM bexfelben mit ber geneigten Ebene ala 
Achſe der x und irgend einen Punkt O in ihr als Anfang der Goor= 
Mnaten, uub yon ba foflen bie pofitiven x aufwärts gerichtet ſein, wenn 


i18 


das Syſtem fih aufwärts bewegt und die drehende Bewegung der Räber 
{m pofitiven Sinne vor fih geht. Seien bann 


y ber Neigungswintel der Ebene OM gegen ben Horizont, J 
Q,, Qs die Gewichte ber Körper A und B, 


PL, R, und PB 8 das Gewicht, der Halbmeſſer und das in Bezug 


auf die Anſe genommene Maſſemoment des Raͤderpaares a, 
welches durch die innere Kraft J umgedreht wird, . 


5 und i ka? das Gewicht und Maffemoment eines ber Räber- 


Paare b, c und d, 

R, der Halbmefjer eines biefer Räder, 

r ber Halbmeſſer des Kreifes, an welchem die innere Kraft I tan= 
gential und parallel zu OM angreifen fol, 

0, der Halbmefler der Achſen ber Räder a, 

0, derjenige ber Achjen ber übrigen Räder, 

f, und f, die Reibungscoeffizienten für bie geneigte Ebene und bie 
Achſen ber Räder, 

7 die Spannung des Fadens, welcher die Körper A und B ver- 
bindet, 

N, der Drud ber Räder a auf die fefte Ebene, 

N’, N” und N” der refultirende Drud auf die Achfen der Räbder- 
Paare a, b und c und d, indem wir benjelben für bie bei- 
den letztern als gleich vorausſetzen, endlich 

Yı3 War Yg die Winkel, welche bie Richtungen diefer Kräfte, als 
MWiderftändg der: mit ben. Rädern feft verbundenen Achſen be⸗ 
trachtet, mit der Achſe der poſitiven x bilden. 


Unterfuchen wir mm zuerſt bie Bewegung bes Triebrades a und 
zwar in Bezug auf den Berührungspunkt D, fo haben wir am demſel⸗ 
ben außer feinem Gewichte folgende Kräfte in Betracht zu ziehen: 
1) die Triebfraft J, von welcher wir vorerſt annehmen wollen, daß 
fie oberhalb der Achſe a angreift, wie: ſchon bemerkt, fortwährend parallel 
zu OM, und daher im Sinne ber pofitiven x gerichtet iſtz 2) der 
fenfrecht zur Ebene OM im Sinne ber pofitiven z gerichtete Widerſtand 
N, , welchen diefe Ebene dem Druck des Rades a entgegenzufehen hatz 
3) die im Sinne ber pofitiven x gerichtete Reibung f, N, am Berühe 
rungspunfte D; 4) ber Druck N’, welchen die Achfe des Rades durch 
ihr Lager erleidet und welcher hier als Druck auf die Achſe genommen 
werben muß, alſo den Winkel J — mit der poſiliven x Aqhſe bilbet; 
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endlich 5) die Zapfenreibung N’, fur welche man zu beachten hat, 
ba fie am Rab angreift und mit der pofitiven Achfe der x den Winkel 
Y + + re einſchließt. Die Gleichungen für die fortichreitende Bewer 
gung des Berührungspunktes D werben-baher, wen u, bie im Sinne 
ber pofitiven x pofitive gleitende Geſchwindigkeit dieſes Punktes, und , 
bie Winkelgeſchwindigkeit ber brehenden Bewegung des 9 Rodes bezeichnet 
(H. Bug, $. 219), 


P. du; ww wm Na | ) 4 
BE Hu — — ———— a “ ;(a. 
0=N, — Nein HN co —Pıcoey | 


für die drehende Bewegung um den Beruhrungepanct haben wir dann 
die Gleichung: 


α ãW NE v 
p 66 
— R. u —P, R, siny—f; N (R, sin yı +01) 
3 


und diefe mit der erſten der Geisungen (a). verbunden, gibt durch 
Elimination von m ben Werth von — z J welcher für eine ſtattfindende 


gleitende Ben des — D, und daher auch noch 
für die Grenze, wo dieſe gleitende Bewegung aufhört, gültig tt, welcher 
ſich aber auch ummittelbar- und ſelbſt einfacher dadurch ableiten läßt, 
dag man bie drehende Bewegung des Rades in Bezug auf feine geo⸗ 
metriſche Achſe ausbrädt; man finbet anf beiden Wegen 


BP NRhN 0» 


und zieht damit aus des Gleichung (a) die Bedingung: | 





N Kı Fa >N’cos en — raN vl in 9 


oder wenn der Werth von N, aus der zweiten Bleu 0) einge- 


+ 


’ a . ’ j (. i 


HER... ZEHN 
| f,N’(sin fa cos Y) ae >N [eoryı +lsiny, V 2) 
c.) . 
u -( -,5) +P (er—1 —— ceey) s 


welche verbürgt, daß der Berührungẽpunkt D Teine rückwärts gleitenbe 
Bewegung erhält, ober daß bad Triebrab nicht auf ber Ebene OM 
ausgleitet. 

Bezeichnen wir dann die dem ganzen Softem gemeinſchaftliche Ge⸗ 
ſchwindigkett der Achſe des Triebrades mit v, fo haben wir für die⸗ 
felbe, je nachdem das Triebrab blos wälzt ober beim Dreben auf ber 
Ebene ausgleitet, entweder bie Beziehungen: v=R, 9, und „=0, 
oder — u, + Rp, und es folgt darnach aus den vorhergehenden 
Gleichungen (a) und (b) entweder bie Gleichung: 

kö+R,2dv _ 
d)p,- * — —Prsiny-N (con +Harinp+tage)] 


oder bie Gleichung: 








P, — dt =gJ—gP,(sinyf,cosy) 
— N [os vi + ein, — (ein — tz cos p.)] 


als Geſetz der Bewegung unferes Syſtems. | 

Kür die übrigen Räder b, c und d wollen wir die Berbältniffe 
ber Art vorausfegen, daß in Teinen Kalle ein Ausgleiten derſelben ftatt- 
findet, daß es alfo genügt, ihre drehenben Bewegungen um ihre Berüh— 
rungspunkte auf ber Ebene OM zu betrachten. Wir haben dann an 
benjelben außer ihrem Gewichte nur ben Drud auf bie Achſe und die 
Zapfenreibung ald wirkende Kräfte in Rechnung zu bringen und wer- 
ben aus ber Gleichung (d) leicht fchließen, daß bie Gleichung jener 
Bewegung für das Raͤderpaar b bie Form annimmt: 

2 

f.) —* * elf HN (don pr Hose + A )] 


und für jedes der Räderpaäre 5 und d in ähnlicher Weiſe 
) P 2Rꝛ —E 182 in TH (er re sinWg-+f 
8. 3 R;? di. *78 g81ny Us 2 "Ys 2R. 2 


werden muß. re 








— — 


Wir Haben alſo noch bie Gleichungen für bie beiden Kürper 
A und B ſelbſt aufzuftellen, um mittels berfelben die unbekannten 
imern Sräfte aus den vorhergehenben Gleichungen ‚zu eliminiren und 
deren SIntenfitäten zu beftinmen. Für den Körper A bat man außer 
feinem Gewichte die Kräfte J, N’, N”, EN’ und 1. N”, welche num 
alle in entgegengeſegtem Sinne gegen: vorher zu nehmen find, fo daß 
bie erſtern den Winkel 76, die beiden folgenden die Winkel u, und u 
und die. teten bie Winkel — I und u, — 4 7 wit ber Achſe der 
pofitiven x bilden, wozu noch die Babenfpannung FT kommt, melche im 
Sinne der negativen x wirkt. Die Gleichungen für die fortſchreitende 
Bewegung bes Koͤrpers A find demnach 


0 Fr —=g(N’ cos, HN con H 9N‘ rm 
I=Nsanw-+ N” sin ya -f, N’cos u -faN” cos u, - Q; cosy 


Denken wir und dann durch den Schwerpunkt des Körpers A eine 
parallele und eine fenkrechte Gerade zu. BLO gezogen, und die Abftände 
der Achſen a und b von diefen beiden Geraden burch m, und — n,, 
m und — nz gemefien, fo daß bie Hebelaeme der drehenden Wirkun- 
gen, welche die Kräfte N’ und N” in Bezug auf jenen Schwerpunlt 
ausüben, durch — (n, cosıy, +; sinıy,) und mysin ya — Mg cos Ybg 
ausgedrückt werben, und die Hebelarme ber von ben Reibungen fa N’ und 
13, N” erzeugten drehenden Wirkungen durch m, cos — m sin ys + or 
und — (m, cos ug + nz sin ug — 09), fo erhalten wir für die drehende 
Bewegung des Körpers‘ A um feinen Schwerpuntt die Gleichung:. 


0=N’(m, sin ya -n9 608 ya) + f3N’(m, cos —2 sin ut 64) 
—N’(n, cos Vi + m; sin yy)— fa N” (my cos va + n9 830 Va-0o)) 


In gleicher Weiſe ergeben fi für die fortfchreitende Bewegung des 
Koͤrpers B die beiden Gleichungen: 


Q, Teg0Na c08 vg + 215 N” sin Y%; + T— Qsiny) Ko 
0>=N” sin — fa N” cosıyg — 4 Qacosy | 
wihrend. diejenige für die drehende Bewegung auf bie Bedingung: : 

— mſala + m) Jein —öV — +2hes 
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zurũückkommt, worin bie Groͤßen ms, n,, in, mb n, äbmliche Beden⸗ 
fungen haben, wie bie m,, n,, ms und n, bei dem Körper A, umb 
welcher durch bie Lage bed Schwerpunkte Genuͤge geleiftet werben muf, 
wenn unfere Annahme, daß der Drud auf bie Achien ber Räberpaare 
c und d gleich und gleich gerichtet fei gälttg fein fol. Man Hat aber 
in unferm Falle, wo bie Halbmeſſer ber Räber gleich find, n, = n,; 
macht man alfo noch m, = m, , fo daß ber Schwerpunkt in bie Mitte 
ee bie beiden Achien fällt, fo wird bie vorhergehende Bebingumg 
acher 


1.) ha=mloyy + hey), 
und gibt bie erforderliche Größe von n,, wem ıu, bekannt iſt. 


Verbinden wir nun die Gleichungen (k) mit ber Gleichung (g),. 
fo ergibt fich aus der Summe ber doppelten letztern und ber erften von 
jenen, für die Bewegung bed Körpers B mit feinen Rädern bie Gleichung: 


m) (Q+20P 9 =e|t—(Q +2) 002], 


werin der Factor 1 + „welchen wir für alle Räber gleich anneh- 


R,? 
men wollen, durch 4 erfest if. Multipligiren wir dann bie Gleichung 
(g) mit fa, bie zweite ber Gleichungen k mit g und ziehen beibe von 
einander ab, fo finden wir mit Vernachläffigung der mit 1,2 behafteten 


Glieder und wenn wir T zur Abtürgung durch v’ erfeben 


Neinyy= Qcay—hP, (em +47) 


Multiplizirt man dann bie zweite. Gleichung (k). mit gfs und addirt 
fie zu (8), fo folgt mit gleicher Annäherung 


N” cos u = — ſe, (irr+ #2) + gen] ’ 


da —J ns 3 derfelben Ordnung angehört wie fr?. Man zieht ans biefen 


Werthen leicht ben für lang ıya, welcher zeigen wird, baß wenn bad 
Gewicht P, gegen Qs ziemlich Klein ift, die Ebene dabei eine geringe 
Steigung Hat und die Befchleunigung v nicht ſehr bedentend iſt, 29% 
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wenig. größer fein wird, als + re, und erhält durch die Summe ihrer 
Quadrate, wenn wieder 12 neben 1 vernachläffigt wird 


ö— — — — 73 
—D—— 


wofür wir unter deu ebengenannten Borausfepungen | u 


27, (ein y+ß 2). ) . 


„41 
N amzlır — æA 


A} 


ſetzen wollen; als eine erſte Annäherung wird ſelbſt der Werth: 
N” = 40, cosy \ a 


genügen, da biefe Größe nur mit dem kleinen Factor fr h multipligixt 
in der Gleichung ber Bewegung erfcheint. | 


Nachdem auf bdiefe Weiſe N” ber Größe und Richtung nach be= 
ſtimmt worden, verbinden wir die Gleichung (m) mit der erfien ber 
Gleichungen (h) und der Gleichung n und erhalten ale Summe 
derſelben 


(U-+Q,+3P)7 ——g|N cæ ꝙ +fz sin u 
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‚ (n. 
"ulornenen wenng] 


und biefe Gleichung ‚mit ber zweiten ber Gleichungen (h), mit ( N 
und (i) verbunden, wird dazu dienen, bie vier Größen N’ sin, , 
N cos ıy,, N”sin aug und N”cos u, zu beftimmen, woraus ſich dann 
bie N’ und. N” wieder. ber Größe unb-Richtung nach berechnen lafien, 
Dazu hringt man die Gleichung (i) auf bie Form: 


—W 


N 4 (cosyy +fasinyy) + Nm (sin Yı—facosyı)— RN gQ 
—N’ my (sin af c08 ı9)-N”n, (bis yat- f, sin) + T3N” 05 


urd erſetzt die beiden. erſten Glieder durch ihre Werthe aus ben Brigun 
gen (n) und Ch)zman erhält dadurch den Ausdruck:: 


(0, 
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2, (0:4 0:+3P 9 2iny+(0,+0:+38 PH a +an] 


+m,Q, cosy—N’(sin Ya— faces ) Hm) + f2Ng, 

—N’nz (ve +fz sin 2) -+Hfa N” E2 » 
und biefer nimmt, wenn darin noch N’(cos wg + fasin ya) aus ber 
Gleichung (f) erh wird‘ und man beachtet, daß die Verhältniſſe 


m m m, F m berfelben Orbnung ‚angehören, w ‚ wie 7 F 


daß alſo die Glieder No, unb f, N”o, ebenlo wie hr O2 * 2N)” 
neben ben. übrigen vernachläffigt werben dürfen, bie Me an: 





N” (sin ya-fgcos pa) (m, + m2)=m, dressy+ 20 44 9— 
pP.) \ , ’ ⸗ 
—A 


Dieſer Ausdruck wird nochmals durch Addition mit der Gleichung (N 
- verbunden unter der Form: 


N’ (facosya + h?sinya) (m 4+m,)=hP; (vi — ** tm) 
und gibk fo den angenäherten Werth: 








oo +Ba(einr +) (n+; rn ) 


N’ sin Wa = m, En m, 


rm 


u m Dean ea) 7 ++ Hemg+]. 


Multiplizet man dagegen bie Gleichung (p) mit f, und ‚zieht fie von 
der mit m, + m, multipligieten Gleichung (7) ab, fo findet man 


fan, )- f,m, 
m+m rm 


(+ 9+3P5ein; 1*014 6. +3PD+3). 


Q, c0sy 





N’eosy = Be (imr +5) (1 


f Ab 


mtm 
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Giminirt man auf gleiche Weiſe ans ber Gleichung Co) bie Glieder: 
N’ (sin ya — fa eosıya) und Na(cos + fy sin ya) mittel ber 
Gleihungen Ch) und (f), fo ergibt fi) mit den frühern Vernachlaſſ 
gungen die Gleichung: 


N'n, (cos V- fasin yı) Nino cos, ) (mi + m;) 
— m 0 00 y— Pr (sin 144 =): i 
biefe mit der Gleichung en) unter ber Form: 
any emp =(0rHOrH rn KH or 
verbunden, fährt zu der nenen Bleihung: : ,: | 
Nein vi- named (ier+0} 2) 
2, AUIET SE PETE ET Er 3725) 


md. aus "biefen und ben vorhergehenden folgen wie vorher bie Werthe: 

















— Mg De oo. Yv \ 
J — —J— 9 | 
Ha) — P,)siny+(Q,+02+3 A | u. 
N’ cos yu= | 


u 


S(t to Im u) [ + Q2+3 Pa)siny-+ a +02439P,) + ] 





fan . * 
J J u er lite; }. 
Aus den vorhergehenden Ausbrüden siehe: wir * einmal: bie FOREN 

von N'a und N”2, und finden, wenn 1 für 1 +P gefeht wich, 


2 pP, 





arte) 








2 ng Mg 


tm) F20. 7 / urler r+ r 


2 
He Ye a) [OO + BP oRier Ort O2+ Be] 


Pi ” . ' Y 
amt coy [9 +02+3P 29er +0, +02+38P 2,43] 





+ Pa (einr+ an h[i0 4004 32) sin + 


ERUETE27137 5 — 


ober wenn ya trug + 0» +3 2) siny-+ —8 * oꝛ +3 ß Ar — 
+ Idnech F erfeht wird 





N. = ( 0 P, (ein y+ß S)- . ) *4 2. 





mm; m m, +m, 
Ebene * A a 


| ty | 


Reg. wir. be außer ber früßern Boraudfehung, daß y und I — 


flein bleiben follen, noch an, daß n, und ng ziemlich Hein ſeien gegen 
m: und ms, alfo um fo mehr man J— ſe konnen für eine 
erſte Yunkperung die, Werthe: 
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mt ) 0 tn)? 


N tm Hm" ' u u 
gerügen, worin. hen Wusbrut (Or 402-4 3Ba) any + 5 erfeht, 


Mit den oben abgeleiteten Werthen von N’ (sin, — fi cosıy, ) 
mb N’Cooe 3, + fasinay,) nimmt nun. unfere Bebingungsgleichung 


2 
(e) mit Weglaffung des Heinen Gliches 1, N EA CSA, die orm an: 








4 Alsr +mz ‚coay-tErcoey- Men fe u) | (q 
y y q 
ag at OH OH TcH PDT HOCH u 


and welchen noch v oder I mittels ber Gleichung der ohne Gleiten des 
Triebrades ſtattfindenden Bewegung zu eliminiren iſt, da dieſe Groͤßen 
ſelbſt wieder von einander. abhaͤngen. Dieſe Gleichung ergibt ſich durch 
Summiren der Gleichungen Cd) und (a), und wird nun . 


(At Ort a0 + WO) ei (Ort OHR Pe ) 
20. 


1, EN Ham) 


Wenn man vorerf noch bie Bezeichnng N’, N” und N” vr der oben 
erhaltenen Räßerungdwertie ſtehen läßt. Biegt man Daraus ben Werik 


von (Q,+ 0, +38 P,)- * um ihn in die Vebingung (q) einzufüßeen, 
ſo folgt der Ausdruck: 





uf ıY\_ m IN 3 
1 Dee hm Bılsert ) Er ri 
= > RAR HN HEN) * 


worin man für eine erfte Annägerung bie mit _ wultiplizirien @lie- 


ber vernachläffigen und für I’ ben oben bemerkten angenäherten Werth 
(u +09%+3P,)siny-+ I nehmen kann, um daraus das Verhaͤltniß 
von J zu den übrigen Kräften zu beflimmen, welches ber Bebingung, 
baß bie Räder a nicht ausgleiten follen, Genüge leiſtet. 

Die Gleichung (r) zeigt, daß wenn bie ebengenannte Bebingung 
erfüllt wird, die Befchleunigung v’ unter fonft gleichen Umftänden nur 
von der Innern Kraft J abhängt, und daß wenn bie Bewegung eine 
gleichförmige werden fol, die Sntenfität von J durch bie Gleichung: 


——— — 


beſtimmt wird, in welche aber noch die Werthe von Nund N” einzu> 
führen find, che man fie nad J auflöst. Wird die Bedingung (8) 
aber nicht befriedigt, fo gibt und bie Summe ber Gleichungen (e) 
und (n) bie Gleichung ber Bewegung, welche dann mit bem obigen 
Werihe von N’ (sin V — f cos yı) bie Form annimmt: 


) (0, +03 +3#B0] 7; dr 








[+ AIGEr Fr 








= | +m, 9+P,) cry — um —B 


_34+1 
. By tm: er] 


>80 +0s+Pı+3Po)einy— han * -(N+2N”), 


t.) 


und geigt, daß nun bie Beichleunigung nur infoferne von der innern 
Fe J abhängt, als fie Einfluß auf den Druck N’ und dadurch auf 
N,, d. i. auf bie Reibung bes Rades a an ber Ebene MO hat, daß folg- 
uͤch dieſe Reibung bie elgentliche äußere fördernbe Kraft iſt. 
Für die bisherige Unterſuchung wurde angenommen, daß die innere 
Kraft oberhalb der Achſe des Rades a angreife und im Sinne ber 
pofitiven x: gesichtet, alfo in Bezug auf ben Punkt F eine abſtoßende 
ſei. Laffen wir nun biefe Kraft unterhalb der Achfe angreifen und in 
Bezug auf F’ eime.anziehende werben, fo daß fe im Sinne der nega- 
tiven x wirkt, fo wird J in ben Gleichungen (a), (e), (Äh) und (n) 








und daher auch in den Werthen won N’ uub N”. das Heichen wechſeln; 
der Druck N’ wird nun größer und N” etwas Heiner. Im Uebrigen 
bleiben die Sleichungen der Bewegung ungeändertz denn bad Moment 
J(R,+r) in der Gleihung (b) wid nun — (R. —r); das 
Moment Ir bleibt alfo ungeändert, wie es ſich von felbft verfteht, und 
demnach auch die Gleichung (r) und die Bebingung 9): inſoweit J 
nicht in die Werthe von, N’ und N” eingeht, 


Für ben einfachen‘ Gall, ‚wo ie a eine gleichfbeuige und 





bie Ebene OM wagrecht gt ‚ und F —* = 3 ‚y=0 genommen 
wird, ergeben fich aus bem Borhesgehenben folgende einfachere Werthe: 
4 0, 2: Nut o. v Q,? + Fi ;. 


Sie Beblugung (a) kommt guf . . a ES 
nelz —D 


zurück, und zelgt, dah Jum fo größer werben darf, je feiner r gegen R. 
iR; bie Bedingung ber Gleichfoͤrmigkeit der Bewegung gibt aber auch 


| J +3 s4t3 Jkıı F97 ) : 


und wenn man das Quadrit ” Heinen Bade 1, & Br me dns. von 


1 rag kann, einfach | J * = 
info (+09; en n ’ 

—— bann dieſen Werth in bie rorſernhen Tape 
Be 3 o)Su ED u 

als Boingun für bas Nahiaubeleiten dr Keiehräber, Ri % 8». 
1S2, B=14 5 = 4  =01, B=00, fe 


R, Pe 
—8 rt - ... , u} ĩ 
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wieber w = ec0sI.. Iſt, daun A bie Größe der normalen Berrüdlung, 
welche durch die Einheit des Drudes erzeugt wird, und welche gleich 
bedeutend iſt mit ber Verkürzung eines prismatifchen Stabes, vom glei⸗ 
hen Stoffe wie das Lager und befien Länge und Duerichnitt ben Gin- 
beiten der Länge und bed Querſchnittes gleich find, wenn berfelbe in 
ber Richtung „feiner Achſe mit ber Einheit bed Druckes belaſtet wird, 
ſo hat man- auch nach unferer obigen Annahme w== AN, wenn N ben 
genmetrifchen Drud im Punkte M vorftellt. Im Punkte A, wo die ver- 
längerte CC’ ben Kreis fchneibet, wird w = e und wenn N, den ges- 
metrifchen Druck in dieſem Punkte bezeichnet, e = AN,, unb man 
folgert daraus mit bem Werthe von w die Beziehung: 


a) . | N=Nco%. 


Der Mittelpuntt C ſei nun der Anfangspunkt zweier rechtwinkligen 
Coordinatenſyſteme, welche die Achſe ber Welle als Achſe ber y- gemein⸗ 
ſchaftlich haben; bie n=Adhfe des einen ſei parallel zur Richtung der 
Schwere, bie pofitive Hälfte aber aufwärtd gerichtet; Die Achſe ber x’ 
bes andern fei bie: verlängerte GC’ alſo bie GA bie Achſe der negativen 
7, und L-fet-ber noch unbekannte Winkel, welchen biefe Achſe der = 
mit det Mihfe der z des erften Syſtems bildet. Das Lager ſei hori⸗ 
zontal begrenzt und ber dem. Bogen FAC entipreihenbe Mittelpnukts⸗ 
winkel =2 @, alfo Bogen AF=t(e--L), Bogen AG=er(a+-L), 
wenn CA—rtfl. Der geometriſche Druck N tm Punkte M als 
Widerſtaud des Lagers gfrenmen gibt parallel zu den Achſen ber x’ 
und 7’, mit denen feine Richtung die Winkel’ 4 re +3 und 3 bildet, bie 
Componenten — Nsin I— — N, cos # sin, und N cos == N, cos? 33 
biefe find nach $. 22 die Aenderungsgeſetze bev phnfifchen Gomponenten 
in Bezug auf bie Aenderung bed Dogs AM —s=—r$, und man 
bat. daher nach den dortigen Gleichungen 8 er 
{ —J 

2. Narren fü ——— De) 
— (2 40) 
—=4Nyrsin?asin2L , 


_ 


—(e-+2). 
Nrl& + 4tsin2aco2t), 








a—t 
u 2. Ncosy’ je —— | 


— vu wor ur vu. -— m mn Ic ur 
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wobei indeſſen zu beachten iR, daß deiner ber itntel a—L und c-+L 
größer genommen werben kann, als 47r, weil für den Ueberſchuß der 
Druck N. negativ wirb, ber Zapfen alſo länge des entiprechenden über 
ſchůſſigen Bogens nicht mehr auf das Lager drückt, fondern dieſes viel= 
mehr nachgefchoben werden müßte, um-mit bem Zapfen ohne Druck 
gerade in Berührung zu bleiben; für Dielen überfchäffigen Bogen muß 
daher N gleich Null gettommen werben. Ob dieſer Fall eintreten wird, 
kann ohngefähr fehon aus der Richtung ber fürbernden Mefultivenden 
der an ber Welle wirkenden Kräfte erkannt werben, unb wenn er ein= 
titk, wenn 3. v. rei ſo dakıman 24 

at u | TER 
2. nein -tendan dert 

., . — 12 “on R ) . . . 

a—t e 
&.Ncosy N, L d$.rcos? $= = arte Tee) | 

— 42 —F 


3 3 


2 4 Br 7} I 


Die Reibung im Punkte M wird durch das Product EN = N, cos N 


gemeſſen, werm.fben betreffenben Reitngecöeffigieiten bezxelchnet, und 


zerlegt ſich parallel zu den Achſen der, x’ und ber z’ in zwei geometriſche 
Componenten Node 9 == EN) c0R 3 und PN sin I fN,sin'Fcol 9, 
da ihre Richtung die Winkel 9 und 47 — I mit biefen Achſen ein- 
ſchließt, und biefe Ausdrücke gelten ſowohl für negative wie für poſitive 
Werthe von 9 bis zur Grenze O — + 4n. Für den Fall, daß beide 
Winkel — und a4 kleiner ſind al 1} ri, werben beinncich bie 
Poficen Gomponenten ber Reibung ſGleichungen 2 u 
regnen Vo, 
2. Nest =Ner(o-ttein2eom2L) BLEI ET ea" 
Z.Ncosn =—4fNorein2asin?] 


in andern Bale, wen + > ti, dat man u | Be 


2. orte (4 Gnte-U+iinite—n) 
z. INcosn = —— 4FN,rcosı(a—L)" | 
Iſt endlich R bie fordernde Reſultirende der an der. Wello 


ſamen Kraͤfte, das Gewicht derſelben und deſſen, was mit ihr feſt ii 
Winden iſt, mit eingerechnet; und se— ;y ber Winkel, ben fie mit ber 


5 


Achſe ber.pofltiven = rinſchließt, alſo — -1- 5 ber Winkel ihrer Nich⸗ 
tung mit der Achſe der pofitiven z’, wobei wir ſowohl dieſe Richtung als 
bie. Intenfität R ald unveranderlich vorausſetzen wollen,: fo. werben bie 
Gleichungen für- bie ——— Bewegung der Welle lange der 
im ber a’ und =’ folgenbe::- 


en, } 9 2.Noeä LZ.1Noel Rein(y—t) - 
i EEE 0=2: Neosv +2. fNeooew —Rensty—L). 
IN 5: B 
oder mit ber Beachtung, OPEN am Fällen 3 ANco« l. tr i x —* 
Z.fNcoee"—=—fZ.Ncos‘, und daß man I.N cos einſtweilen 


bu NrAuld), ?. Neoey durch Nr Fà lt), eigen kann, 

F ul D= Nr [EHRD) HAND) 

yı 

N) — Rau ci-d). az 


Man zieht daraus die Werthe: 


‚Arranst monat mir 0). 
ALT FONEn ne Mair) 


‚2 


un abe —* die Geige on 
(tmörtero) Gr OH), 


“ws 3 teren, 
zur Belenmung des Werthes von z; 3 fie nimmt Für ven erſten Fall 
mit den dur b0. Wezeichnelen Componenten des Druckes dic gorm an: 





α α 310 —u Neue Eur 


0= (ir —D,-fein(y— —S 


He ET) Bun nt. je, 


 +linır- —DHteunlr- -D)@etm2acn22); 


\ '!(2on;! — BE Te 


it andern Falle dagegen wi fie mi ben Componenten (e) - 
—— fein Cy—S) Joe? (er) 
* Hi hlaingy-b4feoel; 0) (mte-Hnikend) 


h.) 
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und läßt in beiden Faͤllen in Bezug ‚auf c Teine olgemeine wi 
zu. Bezeichnet man aber arc tangt durch E, ſo ergibt ſich leicht 
der  eflen dieſer Gleichungen : | 


‚sinlasindl il W 


——— — 0—— 
und aus bee grrthten fotgt ehenſo — 2 fi 
cola) 


sy -5re 


1** EN ah - . . * a DEE A 
Mittels diefer Ausprüde wird man alfe ben, un von y en, 
weicher einzu angenommgnen. Werthe von I entfpricht, und fo indirect 
durch mehrere Verſuche auch den Werth von 5 für ein gegebenes y 
erhalten. Diefe Ausdrücke werdeh Aber · auch befonder® duzu Siateit,, —* 
beiden obengenannten Bälle zu unterſcheiden, nämlich ben Werth von y 
[efiinmen, welchet ber Grenze a +t= 4 emſſpricht; für diefe hat 

T=41n— pr „und'banitt geben die eh ——— 
gen den Ausdruͤck: | 


. Sn 20 BES a 
| * Bi Ge er nn * 
Welcher. durch den daxaus folgenden. Werth von y -zeigen wird, ob har 
erſte oder zweite Fall ſtattfindet, je nachdem berfelbe größer oder kleiner 
iſt, als der gegebene Werth von' 7. Soll z. Baer fein, fü mügte 
=D werren, und Kt Dich. ri abe dagegen 


bat man Ge‘ yır en] 3. irrt 2 AT}; lt AR | 





tang (4 FOR Sr *2 =.lang 3027 
yo — 4503009 — 12031, y = 12031’ a5 ımdge alle 
e=12031’ oder f= 0,222, fo müßte y gerade Ka fein; für Kleinere 
Beige von f er lab m sd; Ainen pop ur Werth erhalten 

nnen, ol? 

Hat man auf biefe Weiſe für gegebene Werthe von « und o den 
Grenzwerth für y heſtimmt und ben Werth von & für das ‚gegebene y 
aus ber entſprechenden ber Gleichungen Ki) annäheenb berteinet, fo ölöe 
eine der Gleichungen (g) ben entiprechenden Werth für Nor, womit 
Wir nun bis Beh für bie“ drehende Bewegung her Welle aufſtellen 
nme, Die Gleichung für dieſe Bewegung hat nämlich bie Formz 


⸗ 
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wenn Q das Gewicht der Welle und — 2 ya ihr Moſſemoment , md My 


bie drehende Wirkung der an der Welle: ängreifenden Kräfte in Bezug 
auf Die geometrifche Achfe berfelben bezeichnet. Die brehende Wirkung 
de T“ Z.fNr if} aber noch durch das Integral: 


ot 
ZfNr—=— fr? f d9. N, ceI=— EN,r? (inte-Dtetet) 
rn en 

. = ——— 


4 ‘ bad f ig 


1.) 


u en, vom. “+ —2 mb: 


y , i 4 ... Ds u 
uf 

RM ‚2. iin i-thi[shine-n) 
—4n ı" 


wenn (.æ ) > in iſt, und in dieſe Ausdrücke hat man enbdlich 
noch die vorherbertehnatn Werthe von T und Nor einzuführen, um bie 


Winelbeſchleunttzang in Fünotior der gegedenrũ Brößen darzufiek 
In aben durch deren —* Werihe —SE as 


; :Mühmen sole). B. den dall, worc SO, a— Er, und 1=—e 


in ‚, fo haben wir aus ber weiten der Gleichungen (8) 
dt. 2\ 04 Din 


nNoræ R 
u | VIER, J 
ah damit wird we ur a —W 


in 4 u ec 


rw MP onifse (men, "dr r, er)" . | dl 








—— 


To. nenoguhn- T ne, — 
2 
IR dagegen air, i= ir und — J————— =): 


alfo, inet —2— b au ne nach mehrfachen 
Reburttenen a Anz a zuge. void attian aD nd 


n'$. ..m 


ee 
und bamit folgt EEE 2 \ Er 
Ner= Bi . \ le 


* 4 rn 


102 win Mr— Rr vs 
un — 


mas fett bands: daft br biefem. Falle: die vergbgeanbe PR ber 
Reibung Heiner iſt; als in den vorhergehenden. Fur fchr Heim Werthe 
von ce und, beziehungsweiſe für & — 0 „lan ein 2 Nici do erfohk, 
und bie Gleichung (h) auf die, Form: 


ltr EteneE)n2E. een 


Bu ld Herr Bier 


’s 
Mn 


nt werden, und man ‚sieht daraus ta Ba 
(4—ın) ev gen ken 


tngt= tn (y+e—0) , y=—e » =0. 
Dadurch geht der Werth für S.fNr br "Stnlnation’ von Nor in 
AN, 2 ir ) 07 > / vr 


2. MNape ee) — 


f 
2atlH ) —* ‚VERR: J 


u gi . non 
über, ig: überinpiniieib mit bein, fether di Su, $ 2), ‚abge 
lc Werthe. 


. Zr 


Nyanlıa) a) Ten) De 


. 
"es 


BI IE 223 





Rr 
3 


3. < 


[4 f * 


\ 4 % . 2. 
ur . = ar wi HR 
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Um enblih an —— ber Bchiemgen 37), gm. bel 
ten, foll zulegt noch unter gleichen Vorausſetzungen wie vorher die Be⸗ 
wegung einer vertikal ſiehenden. Welle unterſucht werden, . meldhe, unten 
mit einem kugelförmig abgerundeten Zapfen in einem anſchließenden 
Lager ruht undfich aun obern Sadenmt einem cylindriſchen Zapfen au 
ein anpaſſendes Lager anlehnt, und an selber tue Ihre Srwichte O 


A 


— EEE 


noch eine zur Achſe ſenkrecht gerichtete Kraft P von comflanter Größe 
und Richtung angreift, deren eonfünnte drehende Wirkung PR Tel. 

Der Mittelpunkt der Nugelfläche, welche ben untern Zapfen be 
grenzt, C, Big. 9, fei der Anfang eines rechtwinkligen Coorbihaten⸗ 
Syſtems ber x, y und z, beflen pofitive z-Achfe mit der Achſe ber 
Welle, zufammenfällt: und abwärts gerichtet iſt, und beffen x2= Ebene 
parallel zur Richtung ber Kraft P fetz ferner fet C der Bol eines 
Kugel⸗Coordinatenſyſtems der 3 und! co, von welchen bie erfiern von ber 
Achſe der poſitiven z, die letztern von der pofitiven Hälfte ber xz= Ebene 
an gemefien werden. X fei die urfprün not Lage des Mittelpunftes C, 
bevor ber en in das Bager eingebrärkt- worden, alf CU oder CA 
bie Richtung, in welcher | jener Se lpunft durch den Druck verrüdt 
worden iſt; N, ſei der geometrifche Drud tm Punkte A, two bie ver- 
fätgerte CC bie Rugelfläche : ſchneidei, N ber: im einen bellebtigeu 
Punkte M. Iſt dann 9 der Winkel, welchen bir Halbmeſſer cm wit 
ber: OAeinſchllißt, ſo hat: man- wie im vorhergehenben ade 


N= Nc cos I; 


Inan “ aber auch, wenn Z md (d dir Winke find, durch weiche -bie 

Mi ‚ber Geraden CA gegen bie z=Achfe und, bie xz= Ebene beſtimmt 
ht zwiſchen dein Winkel 9” und ben Goordinnten- Winkeln I und w 

des Bunftcs M bie Beziehung; . kant de u een 


— =endeniteinduinten (u). 


mit Sem, Wertze Wird aber, u rn 
a.) N= = N (edonst + ein dein one) , 
E 


8 
wenn wir gun, a "Ste Folgenden Begiehungen zu bereinfnchen- bie 
wg ber 42 fo drehen, baß fie durch ben Punkt A geht, und dem⸗ 
Wiynkel or- Friy p ben Aughruce buch,‘ erſetz 

aan urch Hnutslinie hen — A mit ber — er. wir! 
nun bie Achſe der x’ werben, und. bie, Winkel NY X, — * „Az, welche 
die Richtung des Druckes N mit den Achſen ber pofitiven 3 X, y und 2 
eleſchuen no beſtennnnn burch die ee en N 


Pi ur EX nıe 
Ringer ; in, er; ; 
one auch ‚die: enitfivedenben Gompowenten jenes Games Drudeh 
in Dem: Pantte M ‚gügeben: ſund. Ta an Ein 0 Az /er Mar 


J 
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Die Reibung IN in biefem Punkte iſt offenbar wie bie Bewegung! 
des letztern ſenkrecht Rai Achſe ber: 2’ gerichtet, "find bildet, wenn bie 
wehende Bewegung dei Zapfens ‚ini ;biefe Wehfe im Hofktiven Sinne 
vor ſich gehend vorausgefegt wird, mit den pofitiven Achſen ber x’ und Y 
bie Winkel 4 — w' und n— ihre zu bielen Ahlen parallelen 
Componenten find demnach Ft — 

EN⸗cĩn coo, —t N cos c und‘ 0. 


Diefe geometfiſchen Componenten des Drudes und ber Reibu 
find die Aenderungsgeſetze ber ehtfprechenden phyfiſchen Gomponenten ĩ 
Bezug anf die Aenderung ber gedrückten Fläche, und da man für d 
— deren Halbmeſſer r, iſt a he II, . die ‚Beatehung h 









( Yu Non Jar 2 d 8 - anDT. 
Bo” = r2 sn N 9 F 
dw’dY 
fo hat man nach dem Vorhergehenden folgende Ausdrüct: : ‘ 
d3,S.Neosl \ . Fi i 
ww BRETTEN Frhr) SNrÄgat0n ai) 7 1g8. rent Z R 
lb 
d?.3.Ncosu ans v ne 
—ug5 —Nr, sin? sinw' ( 
” J 7 : 
2.23. N cosy" 2 A BG | 
2.2 Nav In, ein, | 
als Aenderungsgefehe der Conpenenten des phyfiſchen Druckes, und: 
a 2 us eshoım der hd 
SP AU FICHTE Nrarl) han Fin a aa 1.179 
dwdY ’ 
d2.2.fN 
cosm' 
—W u: 4 —X d ⸗ 434: u Ne ein Igel‘ i 1 214 X . 2 


als Aenderungsgeſetze dev Componenten ber ish Im ein noch 
durch den Werth (a) zu erfeten iſt. ° 

Für bie Ausführung ber Integration bat, man hinfichtlich d 
Brengen von ‚2 und... mieder.atoei dalle zu anferfcheiben. Sk Wen⸗ 
lich 20 bie Deffnung ded Lagers, d. bu ber Ba "welcher dem Boge 
DABE eines Achſenſchnittes ber Lagerfläche entipricht, fo wirb 
wieder darauf anfommen, ob « + & Heiner größer iſt, als 4 
Im erften Falle find die Grenzen von 8 und dal an“ minbhängig vo 
einander; bie von. 9 find « und O, die von: ſind 2rr und 0; bi 
Aenderungegeſethe (b) geben daher his Angel; ; — — 
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ZNo⸗ —EE 


o 1) 
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Fa 
 SrmerteingBDenna+onde) 3 
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2. Neo —=Nor * —* 77) (enden ind sin kcosu ) 


@ 27 ve 
2.Ncosv= Nor A d$. —* (cos 3 008L + sind ans cosw') 


13 ’ . . — 

@ ‘ oa 

uf I.2ncolcodsin}.. - : 

0" A Br he 
ß6wet#ler3ostli—eme). . . 07... 
Ebenſo folgen Tu ben ‚ Yenherungdgejepen (ec) bie e Warthe: 

e.) 


ZN cosl —fNgr il, fe sin — 


7 


en 
sindsinLcosw') 
. 2. 3 


MAR A“ I ⁊ 


| y Mean =Nr, fen sind = Frieden anne ) 


£ \ J ihr fin —— J u . ‚ 


N Zur Sr 0:02. — BE 


ER ER TIHFE EN EREENPENN u 
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Im zweiten Falle Iegen wir burch ben Endpunkt G bes in ber 
Cbene der x z von A ans gemeffenen Bogend AG— 4er, eine Ebene 
FG ſenkrecht zur Achfe ber Welle, und eine zweite ce ſenkrecht zur OA; 
dieſe wird durch den Mittelpunkt C gehen und ein Stück EHG von ber 
Lagerflaͤche abſchneiden, auf welches kein Drud mehr ausgeübt wird; 
Die Gleichung ber letztern Ebene iſt 


008 $ cos 5 + sin 3 sin L cos u =0 (k 


und beſtimuut bie Grenzen von w’ in einem über ber FG liegendes 
horizontalen Schnitte PQ, alfo für ein conflantes I, burd) bie Öleichung: 
1. 


j zu  —__ r 
cos w TangStangt - cot ð co ®. 


Demgemäß theilen wir dann auch die Integrale unſerer Bletchun- 
gen (b) und (ec) in folche, welche fi auf die Kugelhaube FABG 
beziehen und in folche, welche die Componenten des Drudes und ber 
Relbung für den übrigen Theil FGHD bes Lagers -ansbrüden. Für 
den erften Theil find die Grenzen ‚von 9 und m! wie im erſten Falle 
mabhängig, und zwar trr—L und O für I, 2 und 0 für w 
für diefen Theil erhält man daher die entfprechenden Werthe, wenn na 
In den Werthen (d) und (e) gm—L ſtatt w einführt, und finbet ſo 


2. N cos = 15a r? tin (8—I sin + sind) ' 
2,.N os = 0 — ‚(8 
Z.Nony = pur ———— 

und " tn I 

3,.fNcoer—=0 
3,.fNcosm= =4 Irina in demd bo: 


I. 
Bär den übrigen Theil dagegen find, wie ſchon augegeben, die Giener 
von w’ von 8 abhängig, und ‚werben, mit 17% ‚und we bexichret. 
mögebrückt durch | Ir 


\ 9 


x . 4 


' 0, ze marc (ae = eott cot$) ; ws =—0,; | 


als Gerzen von Nchat mon · a web set d.; ‚ande dieſen Thell 
tee Sntegrole der @leitjungen. Cd) setsden Damit 


’ ex . 
. r..r.. 
⸗ i) BB 13 ‘ ’, 


‚ 








2 —2 > as un fin —B )cosw' 
n— u 


=Nr, af eo (tutndnne + 


n—t 


. + sin * * ta} 


—Nhr? ——— ‚teint 1 dꝰ.d sin | 
deze 475 


12). Neo =0; 3 | 


a ©, ' 
Nevs N, r fo a) — Heimdein Loos J 
, 4 — 


[2 
: . 
4 * r 
u. . . 21 


sa fe fü- “, α, a. 


\ ’. Nor. u 
, fe mitte] 
Km i” rd... F 


ebenſo findet man für bie demſelben Theile entſprechenden Componenten 
der Reibung die Werthe: 


\ u end 
I)k.) .. | ren F 
at. ct irre, en 


4 
* —— 


2 


I 7 
In >. 


3 \ län BR tag. asien @' (cos Fcos Em +. J 


tr . 
en "2 7 8:9 vin & cos ar‘) cos w' 
po N nn 
— ra hie) vi nnd, mu eher tun 
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Sm biefe Auodruͤche ſind noch bie Werthe von Ww/. und ⸗in 
in Functlon von I einzuführen, und bie Jwtegratton in Bezug auf 
dieſe Veraͤnberliche auszufuͤhren, um bie geſuchten Werthe fir. 2 Ncps X’, 
u. ſ. f. zu erhalten, weiche dann zu Z.. Ncor A u. ſ. f. addiet, Hi 
Gömponenten bed Druckes und der Reibung. für unſern zweiten "ud 
barfiellen werben... Ich werbe jedech anf biefen Fall niecht weiter ein- 
gehen, fonbern für. bie.-Anwenbung bee: unchfolgenben Gleichungen der 
Bewegung ber Welle vorausſetzen ‚ daß die Oeffnung des Lagers nicht 
größer als 47 ſei, fo daß «= tr wird und « + L in keinem Falle 
größer als ir werben kann. 

Bezeichnen wir nun noch bie Gomponenten bei pbyfiſchen Hrache 
anf das obere cylindriſche Lager ber Welle und ber Reibung . in, bem= 
[lben, parallel” und ſenkrecht zu der Richtung, nach welcher ber, ohere 
Zapfen ber Welle in biefed Lager. eingebrüdt wirb, mit X. X coN, 
2,NcoswW ,„ Z.fN’cos! , Z.fN’cosm' „beiten die gehannte 
Richtung durch den Mintel F mit ber Adfe ber x, unb fehen den 
Reibungscoeffizient für beide Lager gleich voraus, fo haben wir für 
die fortſchreitende Bewegung ber. Welle une ‚ber ia —* und € 
bie Gleichungen: u 5 erh 


0=— 2. NeaX—(2. Non +2. Mensen 2) ,\. 
| .—(2. N’ cos +2. EN’ cosm')sin(£ —# )-_Peosk, ). | , 

=— 2. ENoosm — (3: Ncos + Z, EN eoam! Jcos{&-+5').V: 
+Cz. —J IN ae) — 
0=—..Neoosv+Q' J n 





unb in dieſe ſinb üher ben obigen Wirthen (d) und (e) nöch bie 
Werthe: RE .. 7—* een NL \ 
® Z:N cos ‘= NetzCa’l} sin 20” cos se) u . 
S. N oos Ve _iN, "sn do lin 28 (m 

, EST N“oorl' al N. ine on BE". sur. 9%, 
z! (Weosm ZN, 17 (X 4 sin 2a dos 2%”) ee 
einführen ‚ welche ſich ana bean wrherge henden Paragraßhe a mit ber 
achtung ergeben, daß bex bortige Winkel 5 num durch E” \erfeht iſt 


und daher bie Achſe der negativen, 2’ mit der Richtung Des Draded N, , 
Die Achſe des “ck ber dazu ſenktechten Richtung bertaufih] werden 


„3 
J 


— 





muß, bar aber hier;die Richtzg dentd im Siune des Donkes genomn⸗ 
wen iftz dieſe Werthe ſeden ferner voraus, daß a’ +5" wicht geoßer 
als 4.77 werben. kann, daß ra ber Halbmeſſer des cylindriſchen Lagers, 
Ze’. die Deffuung beöfelben, N. den grometriſchen Drud in ber 
durch den Winkel E Heften Richtung und E" den Winkel be- 
zeichnet, welchen biefe Nichtung wit ber die chlindriſche Lagerfläche 
halbirenden vertikalen Ebene bildet und welcher mit dem Winkel E’ durch 
die Bean: r ir 
=E$ 


verbunden M „ wenn die genannte Ebene ben Winkel & mit dee Ebene 
der- x2 bildet. j 

| Dieſe drei Gleichungen genügen aber nicht zur Beſtimmung der 
fünf Unbekannten, N, No, &, &, &;. dazu müſſen wir noch bie 
Gleichungen "für bie drehende Bewegung um zwei zur Achſe der Welle 
ſenkrechte Achſen, z. B. um bie der x’ und y’, oder was hier dasfelbe 
iſt, die Bleihungen für das Gleichgewicht ber brehenden Wirkungen 
in Bezug auf biefe Achfen zu Hülfe nehmen, und demnach zuvor bie 
drehende Wirkung ber Reibungen FN nach den Gleichungen (43) ab- 
leiten; denn bie drehende Wirkung ber Drudkräfte N ift für den Punkt 
G offenbar Null und Dr die Druckkräfte N’ und die Reibungen fN 
leuchtet ch dab die Angriffspuntte der. Gomponenten 3.N cos, 
3.Ncosw, Z.6N coll! md Z.fN’cosm’ in der Mitte der Höbe 
des obern Lagers liegen müſſen; ihre. breßenden Wirkungen! in Bezug 
auf dfe genannten Ashien find. daher, wenn h die Cutfernung biefer Mitte 
von bem Mittelpuntte C, im Sinne ber negativen z genommen, bebeutet 


‚2.N (Ycos »-2c03 u) h(2. N'cos #+2.fNcos!'(sin (5-8) 
\er EN’ Cyoom-zcosm) (= | —h(2. N’cosw' +2. FN’cosm')cos(&-E' )» 

Z.N’(zcogA-x cosr) h6Z-N’gosd’ + Z.EN’cos1;)cos(&-E’) 
+2.fN’(z cosl "zcosn)). =) —+h(2. Ngosu +2. f Ncgsm Jsin(&-5). 


Für die dreßenden Wirkangen der · Neibung am imterk Bahfen haben 
wir dagegen, da alle n=4n find, Die Aenberungsgefehe: 


F ‚ 02.2.fNzcogm 
a dm, d 
—WR— ® 2; Na cosr 
I dddAH 


= 1Nrfirie9 0b} cosu’ 1 


i. 3.7 ls 


= Nr, Fin &:c08 Fin X ER 
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and welchen wir nad) Einführung bed Werthes/von "N :Susch. Ime⸗ 
ration zwiſchen den Grenzen « und 0 für I, und Ir und 0 für w 
Man Werthe hen: nn 


ar (0. 
, . *2. 2 J ig Mi In . \ 

— 2.fNzcosm = mer fürmsens[üu ‚008. W "(eos 308 5 
oe J 

J | +Heinsanten) 

ee Ze Eee - pa ur N 

—MNır, re weint ein? end | 

— 

zei IN, re2 Lin C ind 


u ,6 2 j 
zZ: ebene 21777) "(cos ꝰ cos 
0 0 
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Bejeichnen wir nun noch die Catfreium be# Angriſſepntiet der Kraft 
P von ber Ebene der xy’ im Sinne ber negativen z oder aufwäͤrts 
geaemmen nit d, womit bie: Momente -bitfer. Kraft in Bezug auf bie 
Achſen den x’ und y bie Form erhalten:. 


Ppsink Pr IP 


fo finden wir mit den obigen Werthen (m) für bad Gleſchgewicht "der 
drehenden Wirkungen in Beſug auf dieſelben Achſen die Gleichungen; 


0=N, nal +; — — + 1frin2e‘ sin25)sin (E- 5), 


+(1sin ER Inte keit de nn. Yest-r))] 
FRt Hang ent t Ppnin N 


!ıv . 


0 N inhle- 4 sin2a’ EINER | | 


> nf An 2& star: -Uarttsin2etood E”)sin(i-# )] 


+PpcosE , . [ie 
Decher, Handbuch der Mechanik HIT. 10 


ober in auberer Form: _ un 
= nh[(c4 jein20m2y jung. lem (E- n) 
+tsin2a’sin 25° (cos (£- -E)+fen(E- *) 
n fNor, ein tinꝰ Ppiin 
— 
txein 20 — 6 J— *)ſ 
+PpoosE. 


Werben dann weiter die Gleichungen (1) mit Einführung ber Werthe 
(4), (e) und (m) unter eine aͤhnliche Form’ gebracht, fo erhält man: 


; 0=— ArnNorisin (89 c0sa + 0083u)—P os 

An \P — 2etcoe22”) cos (£-F') sing) 
Zu W. — (in ts- E)—fcos(E- ZE 

q.) O=Psin&_4nfNgr3ein (a —tsin2e) 
J ——— 
| tan 20’ —E + tuetnäl)] 
0= Q— 4m Nantes limcoede) , 

und zieht aus Ber en ſogleich en 

» N;r%cost = gen Tepe 


p.) 


nice) 


Die erfte iefer Gleichungen. nit h niultipfigkrt und m ber etten ber 
Gleichnngen cp) abdirt führt auf ben Ausdruck: .. 


0= — Nor Ahein (BIepna-enedg)hRCh-rp)weE ; 
wird Dagegen bie zweite mit h multipltzirt und davon die erſte 


Gleichungen (p) abgezogen, fo plc "m eu. 
Eee te) Zr, ante) 
| +Plh—p)sint,  . 09 


A DEN ent 


au and be Beladung wieler beiden lehten Bupbbriie folgt berWerh: 


320 — sin 20) + Ar sinta J (s 
—b(8-—Iessa+cosde) ' _ | 


durch welchen bei’ ſehöcher Rüdſicht auf die Zeichen des Zahlers ab 
Nenners (Bud J., $ 8) ber Wintel 5 beſtimmt M Damit findet 
man weiter N " aus aa BG 9 


2.2 


tung gt 





12 (h— se a ; 

% * ah! on 

“ Der, a „a“ 

und dieſer Ausdrud mit (r) verbunden gibt dem Wintel fen bie 

Sunction : a v NND 
en . — (u. 


ME dcosar cos da) 


umd damit! oder auch durch Sumine der. uadrate don © und (1) 
folgt noch ber Werth für No, mit welchem nun drei unſerer Unbe- 
kannten beftimmt find... In. eweff. ‚De; intelg & iſt aber noch zu 
bemerken, daß man aus (t) für sin & immer einen Werth erhalten 
muß, welcher poſitiv und kleinept als 1iſt 30 inrinnigeifänigeichtätu Fake, 
welcher z. B. eintritt, wenn « fehr Klein tft, Könnte ber untere Zapfen 
nicht in feinem Lager im Glelchgewicht bleiben ıunb es müßte noch ein 
neuer Widerſtand gegen die” Berfchtebung besfelben eingeführt werden. 

Ans den beiden erften ber. Gleichungen (p) sicht. Ran nun ‚ferne 
We im porhergthenbei Paragtabhen bie Ausdräde:! an nn 6 


—* na) Te +4sin2u tun3g Jean 7, 
ERBEN EEE mh sin 2eigim 25" nl]. 

——4f2N,' ——— DT 

= HIT HimmaRet li g) - 

en eu +inn2e sin 28 co (5 Fl, a 

— in Cent + Pp(an& + fen?) B 





EURER 
welche nach erfolgter Elimination von N rg h(1+f) dazu dienen 
Beiden; Den’ "WORktel ER’ 4i betelfinen,” an Banken Der’ Wech, ber 
lehten unteren undelännten’ wi No zu beftannen. a 

10* 


148 


So erübrigt und fo zur Lbfung: uuſerer Aufgabe uoch bie Gieichäug 
für bie drehende Bewegung bes Syſtems in Bezug auf bie geometrifche 
Achſe ber Welle aufzuſtellen, ba biefe dad efgensliche Ziel unferer Unter- 
fuchung iſt. Die drehende Wirkang ber Reibung an dem obern Zapfen 
ift nach ber vorhergehenden Aufgabe und unter ber Voreueſehns 
—————— 


io ! . Yıtır . en 
2. IN nm 2rN, Beine’ cos ; 8* 


ferner haben wir, "ie leicht abzuleiten iſt, für die arehende Wirkung 
ber Reibung hin untern Zapfen das Aenberungégeſetz: 
on 


u Ü'I.tNr . 5 *7 J tt. nu 
Tagg N ein 8. r, cin 


=t Nor? ein! $ Loos foge‘$ Fein Ceindosw'), 
elches Wwiſſhen den Grenzen a und O für 9, 2 und 0 1m w' zu 
Ferien RN und’fo den Ausbrud gibt: 

"2. NEN, r,Encor sin! 0 


ı ll 9... 


nr mi Berfäng Se Bump ci et. 


t 





“or >, I. ft q .. .. j i } 
on n’a 
nr. Ze tOr, * F 3 . Tmeontı 
ejeye, ; 4— 1.0 . { 


vie drehende tun M beinnach unabhängig. von ber Kraft P, weil 
diefe den geometriſchen Druck in der Richtung der poſitiven «’ zwar ver- 
mehrt, in ber entgegengeſetzten Richtung dagegen chenſoyiel vermindert, 

Die drehende Wirkung ber Kraft P if ‘oben ſchon gleich PR 
vorausgeſetzt; dit Gleichung für die borfent Bemgung um bie Achſe 
ber Welle wird demnach 


w on - 
4 
& 

8 
— cosꝰ 


ak AR SR BEN ER ndd dort 0}, 


wenn man bad Difemoment der Bee und ans befien, was damit 
fe verbunden if if, Dur 2 u 

; Up, einen, infonbern, Fall, yähen, au, mdleiſuchen, hen, Air, auerh 
dem obern chlindriſchen Sagen: eine ſolche Lage geben, daß der Wirhel Fi 


tr } 





1 


Null wird, die Richtung des Druckes N, alfo ben Bogen des Lagers 
halbirt und. dann dieſen Bogen gleich einem Halbkreis nehmen. Unter 
dieſer Vorausſetzung wird * —e, und bie Gteitungen {v) nehmen 
bie Form an: 


0=4rNyrsh(1+P)cos(E—-E8)— IN. dein Ed: 
s tPpleoss-lend)i =: (x 
einer BG Fiir Aneigeiehe: u 
- +PplsingHteosB) * 


und geben durch den Athen: on 
._. Zr X l 
_ P Cein& LtoonE)HHrN rdnsinlsinda 
mg (e— = T Pleos&—fsn&) + +f? ordnsind sin %. “in 


33 





ben Winkel e, durch welchen bie Rage des obern Lagers beſtimmt win, 
wenn zuvor E nach Gleichung. (#) berechmet worden. Hi; - .. . . - 


Nehmen wir 3.8. noch die Oeffnung 2 des untern 2a ers 
an, und ſetzen P=4Q, hr=Br, peän gi ta fer, N {=01; 
fo gibt bie ‚genannte Gleichung 


Alr— —* 
—8(8—5Y2) 


der Werth (u), von tang wich damit 


! 


tangE == 0/1 „, E=16935A ;: 


m « 3 4 u ® ' s 7 ’ 


— lang 286 42 





A— 
imma, 


und zeigt, daß unter ben gegebenen Verhaͤltniſſen ber untere Zapfen 


nicht ans feinem Lager weichen Tann. Aus ber Gleichung (t) folgt 
ber Werth: 





8+517?2 
aNgr Fein = Quin 79033 V —1274Q , 


und bie vorhergehende Gleichung (y) gibt mit dieſem und dem übrigen 
Zahlenwerthen ben Ausdruck: 


— 
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.N 


4 (00179033 A— 0,10 79039, 4) 4 0427 in vr 
ing G-D= 1 12 
5 (ein 79033 A+0,1 000 70038 A) +5 0,0127 Zu 


aus welchen 0 
e—E=53483  ,„ . 197,7 

folgt; Die vertifile- Ebene, welche dns obere Lager halbirt, muß bem= 
nach mit ber Richtung ber Kraft .P einen Winkel nem 
einschließen, welcher alſo Heiner als o iſt, da man hat 

= —=0,1=1Htange = tang 5° a2. 
Auf —— Weiſe findet man weiter aus einer der Gleichungen (x) 
den rien 

N,’ n = = = 0,0794 0 
und damit als 6 Bichfung ber‘ brehenden Vewegung 


ti —W 
——— —R 
— PR—0,056280r, =(0, 2R—.0,05028 30. 
Soll daher die orehende Bewegung. eine glei werden, fo muß 
R=0,8MAr, , 


fein, e8 barf alfo R nicht ganz dreimal ſo groß ai ber obere cylindriſche 
Zapfen der Welle werden. 


14 . . “ >» ” ‘ 
tee, ’ a 7 Bars 3 De ae Be 





. Zweiter Abſchnitt. 
Aunere Bupände eines. verãnderlichen Syfems, 





Erſtes Rapitel. 


Allgemeine Gefege bes innern Gleichgewichtes unb bet 
Innern Bewegung. 


ER 


Die anßern guſtande * veranderlichen Eoſtens, welche wir 
im vorhergehenden Abſchnitte unterſucht haben, laſſen ſich auch als dies 
jenigen bezeichnen, welche ein außerhalb bes Syſtems -befindlicher unbe⸗ 
wmeglicher Beobachter an demſelben wahrnehmen wurde, ber das Syflan 
wur als ein zuſammengehörendes Ganze in'g Auge: faßt, und deſſen 
Lage ohne Ruͤckſicht auf die in ihm vorgehenden .Benänberungen: mit 
andern unbeweglichen Puukten des Raumes vergleicht, Die innern 
Zaſtande dagegen: werben ſich der Wahrnehmung eines dem Syſtem 
ſelbſt angehörigen Beobachters darbieden, welcher, an der aͤußern Bewer 
gung dedfelben. Tell nehmend, fein Augenmerk.auf die gegenſeitige 
Lage der einzelnen Punkte des Syſtems richtet und deren Zufläude 
beurtheilt. Dieſe Zuſtaͤnde ‚werben offenbar für bie einzelnen Punlie 
ſehr berſcheden fein, und man: kann haben: nur im Allgemeinen - von 
rinem Innern drilishen. Zuftande. bes ganzen Syſtems ‚sehen; ) mm kann 
nur allgemein, ſagen, dasſelbe At innerlich im Gleichgowicht ober, ‚In 
Bewegung; insbeſondere aber laſſen ſich Geſetze bei innern Gleijchger 
wichtes ober der innern Bewegung nur für beſtimmte Punkte ober für 
die einzelnen unveraͤnderlichen Theile des Syſtems aufſtellen, je nach— 
dem dasſelbe auf die eine oder die andere Weiſe zuſammengeſetzt iſt; 


——— — — Ho — 
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indem man dann biefe Yinterfuchungen auf alle Punkte ober Theile bes 
Syſtems ausbehnt und bie Lage berfelben für einen gegebenen Zeit- 
punkt beftimmt, gelangt man bazu, bie dauernde oder bie vorübergehende 
augenblickliche Geftalt bed Syſtems barzufiellen, welche nun ben ent⸗ 
fprechenden Innern Zuftand desfelben in jenem Augenblide ober auf bie 
Dauer Tennzeichnet. 

In der allgemeinften Auffafiung haben wir es nach dem zuvor 
Gefagten bei der Unterfuchung ber Innern Zuflände veränberlicher Syfteme 
immer mit ben Bedingungen des relativen Gleichgewichtes und ben Ge⸗ 
fegen der relativen Bewegung’ eines materiellen Punktes ober eines feſten 
Syſtems zu thun; in den meiften Fällen der Anwendung wird jedoch 
das Syſtem im Zuſtande bes Atem BleichgeWwichtes vorausgeſetzt, und 
unter dieſer Vorausſetzung werden dann inneres Gleichgewicht und 
innere Bewegung abſolute Zuſtaͤnde des Syſtems. In beiden Fällen 
liefern uns daher die beiden vorhergehenden Bücher die Mittel zur 
Unterſuchung dieſer innern Zuſttende, wenn bie Zuſammenſetzung bes 
Syſtems gehörig berückfichtigt wird und bie zwiſchen ben einzelnen Punk⸗ 
fen ober Thellen desſelben hätigen Kräfte mit den äußern Kräften in 
die dort abgeleiteten Bebinguingsgleichurgen für das Gleichgewicht und 
in die Aenderungsgefete ber Bewegung eingeführt werben. Dazu muß 
alfo wieder zuerft die Gefammtwirkung ermittelt werben, welche von 
dieſen Innern ‚Kräften auf einem Punde oder einen feſten Theil bes 
Syſtems ausgeübt wird, und in biefer Beziehung ergibt fich, wie fchen 
tn den einleitenden Betrachtungen bemerft wurde, ein weſentlicher Unter⸗ 
ſchleb, je nachdem das Syſtem mir aus einzelnen materiellen Punkten 
oder feiten Thetlen von beſtimmter Anzahl befteht, ober für unfere Vor⸗ 
ftellung ein ſtetig⸗ zuſammenhaͤngendes Syſtem vor materiellen Punk⸗ 
ten tft, von denen man weber Zahl nach Eröße kennt, namentlich wenn 
in biefem Falle Auch bie Function Ihrer” gegenfeitigen Wirkung unbe⸗ 
kannt oder nicht im Voraus gegeben iſt. Denn während fich im erflen 
Falle jene Geſammtwirkung nach Her im erſten Abſchnitt des erſten und 
bes zweiten Buches angegebenen Weite für irgend eine Lage ber einzelnen 
materiellen Punkte oder feſten Theile birect beſtimmen fäßt, kaun bie: 
ſelbe im zweiten Falle nur als unbekannte Kraft in die Gleichungen 
für das Gleichgewicht und bie Bewegung eines Bunktes . eingeführt 
werden, und dieſe nehmen dadurch, wie bie folgende untertichung weigen 
wirt, eine e sand < andere Form und: "Behandlung an. J 


* “ ’ > 
Ze Be BE SE BE 2 
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I. Nicht fietige veräuderlihe Sypeme. ..- 
Baur 30. 


Varachien wir zuerſt ein Shen von n.einzelnen auerllen Punks 
tm M,, Ma, M,;, Mi, u. f. f., deren Zahl begrenzt iſt und deren Maſſen 
iM, Mo, ma mi, uf. f. gegeben find. oder als bekannt voransgefeht 
werben. u 

Dur: den. Mittelpunkt ber. Maſſe dieſes Syſtems denken wir uns 
drei unter ſich rechtwinklige Achſen gezogen, welche vorerſt voch zu 
beliebig gewählten feſten Achſen parallel bleiben ſollen, und deren Lage 
gegen die letztern am Ende ber Zeit t durch die Coorbinaten X, V, = 
ihres Anfangspunktes beftimmt fei. In Bezug -auf biefe beweglichen 
Achſen feien dann x, , Yı, z, bie Coordinaten bed Punktes M., x⸗-, Ya, 22 
die des Punktes M,, u.f. f., X,, V., 2, die zu jenen Achſen parallelen 
techtwinfligen Gomponenten ber Refuiltivenden R, Aller auf ben Punkt 
M, wirkenden äußern Kräfte, X, Ya, 2, bie entſprechenden Compo⸗ 
nenten für ben Punkt M,, u. |. f.z ferner feten mieber J,,a bie zwifchen 
den Punkten M, und M,, J,, die zwifchen M, und My, Ja, die zwi⸗ 
fen My und M, thätigen innern Kräfte, a2, Pins Tın bie Rich 
tungswintel für J,, in Bezug auf jene Goorbinatenachfen, wenn biefe 
Kraft an M, angreifend gedacht wird, wis, Bus Yıs die Winkel, 
welche die Richtung der an M, angielfenden Kraft I, beftimmen, 
335 Ba, Yas bie, welche bie Richtung ber an M, wirkenden J,, 
wit den drei Achſen bildet, u. f. fe Mar hat dann wie in $. 5 als 
Componenten ber föcbernber efammtwrkung aller anM, thaͤtigen Kraͤfte 


K,+J,2cosejat Jiscosa, a + Jawcasays +eic. MJ. |cos On, 

Y+ Ja cos Pıa +yıa cos Bus + J2,s cos Pas +eic. +4. cos in 
u + Ja cos Ya Js cos yıa Ta: v⸗ vao - ete. 4 In: cos Yun ) 
oder einfacher 5 ” 


dmn i=p " ie» — . 
At 3.Jicose, , Vrzgienp , 2+ 2 Jicosyı = 
für den Punkt M, werben‘ biefe Gomponenten , 

X, — J,2c08 ir a 608 c re. + Inst —* 


1. - Ja cos Ay, + J24 008 Pas + eic. + Ian 008 Ban » 
zZ —ecöya+ Jg,008 ja + eo. + Jaucös Yaa » 
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indem man dann biefe Unterfuchungen auf alle Punkte oder Theile des 
Syſtems ausdehnt und bie Lage berfelben für einen gegebenen Zeit- 
punkt beftimmt, gelangt man bazu, bie bauernde oder bie vorübergehende 
augenblicliche Geftalt bes Syſtems barzuftellen, welche nun ben ent- 
fprechenben innern Zuftand besfelben in jenem Augenblicke ober auf bie 
Dauer Tennzeichnet. 

In der allgemeinften Auffaffung haben wir es nad dem zuvor 
Geſagten bei der Unterfuchung ber Innern Zuftände veränderlicher Syſteme 
immer mit ben Bedingungen des zelativen Gleichgewichtes und den Ge⸗ 
feben ber relativen Bewegung‘ eines materiellen Punktes oder eines feften 
Syſtems zu thunz in den meiften Fällen der Anwendung wird jedod 
das Syſtem im Zuftanbe bes Atem Gleichgewichtes vorausgeſetzt, und 
unter biefer Vorausſetzung werben dann inneres Gleichgewicht und 
Innere Bewegung abfolute Zuftände des Syſtems. In beiden Fällen 
liefern uns baber die beiden vorhergehenden Bücher bie Mittel zur 
Unterfuchung biefer innern Zuſttende, wenn bie Zufammenfeßung bei 
Syſtems gehörig berückfichtigt wird und die zwifchen den einzelnen Punk⸗ 
ten oder Theilen desſelben thätigenKräfte mit ben äußern Kräften in 
bie bort abgeleiteten Bebingungsgleihurigen für das Gleichgewicht und 
in bie Aenderungsgefege der Bewegung eingeführt werden. Dazu muß 
alfo wieder zuerft bie Gefammtwirtung ermittelt werben, welche von 
Beefen: Innern Kräften auf einem: Punk oder einen feſten Theil des 
Syſtems ausgeüdt wird, und in biefer Beziehung ergibt fich, wie ſchon 
in den einleitenden Betrachtungen bemerkt wurde, ein weſentlicher Unter: 
ſchieb, je nachdem das Syſtem mir aus einzelnen materiellen Bunttin 
oder -feften Theilen von beſtimmter Anzahl befteht, ober für unfere Ders 
ftellung ein ſtetig⸗ zuſammenhaͤngendes Suftem von materiellen Punk⸗ 
ten if, von denen man weber Zahl noch Bröße Tennt, namentlich wenn 
tn biefem Falle auch bie Function Ihrer“ gegenfeitinen Wirkung unbe- 
kannt ober nicht im Voraus gegeben iſt. Denn während fich im erflen 
Falle jene Geſammiwirkung nad) Her im erften Abſchnitt des erſten und 
des zweiten Buches angegebenen Weite für irgend eine Lage ber einzelnen 
materiellen Punkte ‚oder feſten Theile birect beſtimmen läßt, kann die⸗ 
ſelbe im zweiten Falle nur als unbekannte Kraft im bie Gleichungen 
für das Gleichgewicht und bie Bewegung eines Punktes - eingeführt 
werden, und dieſe nehmen dadurch, wie bie folgende Unterfatfung age 
wirh, eine gan andere dorm und‘ Behandlung‘ an. 





#8 


. m J W 3 
ma ” Be x 9 2: a, 


ud man hat demnach als foͤrdernde Conwonenten der mativen oder Ahnen 
Seſammiwirlung aller auf den int m wirkenden Kräfte, bie Werthe 


se 
X — 2. I c08 Oh, + 3" Hi —* cos Gin — 5* 3: x a 
beit " " m; = 
ze Pi + 7, An 2 N. 
. hei k=n oo, .Mi . 
—— 3 Im 08 Yu Zur Fi AykT Zn 2. x . 


Soll ſich nun das Syſtem im Zuſtande des innern Gidagewid- 
tes befinden, fo muß jeder einzelne Punkt im Gleichgewicht fein, es 
müſſen daher für einen hin bie drei. Bedingungen: J 


ja 
a2 3. mot, } Hnan- -0\ 


a Arge 
nz. Da wär” 4 —E 0. \cas. 


z; m > = Sa — J 

Be ice, 9 Jix au — 9 
erlitt werben. ‚Bir erhalten. Aſo im. Banyen In Bebingungen, durch 
welche man die :3m Coordinaten x,, 74 Li S Yon 22, 8 fa fe 
ſaͤmnitlicher Punkte, ober bie: Geſtalt bed. Spfrme für das innerr 
Eleichgewicht wird beſtimmen Tonnen; 

Werden dieſe Bebingungen nicht erfüllt, fo findet hinere Vewegung 
ſtatt und es werden dann 3n Gleichungen von ber Form: : 


5 Pa mi -j1 “ yon- 1 
m — —Xı — —— x} . Im nz, Jr cosaik 
dt ‚m h-1 . 





— = Vi — Im zY- — Er er au +2 2”. x in cos J 


⸗ 228* * 
‘ > 
' * „oe .. .:. 





Mon. 5 | 
ke mem, — au 


MM 


dazu dienen, die Bewegung eines jeden ber n Punkte / zu beftinmen, 
wenn die anfängliche Lage und Geichwindigkeit für einen jeden gegeben 
if. Dieſe Gleichungen ergeben ſich direct aus benew für bie. abfolute 
Bewegung bed Punktes M;, wenn man benfelben für fich allein, aber 
ber Geſammtwirkung fännutlicher äußeren und inne Kräfte unter 
morfen betrachtet, deren Gompenenten durch die Werthe (45) ‚gegeben 
find; deun bie Goorbinaten jenes Punktes am Ende ber Zeit t in Bezug 
auf bie feſten Achſen ſind offenbar 


x-+xi j Yv+y R zz ; | 
man bat daher für bie abf olute Bewegung beöfelben die Gleichungen: 


dx - d?x; h=i—1 

m Ir mat. Imonau +2". „Jin cos cin , 
Er, Ay; heit: 

{ mi I amt ET = .S AR met, » Tix cos Pin , 


m ds; h=i— \ 
J— rm Im _ u}, Ins con — — 8 


u 3 1 Bu 


aus welchen bie Steigungen (48) rose 1 wenn man für bie 
Aenderungẽegeſetze Er j I. — Fre 2 Ye aus Herr Gleichungen (12) 
($. 10) für Die äußere fortſchreitende Bewegung ſich ergebenden Werthe 
einführt. 

In manchen Fällen bürfte e8 zwedmäßiger fein, nicht gerade den 
Minelpunkt der Maſſe, ſonbern einen andern Punkt bed Syſtems, 3. B. 
ben Punkt M.,als Anfangspunkt zu wählen. Bezeichnen wir für die⸗ 
fen Fall die Maſſe des genanntes Punktes mit mm, ; feine Coorbinaten 
in Bezug auf bie feſten Achlen mit x,, Y4, mı,.f0 bat man für die 
Bewegung bieſes Punktes in Seug auf biejelben Achſen te Gleichungen: 


dꝰx. 
m, mut, —R Ti 12 — —⁊ 


da⸗ 
na, Ya (=4+2, — 3. 


die Goorbinaten eines beliebigen Punkles M; im Sofem find dann 
tx, yy+YW:, = ,ar und die Gleichungen ſeiner “imern 
Bewegung in Bezug iauf parallel bleibende Achſen :Rilb daher 
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Kain 
Trend .' mat . Iincosayy 


d2y; dy, :; heil 

m Sl nz. Ines .. Tiraosßin ) (48. 
diz dig, Asi-i 

ern = u— mi m72, — 2 * Incoeyin 4 


d?x, . day, d’z, 


und nehmen mit ben vorhergehenden Werthen von 4 I? u’ m 
die Form an: 


FE 
u 242, Hama) 


hi 
—_. . Jıicos ut . Jdix cos ajx 
- h=1,.. 1, . ur keirt . 7. . 


d2 " m; : kn . 

ni u =Yı u — m, N u €; . Jik Es Pa). 

.- Ra 

u 2, . ac Aut 2 5 ia cos au 

„er . j ! 
BL, — au — — m, + 2, 3 In cos LE 


ug BZ, Iron you 





Die Bedingungen für das Innere Gleichgewicht müſſen fenber dieſi 
ben bleiben wie früher, und ba man für bien, 5a bie Bedingungen 
x > dx ’eay, > dee Uie M 
= gu gegen ww hat, fo wird mm 
leicht som dem Gleichungen (A7) auf die Gleichungen (45) zuraſchließen, 
In dem beſondern Falle, wo bie Außern Kraͤfte X, Y, Z dei 
Naſſen der einzelnen Punkte proportiönal,, und daher entweder contan 
Ober blos Functionen: der Coordinaten x, X, 2 be Mitewpuntietß bet 
Daft find, ſo daß man hat ee 
—*— Y;2), mp (&W, 8) um); 
aehmen die Componenten der äußern Reſultirenden bie Form an: 


3 


—ES ————— 


18 


in diefem Falle werben daher bie Gleichungen für bie innere Bewegung 
unabhängig von ben Außern Kräften, und man finbet einfach 


u d? x; k=a heil , 
) | . Br Te Ina 2 . ni cos anı 
! d? d?y; kn a Br FR —1 nn. 
49.) , . m — Ts = Zn N M ooo Ani 
‚et diz; ka hei 


1 zig dı2 -2y nme Z, be Ina 

als Gleichungen ber Innern Bewegung in Bezug auf dem a Mittelpunft 
der Maſſe, während ;die Gleichungen (48) für bie’ innere Bewegung 
in Bezug auf ben Punkt M, bie Form aunchinen 


a a Yan Dev 3% va 
di . x 008 a2. Jh; cos —* — F zn ‚kC0804 k 
v 2; bi 
; ga day en u — 
u) mis K rn 2. ‚dee c08 — —8 — Sl —* 
| da km * TAT, 
d da — Jin co⸗ Yirk —_, * cos 2 — —F —R 


—B 


Aus dieſen Gleichnagen ergeben at, hicht hie Beingungen für das innere 
dar day’ diz 

Gleichgewicht. bes yſtems, wenn mandarin 7 Tr FT sleich 

Nul ſeht 

109 Yan bb. oc 8. 37. * W ni 


| Beziehen wir num die Bewegung, der ein gun Punkte auf ein 
Goordinatenſyſtemn ber &,n, &, deſſen Anfangoͤpunkt wieder der Mü- 
telpunkt ber Mafle des Syſtems iſt, welches aber, neben ber fortichrels 
tenden Bewegung biefeg Punktes zug eich eing bekannte ‚Ruphenbe Bewegung 
befigt, fo daß die Winfel ca, $ und Y..burh, ‚welche bie Ri 
biefe; E) brehenden Achſen in vepig ‚auf die feſten beſtinunt seid 2 
Function ber Zeit gegeben Mind. 

Zür diefen Fall zerlegen wir die an dem Punkte u halige au äußere 
Mnlittende Rı mach den fie). drehendew Achſen DENE 173"; .unb bei 
zeichnen bie eutſprechenden Componenten derſelben mit &,..Hi,, Ziz 
ebenfo’ zeilögen wir jede der Innern Kräfte I''nach' biefen Achfen md 
bexetiien dexen Componenten uw Jıcos 2, I ces, Jwosv, fo daß 
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man mim Fir die entiprechenden Eompenentan ::ber: Beemiitung. MR nl 
un Mi thätigen ‚Kräfte die Audbrüde erhaut: 
. 12— :J 5 
1-4 
Ei — 2. —* co⸗ Am + 2” er c08 FR 
G 


ji 
H— Ss dh 08 Abi + 2). Made cos Mix 
har ⁊ 
P 
h=i—1 . ‘ 
Z1— 2 haamı + 3. Bu —E 
1 


Wir haben dann ‚uch, für be u benfelben. Wa De Ar n, ” f 
parallelen Sömponenten. det au $ en förderndch 
„ Gr 2: Fr int 4;; —— ti) 26 u, 2 ‚ 
Gr X mi m 
TR a ga Fe Mrz — 


fh ergebenden Nefulntendem, welchs bie ee oe Bewe 
gung des Puntues M: zu ereigen vermag, bie Werthe: . 


il! Ian: : 
Fr 2.H, ; ai zZ, und es bielöt und noch — der in 


6. 118 und: 14D bes erſten Buches abgeleiteten. Gtſehe bier Ryat gu 
beſtiimmen,: weleche alsUrſache: Hit bis Aenderung der drehenhen Bein: 
gung eines Punktes von⸗ der Maſſe im. betrachtet werben :Tdum, bee, wi 
Ende der. Zeit t dieſelbe Lage hat ‚ wie ber Punkt Mi, deſſen Coordi⸗ 
naten alfe Ei, my.&ı find und ber yon dieſem Augenblicke au.mit ben 

Achſen der E, n, und & feft berbunden bleibt, Bezeichnen wir bie zu 
dieſen Achſen pPawallelen Cemporenten dieſer Ruaft: mit: F VY und Di 
ſo haben: wir ame Beſtimnrung denſelben nach F. 100.des zweiten Buches 
oder nach F. 14 im vorhergehenden Abſchnitte, wenn baſewſ E,nwmbt 
als unveränderlich genommen und die Werlhe bon ur, u, und ur Je 
bie Gleichungen (8) eingeführt werben, bie Bellehungen: 


ie u i 


= ——— 





2. # 
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EN Re SET TE DEN Een Sr) 


ln En bEHmr+L) 
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worin 9, g, ve, wie an ben genannten Orten bie. Comppnenten bew 
angenbliclichen Winkelgeſchwindigkeit ꝙ bed Goorbinnteniefitms ber 
&,n, & vorftellen, und buch bie aus ben Gleichungen: 


9=— 1 yanır+ 2 nr 


, = = st cos ⸗ 
So do - 2 Be 
= get u 


s'’_. 


ſich ergebenden Werthe in Function von t u exſehen ſinb. 
Srdliqh ſeien 9 bie innere Geſchwindigte des wWentes M; in 


wi * ihre zu dieſen Achſen parallelen ‚Gpmponsuten, alſo 


u . u = 
Moe j — == c08 Wi N — = 008 Wi 
Tr 9 on 0 V. N u 


bie Goſitus der Winkel, welche ihre Richtung mit ſelen ‚Mönche 
ſchlteßt; ferner ſeien p, q, r die Winkel, welche bie. augenblickliche 
Drefungentfeuts benelben: fen: Wet und: ir an man h 


..d Bea . . . \’ Fr 


u e 
ie neo Din: ..C08% = 4, mn: 
ee N1,. SE Be 17 


hi, mi, m die Winkel einer Geraben, welche auf ben. beiben rbeabeſtimm⸗ 
ten Richtungen ſenkrecht ſteht, ſo daß ſich die e Begiehkarigen ( (Gil. '$ 21): 


P »J3s 
cos mi cosr- costi 08 Cosi cas Zeost; cos r 
och swi i6 3, m i p i 


I 
sin di den cin 
cos u cos q — cos Mi cos p 
cos Di = — n * 
\: \ 33 a K 3 N ein· di FE on , I. a! ’. 
ober. ' | J Zu 


, , r—wi q —ıır 
cu 4. a. un RE, \ 


ae in , ui nu: ©. 
re na 5 cin ap FRE 2 > 
N i “ a 
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ben, worin ‚bie Wurzelgroͤe . 2 er 


buch Wi: erfetzt iſt. Pic 2m Wi. fet dann die ke Kicft chi dem 
Vunkie Mk in der Einheit der Zeit die Beſchleunigung 2 Wi ’zum erthet⸗ 
len vermag, bie‘ von der Winkelgeſchwindigkeit des Coorbinabenſuſtemmo 
und der innern Geſchwindigkeit 9: abhängt und für bie iii auch: noch 
bie Belebung hat 

ne erpeec,- 





wenn di ben Winkel bezeichnet, welchen bie augenblichiche Drehungs⸗ 
Achſe mit. ber Richtung ber. innern Geichwindigkeit 9; bildet; bir Compo⸗ 
nentn Fi cosli, Ficoesmi, Ficosti diefer Kraft werben benuad) 
die Wertbe annehmen: | 


Rico li =-2älnt ng) -2m(tr 4959 


0——— —— 9 


Ri cos n; = — Amy anni (ei, di Eu 





TR 


Mit biefen Begeiihnungen, und. Woarthen "erhalten . für, ‚bie. Fe 
tive oder innere Bewegung des Punks M; die Gleichungen: 


d⸗ Si if „cn 


Klee rn 4 Beosh 
\ J BEN NE zu In ci In 
m _ mi H—-W-ıF: 
N 75 dı2 =Hr— mit urn ' u 
ei ‘ 2 
on E Mi cos Ki r 2". o co⸗ Mix , 
„eo > R ar 


-? J u —R 
BT = Li — a a DER, er 
u. 2 we N Mo 
Isi- ar 
— 2 u Je co⸗ Yh,i + 2" : cos$ ne 
Decher, Handbuch der Mechanik IH. 11 





— 2 
und fo Immer drei von derſelben Form für jeden andern Punkt, alſo 
wieber In Gleichungen zur Beſtimmung der 3n Goerbinaten E,n,{ 
aller Punkte des Shfiems. . 


x 1 Sol Diefeh, Ghfien in Bezug auf bie ſich drehenden Achſen im 
—* Gleichgewichte bleiben, ſo muß Vm alfo auch Wi; und Fı für 
alle Vunkie Ruß fein, nd man hat Depmady wieder Bm Beblagungen 
wu. ber. Bam: lt, . 12 


— 


mi hei k=2 
A— Sn De cos i — cos ka: — 0, 


mi 


52 m 2. 5 er un Eh cot uin =0, 


mount AMT 2. a COS Yhji +2 re na=0, 


burch ori bie Bihkgeniäifig iede& einzefnen Punktes und damit 
die’ entſprechende Geftalt des Syñems beflimmt' werden kann. 


Befindet ih das Syſtem im Zuftande des äußern Gleichgewichtes 
ober befkgt air eine :gerablinige gleichfbrmige Forkfegreitende Bere gung; 
fo kommen bie vorhergehenden Bleichungen (48) und (49) für bie 
innete Beisehunng Be Panftes ” auf die einfacheren 


au sim 3 
mi 7 — — 2. ur cos ni -t 5 . FR 608 .0i,k 
ee | BE er res —U 
U 
53.) = — 3. u 008 Bari + 3" — cos ik 
dx; nit. Thei-e u 
‚, | am Z— zZ. aa co⸗ ya ur z.. ha cos Yik 


zurück, ha in den. ie sie Kraͤfte 2X, z Yımb 2.Z, in ben 
letztern fie Kräfte 2.8, 2.H, Z.Z, =, 9, Bi und Fı Null 
werden ijnd die Coorbmaten Ei, ni, Zi mit xi, yi, 21, bie Gomponenten 
&;, Hi, Zi mit X:, Yı, Zi gleihbebentend find, Ebenſo werden bie 
Engingen für due ‚unere Gleichgewicht bet Punktes M; einfach 
olgende: 


ı | 
li I’ 212.10... 
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Xi — er 608 eh; 4 2; ‚Fr 608.0% — —( 


ai 
NZ. cut 2"; Aa car — 0 (54. 


f ht i—1 | Y 


Zi — 2. „ Ihi cos yni + z" * eos vin = 0 


und wenn dieſe Bebingungen und jene Gleichungen wider für jeden 
einzelnen Punkt’ des Syſtems hergeftellt find, fo werben dadurch einer⸗ 
ſeits die Seftalt, in welcher das Syftem im Gleichgewicht bleiben Tann, 
und anderfeit6 Die Geſetze der Innern Bewegung besfelben Be tim 
werben Tonnen. 

In dem befondern Falle endlich, wo das Syſtem eine blehende 
Bewegung um eine feſte Achſe beſizt, wird man dieſe als eine ber 
Coordinaten⸗ Achſen der &, m ober F, z. B. als bie der F nehmen, und 
die Ebenen ber En mb EL durch einen beſtimmien Punkt‘ derſelben 
legen; man hat dann einen feften Anfangspunft und bie fürbernden 
Wirkungen 3.8, X. MA. X. Z, welche auch bie Widerſtaͤnde N gegen. 
bte fortſchreitende und drehende Bewreung der Achſe in ſich begreifen, 
werden Null; ferner werben bie Gomponenten p und q. der Winkel⸗ 
geſchwindigkeit ꝙ des Syſtems Null, und r gleich o ſelbſt, alſo auch 
sp = cosyq—=(,cosr =1: "Mat findet‘ damit für die Kräfte 
Ai, N, Bi bie Werthe: 


d=—m IKT: — mi u sig 


dı R) — er h) Kae 


für die Component w ergibt fi | 
Var — 9 V in ui 
bie Coſinus Der Richtungswinkel der araſt Fi — 2; Wi werden aber 
ni ; .—. ’ en=0 
ab ihre somvenenien fs denmach | | nu 
—E———— nenn⸗ mg * > Ficos u=0 
\ 11* 


x 
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Mit dieſen Werthen nehmen bie Gleichungen (51) für. die innere Be⸗ 
wegung bed Punktes M; die Form an: 
kei 


daz; 
m; = —:. In +2. ‚ Jin cos eia 
v h=1 


dp 
+mmz — mid! Img t Fra ; 


ni m 


= Hi— 3. hey +2); AMcor Bin 


+ ma“? ip" +2m9 "3 ’ 


55.) 


mi ns =. Zi— z. ur co8 Yhri + 2”. Er cos ik 9 


und werden nach etwas einfacher für ben Bel wo bie drehende Bewe⸗ 
gung in eine gleichfoͤrmige übergeht, * Lalſo Null wird. Fir das 
ruhende Gleichgewicht zieht man daraus unter ber lebtern Voransſetzung 
und ‚mit ber Beachtung, daß für biefen Zuſtand auch = ‚und = 
Rull werden ‚müffen, bie Bedingungen; J 


r nn) 


h=i— k=n nr 
Hi zZ — Juni cos sah + z F „Ti cosaı — mäigp!—=0, 


a 


06.) H—2 . Jhi cos Bi +2" ji c08 Pix — m mi 9—=0, 


=i— 


Z— Z Jni cos Ya +2 z.. BET cos = = 0 , 


welche auf alle Punkte bes Sofemt megedehnt defſen Geſtalt in dem 
betreffenden Falle beſtimmen werden. BE EEE EEE 


Kr 16 & 32. 

In gleicher Weiſe wollen wie nun bie innern Zuſtande eines ver⸗ 
anderlichen Syſtems, welches aus einer gegebenen Anzahl von feſten 
Körpern beſteht, deren Größe, Geſtalt und Maſſe als bekannt voraus⸗ 
geſetzt wird und welche auf irgend eine Weiſe auf, einander wirken oder 
zwiſchen denen hellebige Kräfte thaͤtig find, durch Gleichungen ausdruͤcken. 
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Dieſe Körper wollen wir, um fle zu benennen, mit A,, Ay, Aı, 
u. f. f. bezeichnen; die Maffe des Körpers A: ſel Bhs "bie Coordinciten 
ihres Mittelpunktes In Bezug auf parallel fortfchreitende ‚Goorbinaten- 
Achſen, deren Anfangspunkt ber Mittelpunkt ber Maffe des ganzen 
Syſtems iſt, xz, Yi, zi, in Bezug auf ein Soorbinatenfuften, das ben- 
felben Anfangspunkt hat, aber eine gegebene drehende Bewegung befikt, 
&, ni, Gi5 Xi, Vi, 24 feien bie zu bem parallel fortfchrriteuben Achſen 
parallelen Componenten der Außern fürbernden Wirkung, welche von 
materiellen Punkten außerhalb bes Syſiems auf den Körper A: aus- 
geübt wird, Zi, Hi, Zi bie Komponenten derſelben fördernden Wir⸗ 
tung nach ben ſich drehenden Achſen; ferner feien Jui, Jaa, Ju, u. ſ. f. 
die fördernden Wirkungen, welche durch die zwiſchen ben Maſſen M, und 
Mi, M, und M;, M, und Mi, u. ſ. f. thtigen Kräfte in der Maſſe M: 
herporgerufen werden, n— ar, n— Pıii, n— yıa felen bie Richtungs- 
winkel der Kraft Ju; gegen die parallel fortfihreitenben Achfen, m — aa; , 
n— Bi, m — y2, die ber Kraft Jai, u. ſ. f., und allgemein m — an, , 
n— ai, 77 — yni bie ber fürbernden Kraft ni, wenn h<i; dage- 
gen fein aisyı,; Air, yiipı diefe Richtungswinkel für die forbernde 
Kraft Isira, weltche von der Maſſe Mizı in Mi hervorgerufen wirb, 
und jo allgemein win, Pix, yix dieſe Winkel für die Richtung ber 
fördernden Wirkung Jix, für welche k>i iſt. Die Winkel, welche 
diefelben Kräfte I mit ben ſich drehenden Achſen bilden, wollen wir in 
ähnlicher Weiſe durch die Buchſtaben A, u, » bezeichnen, fo dab m — Ani, 
"— uni, e— vn; diefe Winkel für bie an Mi thätige Kraft Ini, und 
Mk, ix, via bie entſprechenden für bie an Mi angreifenbe fürdernde 
Kraft Jin porflellen.. Mit biefen Bezeichnungen erhalten bie Bleichun- 
gen für die fortfchreitende Bewegung bed Körpers As. oder vielmehr des 
Mittelpunktes feiner Maſſe in Bezug auf die parallel bleibenden Coor⸗ 
dinaten- Achfen und ben Mittelpunkt der Maſſe des Syſtems, deſſen 
Coordinaten in Bezug auf bie feften Achlen immer wieder X, Y, Z 
ſeien, diefelhe Form, wie bie Sleichungen (46), und man hat demnach 


d2x; dx bai-i kn 
M:— _X _M. — 
Er =Kk—M: 75. z ; I; 608 On, + 2, Fin cos ik 


dy, diy- dsi-i En — ws ‚ 
Ky= GM — 2 Jna:cos Ani + 2 ja cas Pi,k (57. 


d2z; n de A=i—1l .. kn PM — .. 
Mk __ z — i — — 2* . , R ; 
To Zi dis : 2. Ini’cos ya + Zu de cos yix 
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Bezeichnen wir dann weiter bie Winkel, welche bie fich drehenden 
Coordinaten⸗Achſen der. E, n, 5 im Mittelpumtt der Maſſe bes Syftems 


mit den feſten Achſen am Ende der Zeit telnſchließen mit 5, 3, v, di be 


augenblicfliche, Winkelgeſchwindigkeit dieſes Coordinatenſyſtems mit 7 
und die zu den beweglichen Achſen parallelen Componenten derſelben 


mit p, F. r, fo daß wir wieder bie Beziehungen: 


»=— u —— 
rn - N IN. 
..) Re Eu 272 CE Zr 
m. do. > dıy - 
E rt FR I 


and für die Winkel 7, g, 7, weldhe die augenblidlidhe Dochungsachfe 
des oordinatenſuſteurs der 5, N Z mit diefen Achſen ſelbſ bildet, die 
Vleichunger: 


a 


a a 

an » mn 4. — «ft, 

nn ; oeg=—<., mst=—_ı;.\ 
PP. y p 


chatten, und Iaffen wir die Bezrichnungen x, v Bi, 9, mi, fi, 
wi, W;, Pi, li, m, n; dei’ vorhergehenden Paragraphen für bie dem 
Mittelpunfte der Mafle Mi zukommenden entfpredjenben Größen beftchen, 
fo werben bie Gleichungen für bie. fortfchreitende Bewegung biefes Mit- 
telpunftes in Bezug auf bie ſich drehenden Achſen Aberrinſtuumend mit 
den Gleichungen (51) die dorm annehmen: 


(58) 
., M; * 7*i1 —— J 
I H- Sm 3.5—% +-Ficos h-2. 2 Jnicoelni4-Z, JincosAix 


. x. y [1 
. 


2. H—W+Ficos ————— * neo; 


nF zB +Fi 008 ne. —S — 
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Bern ber Mittelpunkt ber Maffe des Körpers. 4. ad Anfang ber 
parallel beweglichen. Achſen ‚genommen werben ſoll, fo. ergeben ſich für 
bie innere fortfchreitende Bewegung: des Körpers A; in Bezug auf dieſe 
Achſen Gleichungen von derjelben Form, wie die Gleichungen (47) 
und (48) und bdiefe und bie Gleichungen (57) kommen wieder auf 
Gleichungen von der Form der Gleichungen (49) und (00) zurüd, 
wenn bie Außer fördernden Kräfte Xi, Yı, Zi une JFunctionen von 
der Maffe M; des betreffenden’ Korpers A; und vom, ben Coordinaten 
x, w, = bes Mittelpunttes ber Mafle bed ganzen Syſtems werben. 

Diefe betztere Ammahme begreift ‚untürligh, auch"alö:befonbern Fall 
diefe in fich, daß die äußern fürbernden Kräfte X;,:!Vi,"Z; Rull find 
und das Syſtem fi) im Zuftande des Außern Gleichgewichted befindet, 
oder eine gleichförmige gerahfinige /fortſchriſende Bewzgung  befist. 
Im Allgemeinen tritt aber dieſer aäußere Zuſtand ein, nicht mir, wenn 
bie Kräfte Xi, Vi, Zi einzeln Null find, ſondern auch, wenn bie Reſul⸗ 
tirendei IX, 2. V, 2.2 fortwährend Rull find und’ bleiben; im 
dieſem Falle find es dann die den‘ Gleichnngen (53) entſprechenden, 
welche die innere fortſchreitende Bewegung des Mittelpunktes der Maſſe 
Mi ausdrücken. —4 


| $. 33. 


| | | } | 
Um ebenfo die Geſetze der innern drehenden wehenn de⸗ ge⸗ 
gebenen Syſtems beziehungsweiſe eines jeden der feſten Körper, aus 
denen es beſteht, in Gleichungen darzuſtellen, denken wir uns durch ben 
Mittelpunkt ber Maſſe des Körpers A; die: drei Hauptachſen gezogen, 
und die Maſſemomente A, B, C diefes Körpers in Bezug auf dieſe 
Achſen beſtimmt. Seren dann femer Pi, Wis. xx die um dieſelben 
Achſen drehenden Componenten ber. angenblicklichen Winkelgeſchwindigkeit 
gi desſelben um feine augenblicliche Drehungsachſe, u”, u{”, m 
die in gleicher Weiſe drehenden Wirkungen, melde von außerhalb des 
Syſtems liegenden Punlten oder Körpern auf den Körppn: Ar ausgeũbt 
werden, CE; Im) ;; (8) pie denſelben Meier entſprechenden Gompo 
nenten ber won dem: Körper A; auf Ai ausgeübten innern drehtuden 
Wirkung, alle EB Die don der gegenſeingen Aötrkung 
der Körper, An und Ai herrührenden und an Ai angrelfenben Momente, 
ü fe fe. Enblich. werden iols Die Winkel, welche die Sage der Hakir- 
lichen Drehungsachien. der Maſſe Mi in Bezug. auf die feften ober in 
Beyug auf die parallel fortſchreitenden Achſen feititellen, mit 9 y “0; ..Y%i 


168 


bezeichnen, und haben dann mit Beachtung ber in $. 221 bes zweiten 
Buches ausgeſprochenen Bemerkung, daß bie relative drehende Beivegung 
eines feften Syſtems in Bezug anf parallel fortfchreitende Achſen die⸗ 
felbe iſt, wie in Bezug auf ein feſtes Coorbinatenſyſtern einerſeits die 
Gleichungen; 


he=a 
—E& at; +” 3@ 
59.) . jean Su 


als Aerderungegefete der Winkelgeſchwindigkeiten Bi, 44 ti, und 
biefe ſind d dann anderſeits wieder mit den Braiepungen: 


rin 9: sim yo 
60). qſP⸗ dw de mn vw. 

| 0 den 

J ie 


zu verbinden ‚am die Dinge jener netüetichen Drehungdachfen gegen bie 
parallel beweglichen Coordinatenachſen zu beſtimmen. 


Soll dagegen die drehende Bewegung der einzelnen Körper gegen 
ein ſich drehendes Cootdinatenſyſtem unterſucht zockben, fo: werben 
wir bie Winkel, burch weiche die Lage der Achten dieſes lbegtern gegen 
feſte oben parnllel fortiähreitenbe Achſen in Zunctioñ. ber Zeit ausge⸗ 
Det wich, dutch 5; 100... 30 bezeichnen, und mat Ou, wi, an’; bie 
Winkel, welche hie Lage der natürlichen Drehungsachſen des Körpers Ai 

egen big fich drehenden Achſen der En, C in Funclion der Zeit be⸗ 

mmen, Wir Haben dann zwiſchen den ebengenannten Winkeln und 
ben porhergehenden, welche, die Tage derſeiben Hauptachſen in Bezug 
‘auf parallel fortſchreitende ‚ober. fefte Coordinatenachſen feſtſtellen ‚die 
Sleihungen: 
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cos I ==.008 9 co 3. + sin ı sin 9 cos (ui) 
J cos I cor — sin # sin 3 cos (u + ” ‚ (61. 
co 3 = + sin di sin dico: YA w 


welche fich. einfach und unmittelbar aus dem Iphärifchen Dieied ZZ, %, 
Fig. 10, ergeben, wenn man beachtet, daß die drei Seiten ZZ,, 7 7 


und Z,Z’ desſelben entſprechende Bogen der Winkel $, 9 und 9 
find, und daß man für bie drei Mintel Z, 2, und bieſet Dreiecks 
die Werthe hat: rn 


— ar . — — a En 
—— air N ab, = n— kan’ +) . 2 =m—ul 


In den melften Faͤllen dürfte dann, wie fchon am Ende des zweiten 
Bnches ausgeſprochen wurde, der einfachſte Gang der Unterſuchung die⸗ 

fer relativen Bewegung darin beſtehen, daß man dieſelbe zuerſt unmit— 
telbar in Bezug auf ein parallel fortſchreitendes Coordinatenſyſtem feſt⸗ 
ſtellt, alſo die Winkel 9, wi und u In Function der Zeit t ausdrückt, 
und dann mittels der vorhergehenden Beziehungen und ben befannten 


Funetionen 5, > und 7 die Winkel gr, wi‘ und u in Bezug auf 
bie fich drehenden Coordinaten-Achſen “ableitet Diefe Ableitung. bietet 
nicht die geringfte Schwierigkeit, ba men durch Die erfte der Gleichun⸗ 
gen (61) direct ben Winkel 9, und mit diefem aus ber wwiten und 
dritten bie Winkel wi -und-ı' berechnen kann. 


Um indeſſen nichts zu wünſchen uͤbrig zu laſſen, wollen wir I 
auch die Gleichungen für die unmittelbare Unterſuchung der relativen 
drehenden Bewegung in Bezug auf ein ſelbſt in drehender Bewegung 
begriffenes Coordinatenſyſtem ableiten. 


Dazu fein x, Yg,’ 'z die Coordinaten eines beliebigen Punktes m 
der Maſſe M; in Bezug auf die drei Hauptachſen im Mittelpunkte bie- 
fer Dlaffe, &, 7’; U feine Sodrdinater In Bezug auf drei Achfen, welche 
den Anfangspunft mit ben vorhergehenden gemenfchaftlich haben und 
zu den ſich drehenden Achfen pärallel bleiben, und x, y, z ſeine Coor— 
dinaten im Bezug auf das mit bemfelben Mittelpunkte der Maſſe Mi 
parallel zu feflen Achſen forkfchreitende ‚Soochinatenfiiin. Ferner ſeien 


a,b, c bie Coſinus der Winkelixn, ey, x, welche die Achfe der x 
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“ 7 


mit ben Achfen der x, y, a bildet, a’, b’, c’ bie der Winkel br, HT, pr, 


welche die Achſe der 9, a”, b’, c” bie der Winkel 3x, Zy, 32, welche 
die Achſe ber 3 mit benfelben Achfen einfchließt. Ebenſo fein a, b, ce, 
a,b, ec, a’, b’, e" die Coſinus ber Winkel, welche die Achſen 
der 8; y, 3 mit ben fih dehenten Achſen ber E', 7’, &’ bilden, und 


a, b, e, T v,; c, 5 P., 5 D die Coſinus der Winkel zwiſchen den 
lebten Achſen ber e,n,d und ben parallel fortfchreitenden ber x, y, z 


Man hat dann zwiſchen je neun dieſer Coſinus, die fc auf die⸗ 
jelben Achſenſyſteme beziehen, die bekannten ſechs Bedingungsgleichungen, 
welche ausdrüden, daß biefe Achſenſyſteme vechtwinklige find (Einl. $.23). 
Zwiſchen den neun Goordinaten bed Punktes m in Bezug auf bie brei 
verſchiedenen Cootdinatenfyſteme beſtehen aber auch die Beziehungen: 


tn a Ed 
hi a en 24 
Br 2 03 2 rd 


z=ag+ any 4a 
yahr+by+hz 
2*e84094 cz 


2 








Sarpan- a'z 
0.00 9=br+by4b 
\ Feertegter 





durch Elimination von E', 7’ und EL aus den drei Ichten und den drei 
mittleren ergeben ſich für x, y und z bie neuen Werthe: 


| (at: b+. eO)y+ (ae +6 +# ey | 
Heart — | 

] Y= RL Ea2 u 07 2207 +Pb + We)H 

| +(dea Ab bi46 e3 
l »=(ca+? 64 5 + (ee Hinten 
Hl Hohe)... 


by 
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und die Vergleichung ber Coeffizienten von x, H, z in dieſen Gleichun⸗ 
gen mit denen derſelben Coorbinaten in den drei erſten ber Sleichangen 
(a) führt zu folgenden neun Bedingungsgleihungen: 


a=saa+tab de b—=ba Ib the 
“ie tthtre Ir neie there. 
"—an + b’t@e "’=ba’+ bb’+ b*e” 


3 “ oe ca +eb + ce. nn 
—X + b’ +.” e 
c "ia toh + ec” 


Sind dam wie Im vorhergehenden Paragraphen P. 9. Tide 


Eomponenten der Winkelgeſchwindigkeit des Coordinatenſyſtems ber 
&,n, &, parallel zu biefen Adhjen genommen, Pi, gi, ri die Compo⸗ 
nenten ber Winkelgeſchwindigkeit gi bed Körpers A;, um feine natür⸗ 
lichen‘ Drehungsachſen für einen Beobachter, welcher dem parallel blei- 
benden Goorbinatenfyftem. angehört, Pr, gi, ri die Komponenten ber 
relativen Winkelgeſchwindigkeit gi dedſelben Körpers um dieſelben 
Achſen für einen Beobachter, welcher an der Bewegung der Achſen der 
E, n, 5 Shell nimmt, fo erhalten wir für dieſe neun Componenten 
aus je drei ben. Gleichungen ‚(a) durch dieſelbe Behandlung, welche 
mit ben Gleichungen (n) in $. 184 des zweiten Buches vorgenommen 
wurde, und mit der Beachtung, daß zu biefem Zwede in ben drei 

mittlern ber vorhergehenden Gleichungen (a) die Coordinaten E', 7’, & 
als unveraͤnderlich zu, betrachten find, d, h. als einem Punkte angehoͤrig, 
welcher mit den Achſen der Z, n,. &. feft verbunden bleibt, wie in 
&. 185 des vorhergehenden Buches die analytiſchen Werthe: 


f EL. a’ »| ” dh’ „A _ ‚db’ ’ 

rt arte) ) 

so: a re -(t dr 4 ten) ' 
= + 


sein = rt et a b F rs 7) 





17R > 

od dh de __ (de ah” zde 
ehren kr) 
2 de ‚dh, -de da, „.d, .„d“ 
br Tr Ha arte) 
— il), 
und | 

gie db, „de__ de, .db’, ‚de 
pia aus ir Tauhdr Tasse LAr Tender auherTy 5, 


‚_ „da  „db’, _de ‚ta, ..db, .de 
=a —+b arte te rd re 7)* 


_ ga da. „db ‚de de db’ de’ 
\Meetbate (a rbzte Te) 


⸗ 


Die Gleichungen (e) geben aber auch bie Aenderungsgeſetze in Bezug 
auf t: 


da -da „db de, de „dr. de 
Tieriir Tine nr'atentb e 
db. da „db „de dh „d dh 
are treten 
de -da -db „de _de „dd de 


und wenn biefe in bie obigen Werthe von pi ‚gt eingeführt wer⸗ 
ben, ſo trhält man für bie letzte dieſer Componenten den Ausdruck: 


2,1 = 1 ».ndoda db de, .dae „de de 
ee rag tbgr ten) 
a, or wunded, db ..de „db „Ah db” 

+ bar+P be y{ IH + rar ter) 


ass ser Do ld, db de, de. „de, dv” 
Leateb+:e er er "ta +btes, . 
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Führt man dann die Multipitcation aus, agibt ſich mit Beatung 
ber Bebingungegleihungen: 


FAR , PFERTIRFFEER 
nun. . ur ſ.f. 
den 
N Tem 
uff 


und ult Berũckſichtigung der vorhergehenden Werthe der Coruponeuten 
5 9, T, ber einfaihe Ausdruck: 


sen +(ab— WEHR Hbe ce)». 


Man bat ferner nach $. 21 der Einleitung für die Gofinus a’, b’, e 
ber Winkel, welche eine Gerade, die auf zwei andern unter fich ſenk⸗ 
rechten Geraden fenkrecht ſteht, mit drei unter fich rechtwinkligen Achjen 
bildet, wenn a, b, e und a’, b’, ©’ die Coſtinus der Mintel zwiſchen 
ben letztern Geraden und denfelben Achfen vorftellen, bie Beziehungen: 
-be—be / baae-ald ,„ v=ab—ab, 

und mit biefen findet man dur) ben vorhergehenden Werth von ti, ſowie 
durch ähnliche Umwandlungen in Betreff der für bie Eomponenten pi 

und “ fih ergebenden Werthe die Sleichungen: ’ 


mentaptngter ) 
an tap+bater 6 


Die dret lehten Glieber dieſtr Gleichungen. find. aber ench; bie.qu ben 
Achſen en: 35 9, und x parallelen Componenten der Winkelteſchwin⸗ 


bigkeii * des Loorbinatenſyftems der 55 7; d; ; bezeichnet man dieſe 
denmech Bit Par ſo hat man die enſachen Veithargen 


pin p, Mt rn Bench... 
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Aus diefen Beziehungen folgt, daß bie mugenblidliche Winkel⸗ 
geſchwindigkeit des Körpers Ai für einen unbeweglichen Beobachter bie 
Refultivende ift aus der Winkelgeſchwindigkeit der fich drehenden Achſen 
und ber relativen Winkelgeſchwindigkeit, welche ein Beobachter wahr⸗ 
nimmt, ber gegen die Iehtern Achſen eine unveränberliche Lage behält. 
Die Rage der augenblicklichen Drekungsachle des Körpers gegen bie 
drei natürlichen Drehungsachfen desſelben befitmmt fich wieder Durch bie 
Berhältniffe der Componenten ber Winkelgeſchwindigkeit zu dieſer ſelbſt; 
man bat daher für die Winkel A, u, », welche die Drehungsachfe für 
bie abfolute brehende Bewegung ‚mit ben genannten Achſen macht, bie 
Gleichungen: 


or EC ut tn, 


pi pi pi pi 
u ' . Y ” u 
im. 
coey F En, 
- , ı 


worin U 
n= Vera ter. 9 


Be =Vor Fate 


iſt während die Winkel A’, u’, »’, welche die augenblickliche Drehunge- 
Achſe für die relative ————— mit ‚heulen Achſen bildet, 
durch die Gleichungen: | en Fan 

= cog _e s.  coy =. 


pt ? 
beftimmt werden, wozu man haf 


yi = VYe’+a?+ 7? . ! 


Die Lage diefer letztern Drehungsachſe iſt alſo in dem Köcher As elite 
anbere als die erſtere, obex ber bem ‚beweglichen Beochinatenfoftem an- 
gehürende Beobachter ſieht den: Körper in jedem Augenblide um eine 
andere Achſe drehen, alg. der unbetvegliche Beobachter, und wenn man 
bie abjolnte Winkelgeſchwindigkeir pi des Körpers in Bängenenheiten 
auf diejenige Hälfte ber entfprechenden augenbliklichen Drehungsachſe 
anfträgt, von welcher dus gefehen,. bie biebende Bewegung eine Bofltink 
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iR, die Winkelgeſchwindigkeit $ dagegen in gleichen Rängeneinbeiten aber 
in entgegengefegtem Sinne genommen auf eine durch den Mittelpunkt 
ber Maffe Mi gelegte und zu der augenblilichen Drehungsachſe des 
Coordinatenſyſtems der E, 7, & parallele Gerade, fo wird die Diago— 
nale des über diefen Winkelgeſchwindigkeiten conftruirten Parallelogram⸗ 
mes die Größe ber augenblidlichen relativen Winkelgeſchwindigkeit und 
bie Lage ber entiprechenden Drehungsachfe im Körper A: beſtimmen. 

Sn $. 189 des zweiten Buches wurden die zu ben natürlichen 
Drebungsachien parallelen: fürbernden Eomponenten X’, W, 3’, fowie 
bie am dieſe Achfen drebenden Wirkungen einer Kraft % abgeleitet, 
welche einem materiellen Punkte von der Maffe m,. der einem ſich 
drehenden feften Körper angehört, wenn er frei und für ſich allein wäre, 
biefelbe Bewegung ertheilen würde, wie er fie in Verbindung mit bem 
feſten Körper erhaͤlt. Die drehenden Componenten biefer Kraft nehmen 
tn uuſerm jetzigen Falle die Bezeichnung und Form an: 


M=dy—Y, S— 33-7, M=Vi-iY 


und durch bie Eomponenten der abſ oluten Winkelgeſchwindigkeit augge⸗ 
drückt erhalten fie Werthe von derſelben Foru, wie bie Werthe (131) 
in dem genannten Paragraphen, in welchen man wur bie &, n, & 
durch & y, z eriehen darf. Dan hat daher 


————— 
la) (BF +MH-+r3) 
u ſ. f. | m 
nub erſteht "daraus, daß -biefe Gommponenten blos von ber Winkelge⸗ 
ſchwindigkelt bed Körperd und ben Coordinaten bed betreffenden Punktes 
im Bezug auf ˖ deſſen Hauptachſen im Schwerpunkte abhängen, daß alſo 


auch die Geſammtwirkungen ber um dieſelben Achſen drehenden Compo—⸗ 
nenten für alle Punkte bes Körpers A; dieſelbe Form behalten, nämlich 


TERM DB _ uch —8;) 
2 di _ „.. Mr 
| 2. = Bi — pir (Si— NAi) 


| 2. = ©; = —⸗piqi (A Bi) 2 
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Wenn man daher in dieſe Werthe bie einfachen Beziehungen (62). 
zwifchen den Somponenten ber abfoluten Winkelgeſchwindigkeit und den 
Componenten ber relativen Winkelgefchtwindigkeit einführt, fo werben 
biefelben unferer Unterfuchung entſprechend bie Form annehmen: 


3.M,;= er di. Yi ri. © + U; E_y, B-; 
ZEN pe 4 BP _g9(-M), 
’z.M, -&; — Hai + Aaakratt 0 


Beachtet man _enbiih, daß die beiden ehlen Glieder in jeder. geile 
eine um bie entſprechende Achſe brebende Kraft vorftellen,, welche dem 
Körper Aı in: Bezug auf dieſe Achſe dieſelbe Winkelbeſchleunigung er⸗ 
theilen kann, welche das Coordinatenſyſten ber &',:7',. & in demſelben 
Augenblick um eine parallele Achſe beſitzt und bezeichnet dieſe d brehenben 


Kräfte den Achfen der 2. 9 und 3 entſprechend, m mit Be MM, Me, 
ſo daß man hat 


= ri J 
u dt Er worre 
2) (Wer 


RE DR Rt Nyon 


dann die drehenden Wirkungen der Außen Kräfte um biefelben Malen mit 
Mm”, MP, MP, die einteder innen Kräfte mit 7; 3, 
fo werben nun bie Gleichungen für die Innere drehenbe —** des 
Körperd Artn Bezug anf die in’ drehenbet Bewegung begeiffenen Achſen 
der E; 755 fülgende Form erhalten: 


8 .1 23 On - h=n (x) 
a FB) HM etz Bu 
day 6. h=n 
SB: nl = el 151 ++ Z ’ a D 


— , 32. 
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i h= 

In dieſen Gleichungen find die Innern Rrfte 3. uff 
Sunctionen der Winkel 9, wi und ıw, burch "weise bie Lage F 
Hauptachfen des Körpers A: gegen die beweglichen Achjen ber &, n,.C 

beftimmt werben, bie Kräfte M;”, u. f. f. find Functionen biefer Feten 
Winkel und ber in Bunetion der Zeit & gegebenen Winkel $, 3, v, 
und bie Kräfte m. u. 4J. f. ſind Buncionen der ebenfalls als bekannt 
vorausgeſetzten Winkelgeſchwindigkeiten p. q, E und ‚der Winkel %, 
wi, wi. Es find. demnach nur dieſe letztern und die nnern Winkel⸗ 
geſchwindigkeiten pi ‚gi, ri als unbekannte und zu beftimmende Zunc- 


fionen dev Zeit in den Gleichungen (63) enthalten und man n bat daher 
biefe Gleichungen wieder mit ben Beziehungen: 


vpꝛ —— rin or in 





zu verbinden, um aus benſeiben jene Functionen von 1, ober bie Geſcte 
der innern drehenden Vewegung abzuleiten. 


$ 34. 


Was nun noch die Bedingungen für das innere Gleichgewicht eines 
aus feſten Koͤrpern gebildeten veränberlichen Syſtems betrifft, jo wird 
man diefelben für jeden einzelnen biefer ‚Körper Tetcht aus bem Vorher⸗ 
gehenden folgern können. | 


In Bezug auf parallel fortf creitende Coorbinaten⸗ Achſen geben 
die Hlelhungen (57) für das Gleichgewicht des Mittelpunktes der 
eſſe Mober‘ für" das Gleichgewicht bes Körpers Ar Länge 'biefer 

i 2y; 27; 

fen, nd Du be Banbruageich De 5 5 

Ru ſetzt, Die Bedingungen: : 
Decher, Hanbbuch der Meqchanik LI. 12 
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dX Asi-i u — 0 

Ki — M Fr 2. Jhi c08 an; + 2; ik cos ai = U , 
h=i— | kon 
i— wi — i i Vi ik = 0 
65.) Y; _y‘ Kr ur Jni cos Pai + 2 ;, Fi cos Pik 
dig beit . - 
Zi — Mo Fr Z . Jni cos Ybi + S. Fr cs yk—=0. 
‚ hei . 


Die Bedingungen für das vuhende Gleichgewicht besfelben Körpers um 
feine‘ Hauptachien folgen aus den Sleichungen (59), wenn barin bie 
Componenten ber Winbeleſchwindigten sn Ru genommen werben 
und find einfach 


h=n h=n 
mP+2.=0 , mw =0, 
66.) = Br 
j me + 2. ‚=0 
.) vr. n e 
man fann aber bie innern und kußem deehenden Wirkungen nun ebenſo⸗ 


wohl auf die. Soordinaten = Achfen ſelbſt bezlehen, und biefen Bedingun⸗ 
gen die Form geben: 


x h=n x 
. M; +2. Mint J .. ar 30 
67.) J 


indem man die an dem Körper A; anpreifenben und um bie Achfen der 
x, y und z drehenden Wirkungen ber äußern Kräfte mit MI, MP, MI”, 
mit es Ihy. ‚Am dagegen die um Biefelben Adfen, hrehenden Kräfte 
bezeichnet, welche in Folge ber Wechfelwirfung nyllcheu bem Körper Ay 
und Körper A; an bem Ichtern thätig find. 

Gbenſo. wird man, die, Bedingungen für das Blelägeniit in, Bezug. 
auf ein ſich drehendes Coordinaten hſten ‚aus, den Gleichungen (38) 
und (63) ableiten; die erſtern geben übereinftimmend mit den @leichun- 
‚gen (52) für das ruhende pelative Gleich gewwicht des Mitwipinittee der 
Maſfe M; die Bedingungen: u rail id eh Tan, 


er 1; ur; u gs ig vers,t 
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(Hi H— F er cos Act 2. die cos A) 2. M—M: *5 = =) 


u 234 


j Bin E 
Cau 50; Treo + 3. en eos u) ZM Mi Hi=0\*, (BB. 


(Zi— Bi — 2. I; cos vna r 2. Ar cos 8 Yik) 2. MW 2 2. 7* 0 


4 > 
Yı FR .. ... 3 u: 


und aus den lehtern zieht man für das ruhende relative Gleichgewicht 
des Körpers A; um feine deuriachen die Bedingungen: 


Non” 7. 


wu H, 
a N a er — 
J bon „ nn 1, —— ke 
. m”; R 4 unseres DEE] #78. 
4 Dat FRi+Z = 1." un nn...) 
Wenn org Tan Pe . Ar vorn. nt 
wiaichen mit. der Werthen IC} von A; en Ri nd DE 
erhalten u yo Re wulfsr Werl. it 5) 


} — N ae 3 EL ur . Rare Jul Ir. 1 * 
nt d Terioe, —— Mt hi ha ; m 
1. Fon LM J 
IR "'. das ran hund hal * F * un de“ 
iM BP) 9) 
F ie "(8 - mn RE +2 —F 


. 
] 21 ib: 


z ei Me ae 2? 


ih 
I eaz Br z 


Mr orte 
rend 


ackie 29 


di ; hin nö. was! ohnehl ken, da ni ei K: Bürd, 
bie Geſammtivirkung der inner und äußert dre ‚Kräfte ‚ei N ne dbz 
fotırte‘ drehende Bewegung um feine Hauptachfen — erbunk ‚ erhal-, 
teh muß, welche ber’ des Coordinaten ſyſtems der & Pr in, Bezu „a auf 
parallelen‘ Achſen gleich und mit ihr in gleichem MT jerichtet 12 
Wir erhalten demnach für Me a „ Köcper besSt Reine in jedem’ 
Balle Gu Bebingungägleihingen;;- welche zur — — rar öteich- 
gewichtslage ihrer Mittelpunkte und ihrer nptäelien Drehungsachfen 
en ee rn na ai) 
Sn befondern Fällen nehmen fowohl die ddtherge ynben, Bedin Inge 
geſhangen Fr des Innere" Orkichgentcht, TE big" An 5 Barde, 
gtabhen abhzelelteten Geſetze! Für bie innete' —* ‚one au Feten 
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Körpern beftebenden Syftems wieder einfachere Formen an, welche ſich 
aus ihnen nad) ben in F. 31 für ein aus materiellen Punkten beftehen- 
des Syſtem und für ſolche befonbere Fälle bargeftellten Gleichungen 
leicht ableiten laffen. 


) 
! 


an. —8 veränberliche Enten. 


Ina f 
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Kommen wir nun zu der maereguig des innern Zetames eines 
Syſtems, welches für unfere Vorſtellung und insbeſondere für die mathe- 
maͤtiſche Behandlung als ein Syſtem von ſtetig aufeinanderfolgenden 
materiellen Punkten zu betrachten‘ if, in welchem aber bie zwiſchen den 
einzelnen Punkten thätigen Kräfte. unbefannt find, von welchem nur bie 
anfängliche äußere Form und das für den Anfang ber Bewegung gel= 
tende Geſetz, durch welches Die grometriſche Dichte in einem durch feine 
Coordinaten beſtimmten Punkte ausgedruͤckt wird, gegeben iſt. 

Bei einem ſolchen Syſtem haben wir eine zweifache ſtetige Aende⸗ 
rung zu beachten und zu unterſcheiden, einmal die ſtetige Aenderung in 
der Lage eines Punktes in Folge feiner Bewegung, alſo in Bezug auf 
bie Anderung der Zeit, und dann den fetigen Uebergang von einem 
Bunfte bed Syßemnt zu einem andern, Für biefen Ießtern..Anb bie 
Goorbinateg x’, Y, z.eines Punktes als vollig unabhängige Meränber- 
liche zu. betrachten; in Bezug auf die flefige Aenderung der Lage durch 
die Bewegung und mit der Zeit dagegen werden Jene Veraͤnderliche von 
einer vierten, der Zeit t, abhängig und ftellen noch unbefännte Zunc- 
tionen biefer legten v vor. Wir wollen daher die Yenderungsgeiehe im 
Berug auf. die Zeit wie gewöhnlich durch dad Differential⸗ Zeichen d 
andeufen; ‘bie Anfangswerthe folder Aenderungsverhältniſſe dagegen, 
werche‘ fich auf den Webergang von einem Punkte bes Syſtems zu einem. 
andern ohne Ruͤckſicht auf, Die Bewegung beziehen, durch bas Varlationd-, 
zeichen 6; wie +8 in der @inteining $. 43. u, f Angewenbef , wurde, | 


©. Dane —* Fr; , vn ice Di lnaponnten ixg as “ 
ger „h u suis 


der Bejgminbigtet v = eines Bunte ki deſſen Ange am —* 


jeit Die © opcpinaen,, "KyYea. in, Bezug, auf ein. feftes 
Gr ne! Or wirdz deſe Plan Pi danik „aber, 
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wie die Geſchwindigkeit v ſelbſt, Functionen ber: Goorbinafen x, y, x 
und der Zeit i, wobei bie erfiern ſelbſt als Functionen ‚won 4’ gebadht: 
werben müſſen; wir müſſen daher ‘auch bie vollſtaͤndigen  Wenderungss 
geſetze diefer Functionen m Bezug auf 4, Beat nit der in ber 


'Gr % J. 
Einleitung $.32 uf. angewendeten Bezeichnung bu wer a * 
au du, dw 


oorftellen, um ſte von den theilweifen enberingägefegen Ge 7. 77 


in Bezug auf t allein zu — Wir haben dann nach den am 
genannten Orte ausgeführten En wickelungen für jene vollſtaͤndigen 
Aenberungögefege bie entwickelten Werthe: 


d. ux ne UIdrn , (ix day. Idee. 
de =? Ant ten 


dur Ol düx d "ii 


= + Er TE er 
. : 





d.t ; dur u Oil . düy ’ dur | 1 
dt” zus: dx + Uy s, +, Uz 97° / 





und ganz ahnliche Begiefungen egeben f ſich auch für die Kenderungs- 
geſetze der Fomponenten U, Ur — Geſchwindigkeit v 
eines Punktes x'y'z’ in Bezug auf ein parallel ſortſchreitendes Coor⸗ 
dinatenſyſtem und für die Aenderungsgeſete der Componenten u; ; n,, u; 
der relativen Geſchwindigkeit vz eines Punktes E 2 C in Beug auf ein 
fh drehendes Coordinatenſyſtem. :.°. 


Denken wir! ung nun das Softem zuerſt auf parallel; ride 
Coordinaten⸗ Achſen ber x’, y’, 2" bezogen, beren Anfangspunkt 
augenblickliche Mittelpunkt dev Mafle des Syſtems ſei, und dann am 
Ende der Zeit t einen Theil desſelben in dem Punkte'x’ y’ 2’ durch drei zu 
den entiprechenben Coordinaten⸗ Ebenen parallele Ebenen begrenzt, fo haben 
wir für den fo begrenzten Raum V den Ausdruck (Buch H., $. 58): 


.  : F fil,.) 
on s V = [ex fürfäe ‚tr i 
-. x. vr Pa , a 
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Körpern beſtehenden Softems wieder einfachere Formen ay, welche ſich 
ans ihnen nach den in 6.'31 für ein aus materiellen Punkten beftehen- 
des Syſtem und’ für ſolche beſondere Faͤlle bargeftellten Gleichungen 


leicht ableiten laffen. 


€ 


ın.  Certige veränderliche Snpeme 


De ' . ’ . ne 
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Kommen wir nun zu ber mner ſnqquig des innern tuſtanbes eines 
ſtems, welches für unfere Vorſtellung und insbeſondere für die mathe⸗ 
maͤtiſche Behandlung als ein Syſtem von ſtetig aufeinanderfolgenden 

—* Punkten zu betrachten" iſt, in welchem aber bie zwiſchen ben 
einzelnen Punkten thätigen Kräfte. unbekannt find, von welchem nur bie 
anfängliche aͤußere Form und das für ben Anfang ber Bewegung gel- 
tende Geletz, durch welches bie geometriſche Dichte in einem durch feine 
Coordinaten beſtimmten Punkte ausgedrückt wird, gegeben iſt. or 
Bei einem ſolchen Syſtem haben wir eine zweifache fletige Aende⸗ 
rung zu beachten und zu unterſcheiden, einmal bie, ſtetige Aenderung in 
ber Lage eines Vunktes in Folge feiner Bewegung, alfo in Bezug auf 
bie Aenderäng der Zeit, und dann ben ftetigen Mebergang von einem 
Runfte bed Syßemt zu einem andern. Für dieſen letztern And bie 
Coordinatenn x‘, 'Y,.2.eines Punktes als vollig unabhängige Weränder- 
Viche zu. beirachten; in Bezug auf die fletige Aenderung der Lage durch 
bie Bewegung und mit der Zeit dagegen werden Jene Veraͤnderliche von 
einer vierten, ber Zeit t, abhängig und ftellen noch unbekannte Bunc- 
tionen biefer legtern v vor. Wir wollen daher die Aenderungsgeſetze im 
Berug auf die Zeit wie gewöhnlich durch das Differentinl= Zelchen d 
andeuten; "die Anfangswerthe folder Aenderungsverhältnife. dagegen, 
welche ſich auf deu Uebergang. von einem Punkte des Syſtems zu einem 
andern vhne Ruͤcficht auf, Die Bewegung beziehen, durch das Vatiations⸗ 
zeichen 6; wie in der Einleitung Bf angewendet wurde. 

) woben Er en de cher bi Gonrenutn Bu, te an 

der : Gefgrinige ‚= de eines Bunter; ‚deren Ange am Ende 


Zeit t ie Soph Usher i. 2. "in Bezug, auf en. feſtes 
nd 5 Kt wirhz biefe ‚Somipqnenten, finh. dann aber, 
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Die weitere Entwickelung dieſes Integrals gibt mit der entfprechenben 
Aenderung in der Ordnung der Integration und mit Verictſchtiguns 
bed Werthes von V ben Ausdruck: 


fs fi je je fifa Anz 
at 
Ye 7 
A x ' 
Je gl Ku +48 Er feet 
fe" jr 


und der Anfangswerth biefe® Aatenngeyndites führt auf das 
Aenderungsgeſetz: 


ee fie jaja U, 
yo 


da die vier letzten Jategrale offenbar mit 41 verkhreinden. Nimmi 
man dann von dieſem Aenderungsgeſetz des Raumes in Bezugnauf bie 
Zeit das Uebergangsgeſet in Bezug auf die von ber Zeit unabhängige 
Anderung von x, yY, 2°, oder für den Nebergang, von dem Punkte 
x’ y’z’ zu einem $olgenben; ſo pi fi wit der Beachtung, daß 


FE 


8 
PL av en 
dt  dudyda de 
dXdydrY di dt 


. . \ » . _ i , & ; . j , 
gejegt werden kann, wenn man mit o die am Ende einer beliebigen 
Zeit eingetretne geometrifche Haumansdehnung in dem Punkt 
x Yz bezeichnet, die Beziehung: 


F ai dr 6 oh 








1m 


— — — — — 


welche demnach ſowohl das zeitliche Aenderuugegefch— ber örtlichen Raums 
Anderung, ober Raumansbehnung E, ald.dad Uebergangsgeſetz der auf 


bie Zeit bezogen Raumänberung = ausdruͤckt. 


Sn Folge dieſer Raumaͤnderung, welche durch bie Innere Bewegung“ 


erzeugt wird, Andert:fich auch die geometriſche Dichte q in dem Punkte 
xyz; dieſe Aenderung iR aber durch die Volumenänderung bedingt, 
ba-die Maffe M bes begrenzten Theiles ftetig und unverändert bleiben 
muß, und es wird fich zunächft darum handeln, die entinrechende Be— 
ziehung zwifchen der Aenderung ber Dichte Ind der Bolumenausbehnung 
feftzuftellen. Dazu wollen wir, um feinen Zweifel über diefe nene 
Beziehung obwalten zu laſſen, wieber zur unmittelbaren Betrachtung ber 
Aenderungsverhältniffe zurückgehen. Am Ende der Zeit t haben wir 
mit einftweiliger Weglaffung. ber Accente bei x, y und z für bie be- 
grenzte Maffe M (Buch II., $. 22.) den Ausdrud: 


x y 2 
= [22 far far: 
X N) Ze 
nah der Zeit t-+ It wird die Dichte q in bem Punkte xyz in 
q + Arq übergehen, wenn Arq bie Aenderung von q in Bezug auf t 
allein vorftellt, und die obern Grenzen x, y, z der Integrale werden 


wieder x + Arx, y + Ay, z + Az; ber vorflehende Werth ber 
Maſſe M,. welche. ſelbſt ungeaͤndert bleibt, nimmi daher nach dieſer Zeit 


die dom an? 
tax py+Ar +8 in 
ja jer je (ram. J 
Es iſt aber auch wie vorher 


| zt+ 12 Z s+ 2 
Senn) (q ua m 


m. ‚Lo 2 


+ Ai 24-42 j 
9 An Ar: q its Ad; 


— —— — 





und damit ergibt fich 0 


yFAypz+Lfı 1449 — Zu 
j* j® we for aA J 


on . y+Ay +48 ' 
. SF . je J 


2+ 42 ! 

ſaſuß —————— 
Yo ; 
ytaıy 445 Hay +44 
PETE TEE 
s yray + Az 
Ye 2 hg. 


\ 1 u. nn \ 
. 7 * ” 


Butt findet man durch eine ayhnliche — 


xx [Bi 2+ At 
Es | lee (a+ Aa) | 


y+Iy pı+ Az u 
M fe IR Se 


— 


run 


sun 


—— ray +42 J 
je. fe. ni re 5 


und bie —S dieſes — ii it reihe ya 
rungen in ber Ordnung ber, Integration folgende: zwölf Glieder: 


\ 
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Ch.) 
x | Y 2 x y gpz 
=[22.j07 far.0+ [fox IE fr 
X o Zr ee 
2444 vm448yY -+-A x 
FLSELILETSE 
+ Az y+Ay 
ER a0 ja fee ha 
: J X AX 
or fa fü ha 
x prtar pt MAc pı+ A 
+]? | dy fü arANH, AR d * j* (+ IQ 
X, Yo 


Y 


x+ A: tray 
Je J (a+Kg) 
xı+- Aıx y+t4y 2 At: - u 
Ar je {f (+AN). 


Beachiet man mın den Werth von M für dag Ende ber Zeit t, womit 
die linke Seite ber vorftehenden Gleichung auf Null kommt und Das 
erfte Glied der rechten Seite hinansfältt, nimmt dann das Nenderungs- 
verhältniß der fo rebuzirten Gleichung zu At, und geht zu den Anfangs- 


werthen ber einzelnen Glieder dieſes Verhaltniſſes zurück, fo ergeben ſich 
für die beiden erſten dieſer Glieder folgende Ausbräde: 
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x. .iny 2‘ Be Eee 
fox [ar a4 u. 
A: m _ jo: jr fü Anf: 4,, ' 
je je 2 
" di - 
Xe 0 25 
z+ Az | 
Selle R x A, ee 
je fr Anf: ‚de. % 


vV 





22 


fe ER Anf: F: vw Ar: 
u [freie fi Ta | 
. si 2 Xo 3 








in beren lebteren 0. das Integral der Function q “in. * af t 
allein vorftellt, fo daß man hat 


ad: _ 
da 


Auf ähnliche Bet findet man für bie beiben folgenden Glieder bie Werte: : 


yrar . 2* Bere 
a 6 


Anf: du dı jo au 


SS “ "faopa 


Auf: a gux 
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währen leicht zu fehen tft, daß bie Anfangswerthe aller übrigen Glie- 
ber wegen ber doppelten und mehrfachen Aenderungen, welde mit St 
verſchwinden, auf Null zurũcklommen müflen. So gibt z. B. das 
fünfte Glied 





HAPE “ 
„le. HAN Ad. +2 
mMerſt Anf je») * 
Yo 


und wenn Auf: Er = d geiegt wird, fo folgt: weiter 


+4 x Y 2 J 
uff fi . ae jr fie ‚ 


wie für alle folgenden Glieder. Man zieht alfo aus dem vorhergehen- 
den Ausbrud (b) die Gleichung: 


, x: PY 2 
j» j je fe Je 4% 5 je quy 
MX: N. 2 — 
0 IE -J%x =0 


und daraus aabiich in Berug auf bie‘ gleichpeitige unabpängig Aende⸗ 
rung von x’, y’, z’ das nebergangegeſet: nn | 
d. gr d. guy 


® 18 —8* J 
an) + er ar r 0. 





Gntwidelt man bie brei legten Glieder : Meet Anceruaee weiter, ſo 
wird derſelbe 


‘ 


dur Ri d ’ - 
Hang + up te =-1(5 aY =)» 
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und wenn man beachtet, daß bie linke Seite das vollitänbige Aende⸗ 
rungégeſetz 75 2A per Dichte q als Function der vier Veraͤnderlichen 


X, y, 2 und t in Bezug auf bie Zeit ift, und bie Steigung: (70) 
bmidfiigt w wird , ſo man bie; eiufache- Yeziehung: 


. ut 


10, de eo‘: Ta 
8*Ê 
und daraus folgen die Orig —4 
, Fa | Be ; A = ; 
. 00 —- 6 
0-0 — log * X 94 q90 e %_ (726, 


worin 40 bie Dichte und: p. die geometriſche Raumansbehnung bes 
Punktes, x’ ya’ .am Ende der Zeit.t, bedeuten, „und welche das Gefch 
ausdrücken⸗ nach welchem afi L. Dia ih ve. w bie il 
Auchehnung audert. 1 
1 “ : 4 gg 157 ! RR EL EEE re si 67 
In derſelben Weiſe, wie wir das Aenderungsgeſetz der begrenzten 
Maſſe M in Bezug auf die Zeit abgeleitet haben , * wir auch das 
erſte und zweite Aenderungsgeſetz der Moment A⸗, duech 
welche die Lage des Mittelpunktes jener beg aut, in Bezug 
auf die parallel fortſchreitenden Achfen, deren gt der Mittel⸗ 
punkt der Maſſe des ganzen Syſtents iſt / beſtiwmt alten 
dadurch Pie Beziehungen für e Bitvegung jen henfng 
Laſſen wir vorerſt wieder die Aocente «bei \den Veränd * \ 
hinweg, was basfelbe if}, als wenn wir ben Mittelpuntt ber 1 
Raſſe als undeiweglich betrachtet, oder bey Mitkelpunkt der |begtenzte 
Rafie uf; ein ſeſtes Coorbinaten ſtem Kai en, ſo e hab if me 
der Zeit, tiſ Buch Hy 8. 22 (16) ' 


Se erh Yr- tel) 
ef | | —2 — 


nach der Zeit ° + At dagegen werben dieſe Ausdrücde in om 


1 


— xp 4. AY part Ar 
Jr fr J: Z. —— 

J 
| s+4x 
d.) M(y-+Ay) »-fi f 





M(x+4ıx) 


Y+Ay + A, 
y je 04 440) 


Yo 
x+4, yrAypıt Ar | 
M(=+ 4x) jo: IE .j® ‚(arm 


übergehen, worin wieber Aq bie von ber Zeit alfetn abhängige Aende- 
rang der Dichte in dem Punkte xyz vorſtellt. erlegen wie dann den. 
Werth von M(x-H IX) in ähnlicher Weiſe, wie ben obigen Werth von M 
am ˖Ende der Zeit t-+ 27, To ergibt ſtch mit: Hinweglafſting derjenigen 
Glieder, wortn ich die mit At verfchwindenden Aenberungen zu ſehr haͤu⸗ 
fen, und mit Berüdfichtigung ber erften ber Bleihungen (c) der Ausdrud: 


1. ai, at. DR Br 
EI PET ur ns . 
Bet >). afienss EEE ER Zr 
Achmed: Hay. AIR 
fe fe Be je Jefefe? 
har. pR 143* FR x 48 
fofafe fü Jar fajafe ——— * Er xx Au 
Ay rd x+ 4, Bi 
J "KU A —28 N a da.0x: 


Fur} 


. ve nz Erz fr 
aD. | „| u) * qx 


‚+ etc. m HIT I Ran hu NV H 





% 
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aus welchen De das Aenderungeverhättnit M nr und ‚beffen An- 


fangswerth —F = gezogen werden kann. Nach dem Vorhergehenden 
wird man für Sen Teen ı und bie den andern Coorbinatenachſen ent⸗ 


(prechenben m 17 Y, mI= = mn leicht bie Aubbrüde ableiten 


Fr ff ** Bu 
dx 
+Jo2for 200 + eff oe Poſu x15 
xpy pz 
dq , ER 
[a forforri N . 
Xo y® Ts \ 
34 dr 
{of 4; I— Yale ya = — 1171 
2——— frei Fi 9 Eu j J 
—— ——— ‚ff: ff di ' 


und daraus für ben nvehen zu dem Punkte: xx, Ay. —8 
die einfachen Geſetze 


».M, * J Ti J 0%, ls u h 
r Ag Au qu N ! 
dxıdydz "di i drdydz rise 
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erhalten, wenn man; begchtet, daß bie Veraͤnderlichen X, Y, 2 für die⸗ 

fen Nebergang vom. einander unabhängig And, daß man daher einer⸗ 
ſeits hat u 

d.xaum en . d.yaw d.qu, 2 u 

Tu Er er an 


auf ber andern Geite aber auch 20,04 


Pe. r 


Ö.XQux ' _ d.qu% 
da "Tr Zu lE 





dt I, ii 
* y dy + Jy; 


d.zqu, d.qu u Ze 
N 


und * demnach bie. rſte bi k ‚Geläupgen: :{f) wen das J 


dq d.qu , dıquy d:Y% 
—* — aux 4 3 * 2 4 * 


ae, welches — Serngang M) auf die erſte 
ber’ Glachmaes ai opunt 


Aus biefem —* ſchließt Im vüdtwärte auf die: 5 has 
Epbe ber geh t geltenden, Wziehungen: oo. 





. y var ⸗ T. 


un. in II, 


dx Mn 
M 7; Be für x ——— er. iv ’ 
f x ıys u: Ya: 
cn 


— —— Eu ; 
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und folgert aus biefen hurch eine wiederholt⸗ Aenderung von t auf 


ähnlichen Wege wie vother die zweiten‘ Aenderungegeſthe — dix 


dis ® 
d? . 
M Tr ‚M 2 . Man sieht v. aus der erſten die Aenderung: 


0 


Bu 4 1445 We a 
u1.‘® 77 = 1 (q+ Ag) (u + Au) 
u — J—— QUx 
ff (am Hide) | ; | 

4 EL 2 74 AY x+AxX 

Eur Qüx-t- + eh qux+ af ale dx.qux 


ae . 
R . 
1: 
eie .. l 2722 x 
° . 5 x » ‚*® " .. 15 ’ "n 
. ta Der} ' 1 





dx 
und erhält damit als Anfangswerih des Aeneeungerrlft M fü 
den Ausdruck: | 


eh Kae . FE 
dx _ dd “AX . 44 . | , Er 
Mr = 3x 3 32. ae ar)‘ 3x * 3 —* 
LE 

xy x pı ' 
{af ‚x Us afafie Qugıäly Y je huſ 

BER: Ku Pa Du Dee D 

X. * an zZ ! 


| 
Auf gleichem Wege ergeben ſich bie Werthe:; * j 
Decher, Haubbuch ver Mechanik IL. 13 


m 


nS7 fehler ur +) —* un 
Er Y. fee dur af quxuy, 
af a eff un Fu 
— qu;ꝰ füfe en je gu, 





und daraus folgen, nun für den. Punkt x’.y'z’ mit Bernaßchtiguns der 
et “ m en bie feet aa —. 


x ‘ fi ® fi .» 


d. tx 
* dur dur du 4 
= — „—L 
Ixdyiz Im tie +aw5 zy tw 
y!, ad: Ur 
sh .. = . 
\ DOaHEIBus tal TI INES, er U 3 
\ dty' unse vn, 
g.M dt? duy 


Ray * trau el AT 
ö 16 Be 


J . „u. la 2 J J PX 6 

F Ye 
EM FAN "al > , * 
y xii Ok. 6 ze. 
dx. Ay +4 quy: oyY + 


— d uy 
4 T-TIFIMA sa ER udn 3. 0 ni . pie 


ei . III 133 du ud yıdı)% 
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ans weichen man leicht erkennen wird, daß fie auch bie Componenten 
der geometrifchen Kraft YA vorſtellen, die in dem Punkte x’ y’z’ wirkend, 
dem Syſtem biefelbe innere Bewegung ertheilen würde, wie die Ge⸗ 
ſammtwirkung ber äußern und Innern Kräfte, 


i Ihn. he 37. 4 DE er . ar on 

Der bisher betretene Weg’ fährt und‘ nun zu dem nllgenieinen 
Gleichungen der innern Bewegung und des innern Gleichgewichtes eines 
ſtetigen Syſtems von materiellen Punkten, deren gegenſeitige Wirkung 
gen nicht: bekannt! find, and zwar durch folgende Betrachtüung. 

Wenn wir und wie bisher in dem Syſtem einen Theil durch drei 
zu den feften ober parallel fortfchreitenden Goorbinaten-Ebenen parallele 
Ehenen in dem Punkte x’y’z’ abgegrenzt denken, und bet bon ben 
weggenommenen Theilen auf die Brenzflächen biejes begrenzten Theileg 
ausgeübten Drud oder Zug und hub wie ſonſt ben Widerftänd:feitgy 
Flaͤchen als unbelannte Kräfte in Rechnung bringen, fo Tonnen wir jenen 
begrenzten Theil, bes Syſtems als frei betrachten, bie Gleichungen 
für die relative Bfwegung desſolben werben de ein ‚ben Punkte 
x Yz’ flattfindenben Urbergangsgeſetze bie Beziehungen ‚liefern zwiſchen 
den auf biefen Punkt ausgeübten innern Wirkungen, den äußern. geo- 
meiriichen Kräften, welche: u. thätig find, und feiner innern Be- 
ſchleunigung. en a ag j 

Sei alfo TO der geoͤmetroſche Drud ober Zug, den der- 
jenige Shell bes Syſtems auf den Punkt x’ y’z’ ausübt, welcher duſſch bie 
jur Adfe der x ſenkrehte Ebene abgeſchnitten iorden TO, TC T 
ſeine Gomponentdn nad den Achfen ber x, yiumb A; ebenfo f 7) 
ber geometrifche Druck ober Zug, ber auf jenen Punkt durch ben ent 
recht zur Achſe ber y abgeſchnittenen Theil bes Syſtems ausgeübt wird, 
und TI, 7, 7TDJ ſeine drei’ wechtwinllichen Eomponenten, fi in 
gleicher Weife folen TC, FÜR, FIR die Gomponenten des geometikichen 
Zuges TC Hezeighmen, weichen ber ſenkrecht zur Ayfe.ber z weggnom⸗ 
mene Theil auf enjelpen Punkte ringt. pi chnen wir Bann 
bie eutſprechenden Gomgonenten” bed phyſiſchehn Drukkes ober Zuges, 
welcher auf je eine’ der drei ebenen Schnittflaͤchen Oz; Oy, Oz ausheübt 
wird, mit 2m, zn, „⁊8 an, un und ze, am, 2, 
ſo iſt nach den In 6, Jarsgrkprocherur Bemerkungen TC. das Aenderjnge— 
eich von UI in Bezug auf die berung von Ox, alfo 

13* 


= * 





ä . ' ya v4 J 8. ar: — ‚s it tn st All 
en 772 —— ei .aw mr nt. rn 
: x. I wor kr ale 2 ter 


Tr 4 dY 77 — nr si uf 1,5 ah]. — 


weil für ben zur Cbene der phurallelen ebenen Schnitt 275 -—1 
iſt ug II. eo BO)“. ehe, Bw RZ... me a. 


[ar 3 
. r r . ‚ er 3!* 
Fa BR; 1, afyint reach ) 


“Ihe. 5 a & . 
wi d ‚ge . 9 _ .,% If: © ' ——— — —— 
dy Fr i Bay br Br u ee ER ei “gr 


‘ . ... » . . v . . 4 
.. ) 88 zw Mo TE I EN. VD II ANNE, 
1e | ' 
. ’ * ’ , . | 1° n- * 
gg m rote] BE u. ie. 10 4, 
xdy 
Fi hs Pre 7*.7 ee, tn RN Y s alla) Ms. Man. 


und umgekehrt‘ ergeben Pen damit für beit ‚begiengten Teil des Shtand 
bie förbernden bbyfſchen Wirkungen: on 


IIAIII ln Zt. fe 


... u B 
‘. er din. ra or. dl. Een 





:. land BE A ‚a der re 
i we F Jr: T rs — 9% 7) 
pe —9 1113 J 13 ad Nu! Huiiu u ; Br Lee a, m 
BGE TIATTCT Bun GERPETIRATI FETTE Mpvitnist IHDEISE Rasa sn” 
a» = — — —9* Leif ie”. u 
Cu TE u Pe Bi. 7 nl 
At CR Ri ui Tin he. ee IE ee Pa ze 
on oh 7 nn :D go yr Miss “ 
ae WERT eeT et 99 Mund let ya 





Ko. .. 
9 — Tess, 193 ⁊ 2 Is 4107 nNTougsp Po: 


vu £ . 2 y . ... ‚>> v 
lsiue 5173 IT udn Han 









u Er U TE u) la 120020 sr dei TI, . . * 4. 
ser IHN, BA ms RR Koacah 
ru N VI, uhb gi: MEre PRET F nin pP" N Bor, 
Ki 32. Ih irn 


Br 2 EN 16y WIE) — 
——2 Tag u, LÄBTIR, Dal . In 8 35 
sn ot. 0 Yi Ki Din. 1% In Bar True PA: 
ENTE TEN RR eu 
Ben und J T ſi je a! BRD. Dr A. 


DEAL Dee ν ν Se TU EN 
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von ben fe drei⸗ wit: ben elben. ide ‚Suber ge derſelben Adıfe 
8 

Bezeichnen wir ferner bie an dem Punkte xyz wietenben äußern 
geometrifchen Componenten mit qX, qY, 42, bie, entiprechenden 
Gomponsnten ber. anf ben begrenzten Thell des Syſtems ausgeüßten phyſi⸗ 
ſchen Wirkung einſach mit &, B 8: fo haben wir Such IL, J 146) 


fi ferfe ax ’- fein: .qY ,- 
er sefsefe fer 42; ed, 


Damit nehmen die Gleichungen fa⸗ bie "zelative fortſchreitende Bewegung 
ber begrenzten: Maſſe M ober wvielmehri ihres Mittelpunktes in Bezug 
auf die mit dem Mittelpunkle x 7% der! hanzen Maſſe parallel fort- 
ſhrellenden Achſen die Form min it 

a Te 


Ad — FroR x 7 
u * X— Ben an 


4 


h a J *— 


a IJ. BETEN. RN ar 


41? 
“ ir x), D, 3 u 
| Eee HT +: + 


und geben in Bezug "auf bie — Aenderung der Begrenzung 
für den Punkt x z’ die Uebergang geſede: | | | | 


it 7 GE Ä 
a‘ 9: r Ze |) GE ‚38. - 
32 dydz = EZ 7 u} J—— 


mpeg | J ‚BP, i Mc 9. EN. ERDE he HE 20, 9— 
: u Zu DARFR * — ae! ar aa MITTEN fi 


FR 5 ..3 LT, In, 
‚s u. * 7 sin. Bun Ist tin. sp tr W J 
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welche wit Bexiickfichtigung ber Wieiigungen (13) und ber worhergehen⸗ 
den Werthe > und (b) auf folgende zarücctemmen 


d:u ax oarꝙ ee: T® 


x 


J— wWIiwtntw 

Br ey —8 Tr or 

N iin 1a ta tt 
| al n PP ID IM IT. 
= 2-mtgetg tg 


und fo die Gleichungen für .die tunen Brrwegumg beX Buntes x’ y’z 
vorſtellen. 


538, 


. &8 wirb einleuchten, af die Geiste für bie drehende Bewegung 
der begrenzten Daffe M keine neuen Begichuugen, für bie innere Bewe⸗ 
gung bed Punktes x’ y’z’ liefern Tönnen, ba diefe Bewegung, durch bie 
vorstehenden Gleichungen vollftänbig beftimmt iſt, und bie Gleichungen 
für die drehende Bewegung eines Punktes um. ben Aufang ber Coor⸗ 
binaten unmittelbar aus ben ‚Gleichungen feiner Berwegung längs ber 
Soordinnkgnachfen abgeleitet werben Tonnen. Es laſſen fich aber durch 
die Gleichungen⸗ ber drehenden Vewegung ber, Maffe My. wenn man 
daraus bie Mebergangsgefehe für den Punkt x ’vz' zieht, und fie mit 
ben Bergen der drehenden Bewegung, biefed Punktes vergleicht, welche 
aus ben Gleichungen (74) durch He in F. 71 des erfien Buches ange: 
gebene Behandlung hervorgehen, wichtige Beziehungen zwiſchen den 
Größen 752. 1. ‚TI, T9, u. ſ. f. ableiten, durch welche dieſe 
neun Unbeannten auf feche zurückgeführt werben. Beachtet man übri⸗ 
gens, daß dieſe Beziehungen von dem Zuſtand des Syſtems unabhängig 
fein muͤſſen, daß fie alſo ebenſowohl für ben Zuſtand des innern Gleich⸗ 
gewichtes, wie für ben der Betvegumg beſtehen, jo wird ma einfehen, 
daß es genügt, bie einfacheren Glekhungen für das Gleichgewicht ‚der 
begtenzten Maffe M zu Hülfe zu nehmen, um jene Beziehungen zu 
erhalten. 

Seien dazu 29, 92, 3 pie Gorrbinhten bes Mittelpunktes 
der. parallelen geometriſchen Kräfte TED ober- bed Angeifföpunftes der 
Kraft Ta) in Beau auf ein feſtes Coordinatenſyſtem, x, u? , 3 


199 


bie des Miltelpinktes ber Kraͤfte 19 Em, 99, 3” die des Mittel- 
punktes ber Kräfte TO’ u. ſ. f., fo Hat man nad) der Lehre 'von ber 
Zufammenfegung paralleler Kräfte (Buch II. $. a ) die Beziehungen: 


xp m yp: 
u Sa -Jof: dylaz. ei) dyj.dz.T%® { = 
* * ur 
EA of 72 18: Br 2 = = fr ir. a. 


20, = je je dz. = ER — — 
Ye 


wg fen ve. x @ de ft z7® 


LP 


uf. f. Ra £ 
und (flieht Darauf, was übrigens oh far, . 
2” — 5” — * — x Fan ! yr — = ” — — — y , 
39 —* =W — 3 
3, zZ 


Ferner hezeichnen nie bie 6 onrbinaten | bei. Mitielpuntied der oralen 
Kräfte X oder des Angriffspunftes ber Kraft X mit x,. Yo, Zus 
bie des Angriffspunktes ber 3 Xp, Yn, Za, bie entiprechenden 
für die Kraft 3 mit . Yan — und daten dann die Gleichungen 


&z, [af fe 12X : Er fi —*8 1,8; 
“fafef 47. 1 . [ef fü 


db 


— — — —— 


Damit werben. nun bie Vedingungegleichungen für das Gleichgewicht 

ber begrenzten Maſſe M längs der feften Coordinatenachſen 

u E + 20 + in + x — 0 

I BHO 
MR 


und ge fr det Gheichgewicht um biefe aim Ins “ 


—( BU) +(& Ip @ 2 >) se zn 62) x”) 


Hay @) zn @) ). 

— ER HXO-209) 4 (a?) 
Ha), 

0= ri 3a He 5 m ”) 
| Hark * = 9): 


Nimmt man dann von wieen Gleicungen die Uebergangsgeſetze in 
Bezug auf die gleichzeitige Aenderung von x, und 'z , fo geben bie 
drei erſten die‘ FDrohngungen: J 


d.) 


J — en” Zr “ 


l Are dx +7Y öy a 2 
N 1:: — 
15) ar IT? I: 
. 4 ar4 * 3 Hr Tor FF —0, 


PL SAL BT CE 
q ar au ar 


| 


welche übrigens auch aus ben Gleichungen (74) hervorgehen, 
darin die Bebingungen für das, innere und äußere Gleichgewicht, nämlich 








d.ue _ Au N d.un | 
an =; dt = i =": 
und - } 
‘ 
d?x ey dig 
CT ee Er T- Ks Be Ber 7 ae Be 


eingeführt werden. Die Gleichungen OF geben für ben Bunt | xyz 
ebenfo die Webergangsgefche: 





—z7 2) 
BERORETEL US) ze) 
dx 35 
| ‚? (m® 7): 
a 
. d. (19 mo) | „eG -xt?) 
= u el, nn | 
9.(217°—xT) 
* dz ’ 
\ xt — yT d. n_ in 
= nn u 
’ 


N 
«3 . . . ß # 
3 [2 .r * 1 ⸗ 
“oe . . ‘ .»'. 


oder wenn mam bie Aenderungsgeiehe ber Producte xt”, ; — * uff 
entwickelt, und bie Unabhängigteit ber Beränbelie x, 7 und ⸗ 


beachtet, 


m u WR Kar 17? | 
beayzand Ya Fra ?7 





IT“ zur 
en —— 


| —XF ul =) ( * 
ed rer rg ara 





f.) 
ner ER, ITM —* 
+ (SE 3E Im- I 
IT” IT" — IT” 
0= ati | 157 6x + rrz vigy 
| IT” 7 
+(# rl 7). 


Multiplizirt man nun bie erfte- der Blcdkungen (75) mit y, bie zweite 
nt x und abbirt ihre Differenz zu ber: letzten ber vorftchenden 
Gleichungen, und verfährt in entiprechender Weile in ‚Bezug. auf bie 
übrigen Gleichungen, fo ergeben fich bie drei Beziehungen: 


e W 
76.) D= — 79 7* — me N — T” 


durch welche bie neun Unbelannten ‚T”, 1% ‚etc. auf ſechs zurüd- 


geführt iverden. Mir Tonnen behhalb die Bezeichnung yereinfachen, 
und werben nun bie längs ber Achſen der x, y und z wirkenden, 


alfo zu ihren Schnittebenen normalen Spannungen T”, 
Tr, 7” einfach mit T,, * T, bezeichnen, die beiden Kräfte 
79 und TT dagegen, welche ihren Angriffepmnft in einer zur Achſe 
ber z ſenkrechten Rjchtung verf hieben wollen, mit S, , bie ſenkreqht 
zur Achſe der verſchiebenden m und Te mit, S, ” und bie fenfeit 
jur x = Achſe wirkenden 77 und T® mit S.. Damit nehmen bie 


——————⏑ 


n 


Gleichungen ( 740) für bie innere Betsegung bes Puuktee x’ y'n' in Bezug 
auf parallel Fortichreitende Achſen die Form an: 





T, 8, 08, dw ax 
AA e-7)=0 
os, OT, 

„+ + alt 
ö d.u d’g Ä 
Tran u. 8) 0 


und geben für das innere Gleichgewicht beöfelben Punktes die Be— 
dingungen : 


or, 08, 68 ( es) 


Mi 5% ae.) 
+ EZ leer 17 Au 

os diy . 
at Hr le — ) 0 u * 


tt TZ re a) = 


Wenn das Syſtem fich im Suftänbe des äußern Gleich ewiches 
befindet, die Lage ber einzelnen Punkte alſo auf ein unbewegliches 


Eoorhinatenfoflen bearem wird, fo werben bie Beſchleunigungen 
dx ey 
Yo 4a a ar Ruß, und man hat fir die damen: Bene 


dung des —* xyz bie einfacheren Gleichungen: 


OT, O8, gs ( d. du) _ . 
dx ty + +K-% 0 
68. IT; 


‘8 








u Ö 6. " "di *F .. 
nt FT 1-47) 00; ak 


* oT, BE 
+ ru. de +q 2 0 
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für: bad imnen Gierhgemit dekfelben bie Bedingungen: 














IT, öS, + x— 0 
, Pr}; —5 Fr * ? 
t ve g . 
68, 01, 08, An 
Tr, 2 
2 \ IX jatsy +57 61, Feter= 0, r. 
) ) ( t 
U 98. 05, ST, 6 
+ 
er dy. da A 


welche unter Verückſichtigung ber Bagie hungen (76) hit den direct ab⸗ 
geleiteten Gleichungen (75) übereinfommen., ee 


en 


g. 39, art re 


Die Gleichungen (76) im vorigen Paragrabhen ſind nur einzelne 
befondere Zäple einer Allgemeinen Eigenſchaft bee Kräfte T und S, 
welche fich durch folgende Betrachtung ableiten Läßt. 

Die vorhergehenden, Gleichungen zeigen, ‚daß die geometrifchen 
Kräfte T nicht gleichartigi ſind mit ben geometzifchen Sräften qX, qY, qZ, 
wie ed auch ih der Natur ber Sache liegt, da bie erſtern Aenderungs- 
geſetze phyfiſcher Kräfte in Bezug auf die Aenderung der Fläche, die 
letztern dagegen Aenderungsgeſetze phyſiſcher Kräfte in Bezug auf bie 
Aenderung des Raumes vorſtellen; es find daher diefe letztern erft mit 
ben. Aendernugsögeſetzen der Kräfte, T in Bezug auf bie Aeyuderuyg einer 
Länge oder Entfernung, gleirhartig, upd zwar zeigen bie Gleichungen (752), 
daß ‚Diele. Aenberungsgeiche immer in. Bezug, auf, die Aenderung. .dex 
fenkrechten Entfernung ber entfprechenben Schnittebene, vom Anfangs⸗ 
punkt: zu urhmen ſtub. Deun vergleicht man dieſe Gleichungen mit den 
Gleichgewichtsbedingungen eines freien materiellen Punktes, jo ſieht man, 
daß die Aenderungsgefeße: 


eTm. on ‚dm \ Ta +: 
| rrE ’ dx .? dx) 


als ‚die zu ben Gporbiyaten- aa parallelen Gömponeten einer Kraft 
— zu betrachten find, welche durch bas Henderungsgefeh der geo⸗ 
metrifchen Wirkung Tin einem Rute. der zur Achſe der x ſenkrechten 


Schnittebene in Bezug auf die Aenderung Ihrer ſenkrechten Sntfernung x 


\ 
0] 


vom Anfangspuntte gemeſſen wird. Cbenſo ſtad bie Aenderungsgeſetze 
ITm ern 8 “ fo gem 

75 — ro bie Bompohenten bee Kraft * , alſo HR 
Componenten des ——9 des geometriſchen Wirkung 70 
in einem Punkte der zur y=Achfe ſenkrechten Schnittebene in Bezug auf 


bie Aenberung ihren, ſenkrechten Entfernung y 9om Yafangepuntie, Je ſehe 
Zegen wir nun durch biefen Anfangspuntt drei neue unter fich 


jentrechte Achfen ber 5 n,6: begrenzen dad Syſtem in dem Punkte 
En durch drei zu dieſen Achſen ſenkrechte Ebenen, und bezeichnen mit 


1m, T®., z 19. IE’ Componenten der geometriſchen Spannung 


1, weiche in einem Mnte ber zur E=Achfe fenfegchten Schnittebene 
Rattfinbet , wit 1m, Tn ar, 17 bie Componenten ed Kraft TE) 


In einem Punkte der zur n= Achſe ſenkrechten Sqhnittebene/ mit 19, 


ww, TE ); bie entſprechenden Componenhen der Kraft ©, ne e 
be geometeifhe Spannaug des von ber” dritten Schuitteben⸗ abgetrern, 
ten Theiles ‚für einen. Punkt biefer Schnittebeng. vorſtellt dann noch 
nit gg, 4042 bie Eomponenteh der, äußert geomehäfchen Kraft 
für den BunktıEnZ, fo haben wir für das Gleichgewicht hieſes Punk⸗ 
tes in Bezug auf die Achſen der 5, 7, & die ben Gleichuikgen (75%) 
im vorigen Taragrapfet next prechenden Bedingungen· 


i? 
ey) R Kun) 


(& (n) 6 
PL SOFERN 
FF: on 7 


( WR 
Te ) 7m (ai ı u J | J— 
, d , T 9 
Du ” E en Ar — AO (a 
loop 65 Der dt 
7T6 ‚ 
ob nr *3 roh ra 1752 UMIA BERN 
— —— —_ 1 
dE dn r77 Fr ‘2 , —, 0, RED IEEL UNS) 


at“. 3 PL IE: 14 nl: 
Ei a a, Eh En A" Soffus der in 


—VD 88 — weh jebei bean ntiten / eagfen 
mit der urſprünglichen Ye. gisa bilden, fo Ya min sn erh nt 


HH W"Z—cX, 
bb) BAHUHHPVZ=T, 
HHEHTVZeR, 


imb in gleicher Welle erheben ſich bie Belehungen: 


| are gm TO j sd. 
| a IE : * a’ IF ra . SE = "JE 
" Er ’ ern m. mn ‚sr 








Katatamn a 

ar * Bd gr 

DEE Var Zur Zee mer: 

u — on y re TE FO ‚_e® | . 
4. J LEE Ze 
DEE gi ar. “ 9 A am. | 

b + b 7 + h” dn = on 
u f., 
zn: ‘ ITY Pr 4760) 


worin FE’ us FE bie Gompbienten der ograft IT 


PR LP, Ber, © 
an Sf in "37 * Im’ 5 


acperchenden der grat GI fe. \ 


KI3 
bie 


| tipli zirt wan un bie Gleichungen (a) ber Reibe nad zuerf 
niit —* a’! ne , — Mit b, V, b*, und anlegt. mit e, ce‘, € et. 
hehrAmal. die: Goyanıme: ben. Pendnste, do. finbet man. Tal Verhdftiging 
der Gleichungen Ah) web Cor die Bebiugungem:. > music oc 





_ MM 


TE) IST) vor 


IE +, FrE + IE + 1X = 0 
“ Bar, ." \ 
TH) Tr) Ay 
+ 5 Harzo min 
sE — 26 3 n ug 


» 
7 


d p 3 1 FR. ro ® 
+ ‚dn: t LI + q ı = — ‚D 


welche nun wieder das Gleichgewicht Fänge den Achſen 'ved x, y, z, aber 


.n DT. 
witlels ber nach bieſen Achſen zerllgien Krufte er Eu —* ge . 


ausdrücken amd burch ihre Forni die oben beſprochene Eigenſchaft ber 

Kräfte T für, beliebige Schnittebengn beffättgei. :, Vergleichen wir ferner 

bie Gleichungen (d) mit den Bedingungen ( 758) ‚ fo erhalten wir zwi- 

ſchen den Kräften TING Te) unp MO, welche längs der neuen Schnitt- 

ebenen thätig find und den. Kräften T9, TE), oz welche bie innere 

Wirkung in den en Schnitiebenn ausbräden, die Degiehungen: 
„i u an 


d 70) d a" 4 Kor 6 din ; 26 Pula am“ 
Et trtananatntn 


PR . rg ei 1 31 m (je 1% — de un 
IE & 
m m, * Klin Ir Far Fr Al 3: 
26 ib 26 
Te, 5100 370 ar an are 
‚ode J Ki Ft Knaur 





Zr R 6b R v3 dh 
worin, bie äfte T auf der Iinfen Seite als Zunstionen von &,n,L, 
auf der reppten"Sefte als Functionen vor 4, Y, 2. gepaght find. Be⸗ 
wrachten wir daher Bis Kräfte, T “auf der vechten Seite auch als Func⸗ 
tionen von ‘E, 7, & und nehmen biefe ichurn Verandertichen als will⸗ 
mde 39 Ma mo imoyfern namlich gyillküglich. ‚al, in, 
bey Werkign von @, b, c, eic. eine frele Waͤhl geflattet it n (6 geben 
um de hefannten, GR Gehe wer) tr NIIT 1} Fin gs Hıenliıs" ia 12 


0 


E=ax +by +<x 
I g=aiıthy+e 
j t=«#ı +b’y+ cz 
bie. Aenderungsgeſetze: | 


dE:_ IN _y I _% 

dx ı dx ’ dx | 

dE__ en. dd _. 
We Seife. 


und wenn man-beadhtet, daß man nun and die Beziehungen hat: 
5 Be 9 gr® dE 67° on IT® st 
ge Kur Tuer Pater Ta ‘Fr 


. a u . v ara, at”. | or + 
Seh zrr 6 














Er a? | „eu „er? 
Kigsier: Adern au 
» 1, ſ. f. 


" nimmt die erfte der Sleicungen (e). bie Ben; an: 
TO, Te. sr? i gr” 





I mE TE Ka: 
) En Io Sc on 
„oT, x 3T®, „a gap | y Te \_ 0 
— — — — — 
on . 777 67 on 


.. Ve. MEN, Pe Fr 2 Bl Beer) Bau 

EP BE —8 — or * or nn ann. De En 

Ju "in 5 — — ** un e". ! 
FIRE * — — “Ir, 

der wenn weh die b; ; m u. —* man Betten aner nenen 


Beränderliihen s gebah werben, ’ von der Art, jap: * 4. 5 = 
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bie Coſinus der Winkel find, durch welche bie beliebige Richtung bes 
Ueberganges von dem Punkte Ent zu einem folgenden beſtimmt wirb 
(veigl. Einf. 88. 32 und 35), 5 ee 


I EP 


Br DE 0 
d (TI) _ a1 —h Te TO) T u Bu | in 
—— — 5 —0 . on, 
(TE) a,’ — HT — 79 ds . 


ös. :6E 


Diefe Gleichung muß für jede Richtung des Ueberganges ober für alle 
möglichen Werthe der willfürlichen Uebergangegeſetze gr ‚ 2 
befriebigt werben, und bieß iſt nur möglich, wenn bie Factoren biefer 
‚ Mebergangsgefege ſelbſt Null find. Man erhält durch biefen Schluß, 
und wenn biefelben Ummanblungen auch mit ben beiden: .Ietsten dir: 
Gleichungen (e) vorgenommen werben, bie wichtigen Beziehungen: 

Bor E SERIE (DEE Eee 


(ur 


() _ md. 260 ‚ (a) — 
T9=at"+pT +65 Ä 


DAT LTM Her" 





ur u , ’ — ku: a ut 9 (79. 

. Ta) a PR) AL 1,» JENE. EEE E40 

* — vr⸗ rer, N re 
Ton). — g’ ne) tr y’ 70) u € ie) Nr N 

F . I. + . 7 * . 1". Wo: ‚T.: J 

| . ’ , f lılıt * 

Ti LPT Le TO nr 

ma HH HET. . 

F f eo N Be 


u. ſ. f. . u J " F nn 
Wehe folgende allgemeine :Begenfeitigfeit: ber Miäfte T für verſchiedene 
Schnitiebenen ausſprechen: AETRI Hana Tan 


Decher, Haudbuch ver Mechanik II. 14 
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Wenn man bie Spannungen im Schulttpuukte dreier. unter ſich 
— — Ebenen nach den Normalen zu dieſen Ebenen wie nach 
drei rechtwinkligen Achſen zerlegt, dieſe Componenten in Lungenrinheiten 
auf die entſprechende Normale aufträgt, und dann auf irgend eine be⸗ 
liebige neue Richtung. proſicirt, fo gibt bie Summe ber, Profertionen . 
ber zu berfelben Achfe Parallelen Componenten die berfelben Achfe ent- 
fprechende Componente des geometrifchen Zuges, welcher in jenem Punkte 
für eine zu der deuen Richtung ſenkrechte Schnittebene ftattfinbet, ober 
welche bie Wirkung bed dutch? dieſe Ebene abgeſchnittenen Teiles des 
Syſtems auf jenen Punkt vorſtellt. Verbindet man dann die Gleichun⸗ 
gen (76) mit den vorhergehenden Bezithungen , ſo nehmen die drei 
erſten derſelben hie dorm an: J ur 


7%) — a 70 4 br“ +e cT® 
—BU 16. = ar? + by + er | 
Bi ne ” \ ‘z 10 un * Di, ben! 
oder u nahen: ar. Ye, . —F 


sy! ‘ . u.” { H 


no — 9— ma) 
30) Ti) — T; ; 7 a Te, = Te, 


und fprechen nun mit Rückſicht F die beliebige vage der Achſen ber 
x, y, z umb bet &, 7, & den allgemeinen Say aus: 

Wenn ein ftetiges Syſtem in einem  elicbigen Buntte 
durch zwei beliebige Ebenen: getheilt wird, fo gibt bie 
mn geomel rifhe Wirkung für bie erfte Sänittebene 

der Normalen zu der zweiten dieſelbe rechtwinklige 
ponente, wie die geometriſche Spannung in ber zwei— 
ten Schnittebane nach der Normalen zur erſten. 

Aus biefem ‚Sape, „on, welchem bie Gſeichungen (767, wie ſchon 
bemerkt, nur beſpudere "zäne find, gt weiter, daß wenn in einem 
Syfkem ber eometrifche, sh oder Drud, rät jede ebene 
Schnittfläche normal zu b dr geridktet iſt, er auch für 
jede Schnittfläche dieſelbe Größe hat.. Der umgefehrte Sat, 
da die Spannungen in jeder Schnittebene normalhu dieſer gerichtet 
fd wenn fig: alle alekche Grpr hahen, fernen, ‚niet Ach Ipäter zeigen: 
werde, nur dann richtig, wenn bie Spannungen, an ale bleichten GE 

t} yım: 
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haben, d. he entweder alle Jugkraͤfte ober alle Drucktrafte vorftellen, ash 
dieſe beſondere Sigenſchaft iſt es namentlich, welche bie fläffigen Syſteme 
von ben ſtetigen veraͤnderlichen Syſtemen der feſten Aggregatform, bie 
wir im gegenwärtigen Bde weiter wuterſuchen wecken, min ſhena. 


Te 2. 


Die- Bertehumgen, welche Die Gleichungen (79) und (80) zwiſchen 
ben Kräften T für verſchirdene Schnitiebenen ſeſtſtelben, führen noch zu 
weiten wichtigen: Folgerungen, welche ſich am 1eichteften ergeben, wenn 
wir jene Beziehungen anfchaulich machen: und die um einen ‚Bunte 
herum flattfindenden Verhältniffe zufammen in einem geometrifchen Bilde 
barftellen, wie wir es für bie Maßſenmomente im vorhergehenden Buche 
gethan haben. 

Durch ben Punkt M ober xyz des Syſtems legen wir brei unter 
Rh ſenkrechte Achſen, welche zu ‘ben Achſen der‘ x, yaund 2 parallel 
find und bann noch eine vierte Gerade, welche gegen Die’ erſtern eine 
beliebige Lage hat, und daher mit ihnen die veränderlichen Winkel A, u,’ v 
bildet; zu ‚jeder dieſer Geraden denken wir und eine ſenkrechte Schnitt⸗ 
ebene und "bezeichnen bie geometriſchen Spannungen für bie drei erſten 
mit A, B, C, für die legte mit T, ihre Gomponenten nach ben. Achſen 
durch A, B,, C,, T,, A,, B,, C,, T,,u ff Die Gleichungen 
(79) geben dann zwiſchen biefen. Größen bie Beriehungene |. 


T. = A, cos + Bcosu + C,cos» \.. an 
I u A, ‚cos k + B, coR + C, cos U tg „|® 


1. == — * + B, eos u + :C, edv en id 


ud wenn man Biefe in’8 Quadrat erhebt und fait, S —* it 
der Veachtung daß man hat rn 


„ 
AHA + AR Sa 0 ——— * 


AB. 4 4, B, + AB ABoosAB " —* 
% ſ. f. .. . A ur u 29 RE 
der Ausdruck: 
. EEE) Bu De PL ee 1 
T— A2 cos? 2 + B? cos? u + U? cos? v (b. 


+ 2ABcdsABeoskcosu + 2ACcosAGcorA.cosy + —E 
14* 


— SEE 
and welchem ſich für ‚beileiige Werthe va.) .;p me vodex für jede Sage 
ben. vierten, Schnitiebene: zwei gleiche. und entgrpengniehte Werthe für T 
engeben,, und welcher Anbhıdg- zeigt, daß es in dem Bumfte:xyz für 
jede Schnitte hewe gimed,.gleigerumh entgegengelehte Kräfte 
7 gibt, was übrigens ohnehin einleuchtet, da jeder der beiden Theile 
bed Syſtems, welche durch eine ſolche Schnittebene entſtehen, auf ben 
gadeny,. bie gleiche, aher 'entgsgeuggieht gerichtete Wirkung ausüben muß. 
Denkt man 1 fr en tie vierte ber Rage ch veranderliche 
Berabe.. von den, Pair Mi and eine, Bänge.r..uufgetragen, ‚Welle der 
ih, T: wertet srpponklonal nſt/ je hab man has en 
*9 lead lo. y tie) on :s I 

yo * 


fl “ ‘ it 


und, heheiẽ ge bie Koorbiräten bes Endpunktes Kiefer dänge r in Bezug 

anf die Aien, heim Anſaigepunti d der Bunt Mift mit x, y', 2, fo 

hat man, 13 nu Zr e, a . ”. . I, 0. 
eben cn ' 

J x =: er); 2 AR =, Too ei: z = 1008 v 


änd die Geäind‘ Ch) ntonint dart de Forma nt ' Fa 
J PT RE er Way 
+2AB: 05 AB er YACcosAQ. x ’12BC6osBC. Yr, 


unter welcher fie als die eines Ellipſ oides betrachtet werden kann, 
deſſen Mittelpunkt mit den Punkte xyz. zufammenfällt, deſſen Achſen 
jedoch im Allgemeinen nicht mit ben Achſen der x, y, z parallel find. 
Man: Bvanciaberrbieifchien.der x‘, y'; 2 Ahmmer. ſo dichen, dafı fie meit! 
ben Achfen des Ellipſoids zufammenfallen ,: und wenn man!dio.biefen 
neuen Achſen der &, & entiprechenden Werthe von A, B, O, d. h. 
die gebmetriſchen Bushläfte wi die "zu dteſen neuen Asch ſentrechten 
Schnittebenen wit A, *. E bezgichnet, jo. muß man. haben 


AB co AB—0 , Acco⸗ AC—0 , vcciae-o, 


oder ba im Allgemeinen A, 3 und € nicht Zul, find 
d) Y in on. } 
4 R’TES 2 TR J Ken N a IE TEUER 
tl 


6 


| 
{ 
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woraus: zunachſt “Folgt, daß bie’ für die neiren Schnittebenen 
fi ergebenkem,.Spaunungen. A, B, © ſenkreiht zu vinan⸗ 
der gerichtet ſind. 
in Für: dieſe neuen Achſen wird dann, die Gleichung beß Ellipſoids 
fach 
1= E74 Mn7t + Eile... 3 ,(8 


und zeigt, daß die drei Achleis desfliberi” den Zugkräften A, 9, € 
verkehrt proportional find, und daß daher unter dich en bie eeinte 
und die größte geometräfge Spannung unter allen, welche 
um den Bunft M herum. ftattfinden, enthalten ifl. 

Die Spannung T ift im Allgemeinen nicht nach dem Yahrftrahl r 
gerichtet, da diefer normal zur Schnittebene iſt, und man hat für den 
Winkel 9, welchen bie "Kat von T mit dem Bahetrafl bildet, si 
Beriehung: = 


Tcos$ = T,cosA + T,cosu + Trcosv , 


worin T cos offenbar die zur Schnittebene nörmale Eompanente”bon T 
vorſtellt. Führt man dann bie Werthe (a) für Tr, T, und T, ein, 
fo Tann man den Auédruck für T cos 8 in boppelter eife ordnen; 
einmal hat man 


. 
0 


. 
.... 
. 


T cos 9 * — + Cu») cos 

+ (A, cosA-+-B, cos +0, cos v) cooy (c. 

+ CA, coeh-+B. cos u 0, "oo ») cov ’ * 

und dann wird in Be BE 


+: .. rung 
T0os9 = — (A, coea ‚eosu + A, EI TE 
+ (B, cos AB, cos u + B. cos x) eoau ? : (cd. 
+ cr ob⸗ & +6 erh +6 new easy. 
uw die Besleiäenn. biefer: heiden Auerrũde fahrt ernten chne 
die Gleichungen (76) zu den Beziehungen (800) und — Mm’ welchen 
jene ſelbſt enthalien find: U. ut ma la mr 


Bezeichnen wir nun, biefen Beiehungen gemäß , bie m ben Achſen 
dir Eenn parallelen Componenten ber innern Kraft A mit A;, 
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DB, @, bie des: Spanuung WM mit W, 8, , 5, und bie ber 
Kraft Ce mit, S, 6;, fo gehen bie Bedingungen: - 
AB co AB — 0 ; AI —0 Deine — 0 
in bie folgenden über 
(KH )B+e6s=0, 
8%.) (K+E)e+Ds—0 , 
(BHE)S+BE=0, 
unb geben bie neuen Bebingungen: I 
a) B»=0, e=0, S=0, 


oder 
B(d+G) — „ e=(4B)W,+E;) 
SARAH. 
Die drei erſten derſelben führen auf bie weitere Bolgerung: 
HR Zu =» ı &=t 


und zeigen baburh, daß bie Spannungen A, B, € nad 
ben Achſen ber E, n, % felbft, alfo normal zu ihren 
Schnittebenen gerichtet find; wir wollen fie daher Daupts 
fpannungen für den Punkt M nennen; ihre Nichtungen, ober die 
Achſen des Ellipſoids (81) die Spannungs: Zchfen und dieſes 
Ellipſoid ſelbſt Ellipſoid der Spannungen für den Punkt M. 

Aus dem Vorhergehenden werden wir demnach den Schluß ziehen, 
daß es für jeden Punkt eines ſtetigen Syſtems drei unter 
ſich rechtwinklige Spannungsachſen gibt, ober drei ſenkrechte 
Schnittebenen, zu welchen ber geometriſche Bug ober Druck nermal 
gerichtet iſt. 

Die Bedingungen (e) führen durch die Gleichungen: 


W-AHMIE, BelBıBytr, uff 


215 


zu ben Bedingungent:' ' 1.3 °° He oa Mein 55 ,] port 
ak Tin MINE 
=P=-0=-(H9+%)%, 


fie entfprechen alfo nur beim beſondern Falle „ 00” die Spannungen in 
drei. unter ich, ſenkrechten Schnittebenen gleich. find;, in dieſem Fall 
geht aber das Ellipſoid (81) in eine Rugelfläche über und, a We 
danii die Spannungen für alle Schnittflaͤchen sle; ch ſint 
3 werde auf biefen Fall zurückkommen. 


Nach dem Borbergehenden können wir nun bie“ Größe ber drei 
Haupffpannungen und die Lage der Spannungsahfen in. Bezug 
cuf drei andere unter ſich rechtwinkliche Achſen, für welche die geoine⸗ 
triſchen Spannungen A, B, € ber Größe und Richtung nach be— 
fannt find, dadurch. beſtimmen, daß wir die Lage der Normalen-‚einer 
Schnitiebene in dem Punkte M fuchen,; in welcher die geometriſche 
Spannung T normal zu berfelben gerichtet iſt. Fuͤr diefe Schnittebene 


wird die Richtung ber entſprechenden Spannung, | bie wie- mit IT vezeich⸗ 


nen wollen, mit dem entfpreihenden Fahrſtrahl Tr Gufammenfallen, man 
wird alſ o haben eo 


. . .- si 
“ B . 
1 “. D v * ud 
— 


T. —7 con J T, = T eos u , T IT csv 
woraus fich mit ben Werthen (a) die Bebingungen ergeben: 
OT + A,) 008 4 -— B. obsu — C, Ge =0 BG 1 


(T—B,) cosu — Ay — co—⏑ . (. 
‚Fr RN 
1 — (,) cos v —Ä, Co B, cos 1 = 0 
BR, ν 
Slhniutet man aus bieſen Bie Wigel⸗ Smelonm, —** 008 1 vros vʒ 
und erſetzt die Größen B. = A, durch. D m, I Au.durh Eu 
(, = B, durch F, fo findet: man die nachftehende Gleichung: 


(T-AAT-BIT-0CI- PT pe: 
(82, 


— BT - By) D3 (T— 6.) +2DEF= 0 


Li 


— 


welche in vee * 7̃ vom britten hair iſt und Bund, er bief g 
Wurzeln die Größe der drei Hauptfpannungen gibt. "Hat man 


216 


diefe beftimmt, fo wird man mittels ber Gleichengen (f) unb ber 
Bebingungsgletchung: 


co + —* +osy —1 


die 6 entfpreihenben Werthe von 2, u, » für bie Richtungen der Ror- 
malen zu den betreffenden. Schnittebenen ober für bie Richtungen der 
Spannungsachſen erhalten. 


In Bezug auf die Spannungsachſen und mit den Hauptſpannun⸗ 
gen A, B, € Hat man nun für die Componenten ber Spannung T 
in einer beffebigen Schnittebene, deren Normale die Winkel A, u, » 
mit jenen Achfen bildet, die einfachen Werthe: 


Fe 


mei , T, = Beosu , T; = Ccosv , 


und für sie Mintel TE ‚ 7 ; TT. welche (or Richtung mit 
jenen Achſen einſchließt, die Functionen: 


4 


cos TE = Jæ =NE , co T7 = yesu = Bn 
et pe = EL; 


man fchließt daraus, daß biefe Richtung normal iſt zu einer Fläche, 
welche durch die Gleichung: 


) 


A——— 


vorgeſtellt wird, und zwar in dem Punkte, wo der durch den Punkt 
£nt bes Ellipſoids gezogene Fahrſtrahl r, biefelbe ſchneidet, für wel⸗ 
chen man alte die Beziehungen hat: 


n C 


—E Hr, cos US, , Lr,ov=r, . 


Denn die Winkel A,, u,, »,, welche bie Normale in dem Punkte 
z, neð, ber Flaͤche (83) mit, den Achſen bilbet, werden. beſtimmt durch 
die Gleichungen: 
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NE, | 
— 


cos), == 





, 008 u, = HE, 0084, 
Ä ei, 
cos», = KE Dr egal, , 


und wenn man für &, n,, LE bie vorftehenden Werthe einführt 
und bie Sleichung (81) beachtet, fo findet man 


cool, = AE 3 ‚ecou = 8#r ) cooy, = CL, 


wie behauptet wurde. 


Man wird aus biefer Betrachtung Leicht ſchließen, daß ber zum 
Punkte E,n,C, der Fläche (83) vom Mittelpunfte aus gezogene Fahr- 
ſtrahl r, der Quabdratwurzel aus der zur entfprechenden Schnittebene 
normalen Gomponenten T cos I verlehrt proportional fein wird, und 
In der That gibt die Gleichung (e) oder (e') unter der Form: 


Tcos9$ = A, cos?4+-B, cos?u + C, cos? v 
+2D cos} cos u +2E enehcony + 2F c08UCO8V , 


z 
wenn barin J— ul cos v — —- und 
— 


Tcos 9 — * — geſetzt wird, je nach dem Sinn, in welchem dieſe 


normale Spannung wirkt, je nachdem fie nämlich einen geometriſchen 
Zug oder Drud vorftellt, bie Gleichung: 


A,x 24B, y24 C‚22-1-2Dx, +H2Ex 2 H2Rya—Hl, (84. 


welche Die Gleichung einer Fläche des zweiten Grades mit einem Mittel> 
punkte vorſtellt, auf diefen Mittelpunkt als Anfangspuntt aber auf 
beliebige Achſen bezogen. Laͤßt man dann dieſe Achſen wieder mit den 
Achſen der Flaͤche zuſammenfallen, fo hat man für dieſe wieder und 
nur bie Bebingumgen : 


BB» =0 „, Eee —=0,.$=0. 
alfe auch 
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bie vorſtehende Gleichung kommt dadurch auf die Gleichung (83) 
zurüd und zeigt, daß bie entiprechende Flaͤche verſchiedene Geftalten 
annehmen wird, je nachdem bie Zeichen ber Spannungen A, B, € 
verſchieden find oder nicht; daß aber in allen Zällen ihre drei Achfen 
den Duadratwurzeln diefer Hauptfpannungen verkehrt 
proportional find, und mit ben Spannungsachſen zu⸗ 
ſammenfallen. 

Wenn die Spannungen A, 8, ¶ gleiche Zeichen Gaben ‚ alto 
jede berfelben einen geometrifchen Zug, ober jede einen geometriſchen 
Druck vorfielt, fo iſt dieſe Kläche ein Ellipſoid, und alle Span— 
nungen haben um den Punkt M Kerum gleichen Sinn. Sind dagegen 
bie Spannungen A, 8, € dem. Sinne ihrer Wirkung nach ver⸗ 
fhieden, indem die eine einen Druck, jede ber beiden andern einen 
‘ Zug vorftellt, oder umgekehrt, fo haben fie verſchiedene Zeichen und 
die Gleichung (83) ftelt dann die beiden conjugirten Hyperboloide 


ei? — A? — Bri=+ti 

ei A - Bi ——1 
vor, ‚welche den Aymptoten = Kegel: | | E 

eb? — Ab? — Bon? = 


gemeinfchaftlich haben, und von denen bas zweite einen, das erſte zwei 
Mäntel hat. Im dieſem alle muß natürlich der Sinn der Spannun- 
gen um ben Punkt M herum wechſeln; wenn der verlängerte Fahrſtrahl 
bes Ellipſoids der Spanmingen das Hyperboloid mit einem Mantel 
fögneidet, fo hat die Spannung benfelben Sinn, wie diejenigen Haupt⸗ 
fpannungen, deren Achfen dasſelbe ſchneiden, alfo nach den obigen Gleichun⸗ 
gen, wie A und B; für biefenigen Richtungen dagegen, welche das Hyper— 
boloid mit. zwei: Mäntel ſchneiden, tft der Sinn der Spannung mit dem 
ber Hauptipannung C Hbereinftimmend. Den Uebergang von dem einen 
zum andern der beiden Hyperboloide . bildet der Alymptotenkegel, und 
für diefen find: alle Normalen ſenkrecht zur Erzeugenden oder fenkrecht 
zum Bahrftrahl; für dieſe Richtungen wirkt demnach die Spannung 
längs ber betreffenden Schnittebene felbft, oder fommt auf einen bloßen 
geometrtfhen Schub zurüd, 

Zulegt felen noch, um das allgemeine Gefeh der Spannungen um 
ben Bunft M herum vollftändig zu. machen, T,, Ta, Ts die. Spannun= 
gen für irgend drei unter fich fenfrechte Schnittebenen, cos A,, cos u, 
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08 94, cor Ag; cosfin, u % f. bie Winkel, welche bie Normalen zu 
biefen Schnittebenen mit ben Spannunge-Achfen bilden; m man hat dann 
nach dem Vorhergehenben die Wertbe: * 
Tırom Ados?ı, B cos? + ClcodyT 
Tg? = A? cost1, + BF eos? ug + EGReosty, 


TR — Ar cos? A + WFecos? u + EI cosdy; 


’ 


und die Summe bderfelben gibt mit der Beachtung ber Bebingungen: 
oa}, 2a + ey = 1) er 
co + cm tel), | 

cos? y, + cos? v⸗ "6083 y =1 


welche ausdrücken, daß bie Normalen zu ben drei Schnittebenen ſenk⸗ 
recht unter ſich ſind, die Beziehung: 


Tat Tr + 1 -w4m4e, (8 


Man zieht daraus den Schluß, daß die Sumnie ber Quadrate der 
Spannungen tn irgend drei unter ſich ſenkrechten ebenen 
Schnitten im Punkte HM eine unveränberliche Größe und der 
Summe ber Quadrate der drei Hauptfpanuungen glei i*). 

In gleicher Weiſe hat man aber. amch durch bie: Gleichung (837 
für die zu ihren Schnittebenen. normalen Componenten J cos 9% , 
Ta cos % Ts cas 9% dieſer Spannungen bie Werthe: 

*) Diefer Es führt ash. ver obigen geamettifgen Betrachtung für das: Wnſeiv 
auf die Eigenſchaft, daß wenner,, r,, r, drei unter ſich ſenkrechte Fahrſtrahlen 
vom Mittelpunkt aus, a, b, u bie drei belbaqhſer desſelben bezelchnm, man 
immer hat: . 


fr + = * + * +4 r ’ 
und hätte auch umgekehrt aus dieſer Eigenſchaft abgeleitet werden Änhe, welche 
übrigens nicht mit einer andern Beziehung: 
a + bh" re=«arb +# ed ag 


werin a’, br, ce’ drei eonfugirte Halbmeffer bebeuten, zu verwechſeln iſt und 
weniger bekannt ſein däsfte, als dieſe. 





2% 


T. qos 9, = Keof®iı:+ Boos! ah Ceostr, 
7 co; =A 608% 2 + Most u 4.6000 » 2, 
Tac08 I; A cosꝰ A, + Bcostyeg -+. Ecos? vs 
und leitet daraus wie -vorher die Berehung ab: -. 
BR.) T, cos 94 + Ta c0s 9, + T; cos »=NAN+BHrE, 


welche ausſpricht, daß auch bie Summe ber normalen Span; 
nungen in drei unter fi rechtwinkkichen Schnittebenen 
conſtant, und der Summe ber.drei Häuptſpannungen 
gleich iſt, die ſelbſt normal zu ihren Schnittebenen ſind. 
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Wir Haben oben ſchon einen Fall berührt, wo bie Spannungen tn 
drei unter fich rechtwinkligen Ebenen. gleich find, und daraus ven Schluß 
gezogen, daß in diefem Falle da8 Ellipfotd der Spannungen tn 
eine Kugelfläche übergeht. und daher alle Spannungen gleich groß fein 
müffen. Es müfjen aber dabei wieder zwei Fälle unterfchieben werben, 
naͤmlich der, wo bie Spannungen auch in gleichen: Sinne wirken, und 
der, wo es nicht der Fall iſt. Im erfien Falle wird auch bie Fläche (33) 
eine Kugelflähe und es Tonnen dann trgenb bret-umter fich. ſenkrechte 
Geraden ald Spammungsachſen genvunmen werben, da nun alle Spun⸗ 
uungen auch normal gu thren betreffenden Schnittebenen wirken. Sm 

andern Kalle dagegen wird bie Zläcdhe (33) zwar. noch eine Umdrechungs⸗ 
Fläche, aber ein gleichachſiges Doppel⸗Hyperboloid :nrit einem vecht- 
winkligen Afymptotentegel; e8 gibt alfo hier noch eine befonbere Haupt⸗ 
fpannung und eine Spannungsachſe, obgleich dad Ellipſoid ber Spannungen 
noch eine Kugelfläche tft und Feine befonberw Achſen mehr hat, und biefe 
befondere Spannungsachſe ift die Achſe des Hyperboloids mit zwei 
Mänteln. Diefer Fall iſt durch die Bedingungen ( e) vorgeſehen; denn 
führt man dieſe unter der Form: 


D’—=(Ar +0,)(Br + G) » —E (A + er. (B, +.Cz) 
P=(A, + Br) (Art Gy, 
im bie Gleichung (8? } ein, und beachtet; baß man damit 
A An} DIE, He 


hält, jo —— N 

. —AR— AMT+A— 0 

9 a 75 —V — F 
ehmien ie hat alfo drei gleiche Wurzeln, aber: von verfähichenen 
Zeichen. 


öͤbder 


} 


Führt man dann biefe Werthe in bie Glachungen (f) ein, um 
bie Winkel A, u, » ber Richtung d der Achſen zu beftimmen, fo erhalten 
biefe nur beſtimmte Werte für T—= — A, und man findet unter 
Berũckſichtigung der’ urſprunglichen Bedingungen (82%), nachdem darin 
die entſprechenden Vertauſchungen in’ Bezug auf Az, 9, BD, uff. 
worgenounen worden, den Ausbruck: 1 


. F DIE En Zu 


eier mie den vorhergehenden Werten von D?, ‚E und Fi? sie ein- 
fache Form 
c08? } „_AtG __2 a‘ 
— tB,t0) — 2a 


annimmt, und woraus ſich die Werthe von cos u, des? v.. nech ben. 
Regeln: ber Symmetrie leicht ableilen laffen. 

Wenn:.nım zwei dee Drei Hauptſpanmmugen gleich werben, fo wird 
Ind: Cllipſoid (81). xine Umdrehungs- Gllipfoidz es werden daher bie 
Spannungen: für alle @ichnitte, deren Normalen mit ber dritten ein⸗ 
seinen Achfe (der. Umdrehuwmgsachſe) gleiche Winkel büben, einander 
alilh 5: ebenſo werden „Die Flächen. (83). Umbschingäfläcken und zeigen, 
daß in allen jenen Schyittem die Spannungen auch auf gleiche Weiſe 
gerichtet find,. Dat, ſie alſo in allen. Schnitten, welche paraliek zur drit⸗ 
ten Achfe find, normal zu ihren Schnittebeneg: wirken, folglich auch alle, 
Hauptſpannungen find, vorausgefeht jedoch, daß bie beiden gleichen 
Öauptfpannungen auch in gleichem Sinne wirken. 

Wenn biefe beiden Spannungen bem ‚Sinne nach entgegengefeht 
And, fo unterfcheldet ſich das Geſetz (83) nicht weſentlich von dem 
algemsfnen Falle, mp bie. Hauptfpaunungen alle drei ungleich, find und, 
eins den .beiben, andern dem Sinne; nach entgegengeſetzt iB.. Es gibt, 
dann nur drei Spannungen, welche normal ..zu: ihren. Schnittehenen 
wirken, alfo nur drei Hauptfpannungen , und biefe befondern Fälle 
werden es einleuchtend machen, daß es für bie Beſtimmung ber Haupt: 





fpannungen nicht genügt, das Gllipfoid ber Spammungen «allein zu 
betrachten. 

Endlich Haben wir noch bie Falle zu unterfuchen, wo eine ober 
zwei ber Hauptfpannungen Ruf find. Im erften Falle fie = 0, 
und A und 9 von gleichem Sinne; es gehen dann bie Gleichungen 
(81) und (83) in g . BR . 
wet? — 

AEr + Br =1, , 


über und ſtellen nun elliptiſche Cylinder vor, deren Erzeugende zur 
Ebene ber En ſenkrecht iſt, und bie,zweite Fläche zeigt, daß num * 
Spannungen zu der Ebene der beiden Spannungsachſen parallel ge⸗ 
richtet ſind, und daß wieder insbeſondere die Spannungen für alle 
Schnitte, welche die ebengenarmte' Ebene nach derſelben Geraden ſchnei⸗ 
den, unter fich parallele Richtungen baten. Diefe Folgerungen beftehen 
auch für den Fall, in dem A und B in entgegengefegtem Sinne wirken, 
und die Fläche 183) unter der’ Form: 
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in: zwei. confugirte hyperboliſche Bylinderflächen mit zwei Aſymptoten⸗ 
Ebenen übergeht. Im letztern Falle gibt es uber wieder viele Richtungen, 
in denen ‚bie Spannung parallel zu ber betreffenden Schnittebene ge⸗ 
richtet, alſo nur ein geometriſcher Schub iſt, und zwar findet dieß 
für alle Schnitte ſtatt, welche ſenkrecht zu den beiden vorgenannten 
Alpmptoten= Ebenen’ durch den Punkt M'.gelegt werden. 

Wenn zwet ber Hauptfpännungen, z. B. WB uhb €, Null: find, 
ſo kommt ‚jede der Gleichungen (81) und (83) auf die zweier Ebenen 
zurück, welche zu der entſprechenden Spannnngsachfe ſenkrecht und vom 
Anfangepunft um die ‚Srößen . on 

N U 

BE ——— 
euſin be is ber chen Ati u man, u tum die Shänmngen 
wie bie Gofinus' der Neigungbwinkel ber Schnitt⸗ "Normalen gegen bie 
Spantuungüachſe söcefiien vbder! dat man hat 


—E Tier Koi. u u) Ba Be 


Do 


und aus der zweitgu folgt, daß alle Spannungen zu ber Hauptſpan⸗ 
sung A -payallel find, mas übrigens quch leicht aus ben andern bisher 
abgeleiteten Verichungen ‚ namentlich: aus den Gleichungen ce 
hervorgeht. 6. 4 


Rachden wir durch die vorhergehende Beiraditung | bes Befeh, nach 
welchem fich die. Spannungen um ben Punkt M herum regeln, Zennen 
gelernt Haben, Echsen wir zu unſern Gleichungen ber-innern Bewegung 
biefed Punktes zurück. Diefer ieichungen find nur drei, und biefe 
bei Gleichungen enthalten zehn Unbelannte, nämlich bie drei normalen 
Spannungen. T., T, z. Tr, die drei: zur Schnitiebene :pawnlleien, 
tangentiafen .ober werfchtebenben Spannungen S, ,„ S,:und 8 ,. bie 
drei Geſchwindigkeitsconponenien u. ,„ u; , us und bir‘ Dichte :q. 
Zwiſchen den vier leptern Beränderlichen haben wir aber noch die durch 
die Gleichung (71) ansgebriktte Beziehung; es müflen demnach noch 
ſechs neue Gleichungen gebildet werden, um bie Aufgabe löfen zu 
können. Dieſe neuen Gleichungen hängen aber von ‚der Natur des 
Syſtems ab, da fie die Beziehungen ausdrücken müffen, welche zwiſchen 
den ſechs Spannungen T., Ty; 5 wf. f. und den während einer 
beliebigen Zeit eingetretenen Aenderungen ber Lage des Punktes M oder, 
xyz in Bejug auf die übrigen Punkte des Syſtems beftchen, und, 
welche nothiwendig von ben Innern, zwifchen biefen Punkten wirkenden. 
Kräften abhängen, bie ſich jener Aenderung in’ der gegenfeitigen Lage 
erfelben widerſeten. ‚Deng es leuchtet einerſeits ein, baf zwiſchen 
zwei Bunkten, welche gleiche und parallel gerichtete innere Geſchwindig⸗ 
keiten befigen unb daher immer biefelbe gegenſeitige Rage und Eutferunug 
behalten , keine Spannung ftattfinden Tann, daß aben tine ſolche Span- 
nung entftehen wird, fobald eine Aenderung in ihrer gegenfeitigen Ent- 
fernung oder Lage eintreten will, fobald die Innere Geſchwindigkeit bes 
einen eine andere werden will, als bie des andern, fet es ber Größe 
ober Richtung nach. Dazu gehört aber auf der anbern Seite, daß 
zwiſchen jenen Punkten innere Kräfte thätig find, welche dieſer eintreten⸗ 
den Aenderung in der gegenſeitigen Lage Widerſtand leiſten; wenn in 
einer ober in ber ambern Nichteng und in einem beſtimmten Sinne 
genommen ein folcher innerer Widerftand fehlt, wie bieß 3. B. bei den 
ftaͤſſigen Suflemen. vorausgeſetzt wird, fo kann in- biefer Richtung und: 
in dieſem Siume auch son feiner Spannung bie Rebe fein. Wir könmen 
deſhalb Jene: Vezlehnngen zwiſchen den Spannungen unb ben von ber 
& unabhängigen Renderunigsgeſeven der Lage eines, Punktes nur für 

ſt 


— 


— 





die Vefchaffenheit des Innern Widerftandes aufſtellen, was im dritten 
Kapitel dieſes Abſchnittes Für bie ſtetigen veränderlichen Syſteme ber 
feften Aggregatform, alfo mit vorherrſchender Gohäflen, und im folgen⸗ 
den Buche für die flüſſigen Syſteme geſchehen wird. 

Die genannten Aenderungsgeſetze der Lage eines Bunttes gegen 
die ihn umgebenden, alfa nadı verfchiebenen Richtungen bin beträchtet, 
werben aber. durch ein ganz ähnliches allgemeines Belek geregelt, wie 
bie Spanmungen um biefen Punkt herum, und diefe allen fletigen Syfte- 
men zukommende Gigenfchaft haben wir Hier noch zu erörtern. 

.Dagu. wollen wir die Goorbinaten sites ‚beliebigen Punktes M tm 
Syftem am Ende der Zeit t und auf das parallel fortichreitende Goor- 
dinatenſyſtem bezogen, deſſen Anfangepunft wieder ber Mitielpunkt ber 
ganzen Mafle: des Syftems fei, einfach mit x, y, z bezeichnen, unb mit 


M=ı-$ , Wer, W=ı-3 


bie Coordinaten besfelben materiellen Punktes M am Ende der Zeit t,, 
fo daß x, 9, z bie während der Zeit t—t, eingetretenen Aenderungen 
feiner urfprünglichen Goordinaten x, y0), 20) vorfteflen, und baher 
als Functionen der vier unabhängigen Veränberlihen x, y, z und t 
betracitet werden müffen. Für einen andern Punkt M’, beffen Coordi— 
naten am Ende ber Zeit t buch x+ Ax, y+ Ay, 24 12 bezeichnet 
werben können, wird man am Ende der Zeit t, bie Coordinaten 


5442-8) » 1-9+407-9) » 2344-3) 
gehabt haben, waͤhrend alfp am Ende ber Zeit t bie > Penjetionen der 
gegenfeitigen Sntfermung 

As= V(AsB FAN FAR 
ber beiden Puntte M und M’ auf ben Goorbinaten- Adhen durch As, 
Ay; dr gemeffen werben, waren biefelben am Ende der Seh t, nur 
PT 2773 j "41-49 g A344; Zu 


werden demnach bie nierſchiede Ax, 29, Az dieſer Projeetionen 
Die ‚während ber Zeit t—1, eingetretenen Aenderungen jener Entfernung 
parallel zu den Coordinaten⸗ ae gengumen vorſtellen und bie. 


Anfangswerthe ber Verhälttfe G3 — 2 bieſer Aenderungen 
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zu ber am Ende der Zeit t flattfindenden Entfernung 48, oder bie 
Uebergangsgeſetze: 

ax 49 34 

ds ds ds’ 
worin wieder s als eine Veränderliche zu betrachten ift, von welcher 

x, y, z willfürliche Functionen find, Tonnen demnach als bie Projec- 

tionen ber während ber Zeit t—t, eingetretenen geometriſchen Ver⸗ 
längerung ober Verkürzung, der pofitiven ober negativen 
seometrifchen Dehnung des Syſtems in dem Punkte xyz be- 
zeichnet werben, unb zwar für biefenige Uebergangs- Richtung, welche 
duch bie Functionen = =coa, = —=coß, = cosy 
beftimmt wird. Diefe Uebergangs- Richtung barf aber nicht mit ber 
Richtung ber geometrifchen Dehnung felbft verwechfelt werben; denn biefe 
wird durch Die gegenfeitigen Berhältniffe ber Aenderungen 1x, 49, 13 
bebingt, welche felbft twieder von jener Mebergangs- Richtung abhängen, 
ſich mit diefer ändern. 

Bezeichnen wir demnach diefe pofitive oder negative geometrtfche 
Dehnung in dem Punkte xyz und für eine beliebige Mebergangs- 
Richtung mit d, ihre Projectionen oder Componenten nad) ben Goor= 
binaten = Achſen v mit tdi, dr de, die Winkel ihrer Richtung mit biefen 


Achſen durch dx, dr, Pr, fo haben wir zuerft die Werthe: 


_ zn __ dxdx dx dg dy dygdı 
k=deosdı=,, = oxda 45 ds 4535 
58 ea +53 E oo + 55 c0ey u 
‚(a 
Ö d9 ö 6y 
—R LEHE U — — — —⏑——— — 
VATER Da = Hena+z co a + 53 c08 y 


und wenn dann 9 der Winkel ift zwifchen ber Richtung ber Dehnung d 
und ber Vebergangsrichtung, fo wird auch 


d cos — da cos + dr cos ß 4 di co- | | (h. 


und mit den Werthen (a) nimmt biefe Gleichung bie dopel Form an 
Decher, Haubbuch der Mechanik LIE. | 


— ⸗ 


D cos 9=(58 cos 4 3 cos 4 A ce) Cosa , 


dx 
c.) +(2° os -4 De + Fan) cosß , 

d 
+[3: co + Soma + ZB er) car, 

oder 

do = (53 coa-+ + bey) ou. , 
c’.) + (58 co+ 5 + SF cr) cosß ; 
+(5 008c-+ — zumer)aer, 


EIN TE IE IE SE 
welche zeigt, Daß ſowohl 7 » Er und 5x als dx’ dr’ dı 


bie rechtwinkligen Somponenten ber geometrifchen Dehnung a für ben 
zur Achfe der x parallelen Mebergang vorftellen, daß man alſo 


I _g IE _ Id _., EI, 
x ’  dy dx ’ da 


3. dy 5 dy dy dy 
ſehen kann; ebenſo können 5 57 und oder dx’ dr’ dr 


als bie Componenten bx, by, Bz ber — * b für den zur Achſe der y 

‘og 6 = 03 44 83 ‚v0 
parallelen Uebergang, ri und 5: oder 32’ 3y und er als 
bie Componenten Cx,:Cy, © oe Dehnung e für den zur Achſe ber % 
parallelen Mebergang genommen werden, und es folgen baraus bie 
Beziehungen: 


EL —— 3 m_9 
88.) A "5x I da dx’ de I’ 


welche den Gleichungen (76) für bie Spannungen entiprechen und eine 
merfwürdige Uebereinſtimmung zwiſchen ben Sparnmungs- und Dehnunge. 
verhaltniſſen u um ben Punkt M. herum beurkunden. 


Au“ 





227 


Diefe Uebereinſtimmung wird indeſſen noch augenfälliger, wenn 
wir die Werthe (a) unter der Form 
dx = Aıcosa@ + Bxcosß +4 Cx cos 
D, —= a, cosa + by cosß 4 €y cosy (d. 
de — a⸗ cose + Br cos +4 Cı cosy . 
in bie Gleichung: 
82 — D,2 + 9,2 -4b 
einführen, und in ber dadurch zum Borfchein fommenden Gleichung 
1 
r 


' 


x y 
»_ mo—=— ; caf= ‚ esy=— 


ſetzen, woburd; fie mit der Beachtung der Beziehungen: 
Axd + Ay? + a,? = y -b,? + b,? 4 b,? — b? y 


bi + ab, + 0,5, = abensab, 
u ſ. f. . 
be Form: 


1= ar? + Py:+ 7? + 24b cosab.x'y 
+ Laccosae.xz + %becosbe.yz 


annimmt und fo wieder bie Gleichung eines Ellipſoides vorftellt, 
auf den Mittelpunkt aber auf beliebige Achfen bezogen, deſſen Fahr⸗ 
ſtrahl der geometriſchen Dehnung, welche in ber durch den Tahrſtrahl 
angebeuteten Webergangsrichtung ftattfindet, verkehrt proportional iſt, 
und beffen Achjen bie Richtungen angeben, nach welchen die Dehnung 
eine größte und eine kleinſte iſt unter allen, die um ben Punkt M herum 
fatthaben. 

Die auf die Uebergangsrichtung oder auf ben Fahrſtrahl projicirte 
Dehnung d cos I dagegen wird durch eine Flaͤche von der Form: 


nur B Het 202g, + 20m +2by2,=+1 (37. 
anſchaulich gemacht, welche aus Dem Augdruck (b) hervorgeht, wenn 


man in denſelben bie Werthe (d) einführt, der Symmetrie wegen bie. 
15* 


(86. 


38 


ia ben Bleidjungen (85) ——— Coeffigienten * ihre halien 

41 ‘9 1 y 
Sum: (rt) tee lets 
buch f, und h bezeichnet und dann 


A x, Y z 
dBcaI=Lt- ; cos —=T— 5, aß=— j cy—=— 
r, r, r, r, 


ſetzt. Die Normale in dem Punkte x,y,z, biefer Flaͤche bildet mit ben 
GSoordinatenachfen die Winkel 2, u, », welche burch die Gleichungen: 


Veoa=ax,+fy+s2 , Veosu=fx+by,+bz, 
V,cosv = ex,+dy, + e:z, R) 


worin V, den Ausbrud: 


[en + +82 Ha, Hrn + ba) HR, Hr, +ez,))]} 


erſetzt, beftimmt werden. Dan wird‘ fich aber durch Verleihung diefer 
Ausdrüde mit den Werthen von dx, dy, dz unb dem baraus folgenden 
von ddr? + 5,24 8,3 und mit Beachtung der Gleichungen (85) 
leicht überzeugen, daß man hat 


x 
“ 


VcooA=rd% , V,csu=rd, , Vossv=rd, , V=rb, 
“ & Pa B % u 


alſo auch 


—— | um x —,: 
Bd Ba » ’ d 8 


und wird daraus ſhhen, daß die Richtung der Dehnung d 
für die durch den Fahrſtrahl angebeutete Uebergangsrich— 
tung mit ber Normalen im Endpuntb bes Fahrſtrahls zu⸗ 
ſammenfällt. 

Länge der drei Achſen ber Fläche (87) fallt die Richtung des 
Fahrſtrahles mit der der Normalen zuſammen, folglich auch die Rich⸗ 
tung der Dehnung mit der Richtung des Ueberganges, und wenn die 
Gleichung der Flaͤche auf biefe Achfen bezogen wird, ſo nimmt ſie die. 
einfache Gormi-. 004 


9 


Egg 2 SEC 22 2 Eu 


am und zeigt, daß die Dehnungen um den Punkt M herum wieder von 


drei Hauptdehnungen a,b,c abhängen, deren entiprechende Ueber⸗ 
gangsrichtungen und eigene Richtungen durch bie Achſen biefer Fläche, 
weiche auch mit denen des Ellipfoidbd (86) zufammentueffen, und bie 
man demnach. die Dehnungsachfen nennen Tann, beſtimmt werben. 
Die Lage diefer Dehnungsachſen wirb aus den als bekannt 
vorausgefeten Dehnungsverhältniffen nach drei’ beliebigen Achfen mittels 
ber vorhergehenden Bigenfchaft in ähnlicher Weiſe beftimmt, wie die 
Rage der Spannungsaciten Wenn 8° eine: der «drei Hauptdehnungen 
bezeichnet, und A, u, » die Winkel find, welche ihre Richtung. und die 
entiprechenbe Vebergangeriäjtung mit den drei Achſen der 2 Yo zZ, 
bildet, fo hat man yanit der Werthe (d) 


D. ⸗ 5. care b, eos 1 


dr = Deusu—ny 0084 + by; ut cos» 


=deosv=a, con + b, cu + e 008» 


oder wenn für bie bx und ar, & und 9, u. f. f. wieder die Be⸗ 
zeichnung f, 8; h eingeführt wird 


6—a,) 608 —f cosu—goosv 0 
(d—b,)cos u—fcos A — bossv == 0 6(e. 


(8— ————— 


und die Elimination der Winkelfunctionen aus biefen bee Sieichungen 
führt zu der Schlußgleichung des dritten Grabes:. 


G-)6-) 6-0) 
Rd a)+ 20, 


Gs. 


durch deren Wurzeln die Groͤße der drei dauptdehnungen a,b und f: 
gegeben iſt. Werden’ biefe dann eine nach der andern In die Gleichun? 
gm (e) eingeführt; fo Töhmen daraus bie entſprechendeii Winkel A, u, » 


a — — — 


für jebe derſelben ober bie Richtungen der drei Dehnungsachſen gefun- 
ben werden *). 

*) Gin gleiches Verfahren kann in allen ähnlichen Fällen dazu dienen, bie Lage 
und Größe der Halbachfen eines Ellipſolde oder Hyperboloids ans der allgemei⸗ 
nen Mittelpunktsgleichung abzuleiten, alfo tmebefonbere auch dazu tie Lage ber 
Hauptachſen und die enifprehenden Maſſemomente eines fehlen Syſtems zu 
bektummen: Man bat 'dazu ans ber Gleichung (129) bes Elfipfotbs ber 


Maffemomente in $. 163 des zweiten Buches für bie Richtungewinkel A, u, v 
der Normalen im Allgemeinen die Beziehungen: 


Raum 8 » Bose= Br — Jr—SL: 
Ber=dr- Mi , 
- worin WB den Ausdruck 
[WME- Hr —- EN GBI- HS HE S— Ha) 
erfept. Kür die Winkel eines Fahrſtrahles x mit ben drei Goorbinatenadfen 
der £, 7,8 bat man bie Coſtuus * * rn ,„ und baher für bie 


Lage der Halbachſen des Eikpfelds, welche zugltich Fahrſttahlen ib Normalen 
ſind, die Bedingungen: 


at ẽ BR nn &-6:—$r 


.) u T_. 1 9 Wi-g_L 


V r x’ V r 
oder in anderer Form: 


BS _--& _ r-E-H _ &-G— 


— — 
— — — u nn N 


Die Gleichung des Ellipſolss nimmi aber auch die Form an: 
1=M- HE — HE Hr (E- Gt - Hr) 
und gibt mit den | Bedingungen die Werthe: 

— E———— 5 —E 23 &-8-9- 

8 
| hr A SR 
Man erhält bamit aus ben brei Vleichungen (2) die folgenden: 
oo (M — U) coli + Fcout Gcoy=0, 
ß.) (M — Bleuu + ci + car =9 , 
(M-G)ear co + DH cu = 0, 


pi’ = 
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u: 


Wenn bie drei Hauptbehnungen m, BD, e: gleichen Sinn haben, 
alfo alle Hrei zugleich eigentliche Aussehnungen. ober. ne zugleich 
Stauungen vorftellen, dann wird bie Wläche (8). ‚ein Ellipſoid, 
welches Teine meitern befondern Eigenſchaften für die Dehnungen um 
den Punkt M herum kenntlich macht. Haben Dagegen jene Hauptdeh⸗ 
nungen verſchiedenen Sinn,’ fo daß zwei derſelben z. B. a und’B 
Stauungen bedeuten, bie dritte © eine Ausdehnung, ober. um⸗ 
gekehrt, fo ſtellt die Gleichung (88) zwei conjugirte Hyperboloide mit 
einem gemeinfchaftlichen Afymptotenkegel vor; das Hyperboloid mit zwei 
Mänteln umfaßt dann alle Mebergangsrichtungen, nach welchen bie 
geometrifche Dehnung denfelben Sinn hat, wie bie nach der reellen 
Achſe dieſer Fläche gerichtete dritte Haupidehnung a; das Hyperboloib 
mit eineni Mantel umfaßt alle Richtungen, nach welchen bie Dehnung 

- gleichen Stun hat, wie bie feinen beiden reellen Achſen entfprechenben 
Hauptdehnungen a und b,_und, ber Afymptotenfegel. vereinigt Diejenigen 
Richtungen, nach welchen bie" Richtung 'der Dehnung ſenkrocht iſt zur 
Uebergangs - Richtung, ach denen alfo die Dehnungen In bloßen Ver- 
ſchieb ungen beftehen, und daher weder eigentliche Dahuungen 
noch Stauungen find. - 

Nach dem Vorhergehenden wird man nun für bie Fälle, wo eine 
ober zwei der Hauptdehnungen Null find, oder zwei ‚berfelben gleich 
werben, aus der Gleichung (88) für die Dehnungen um ben Punkt M 
herum Leicht ähnliche Folgerungen ziehen, wie die, welche wir im vorher⸗ 
gehenden 6. für die Spannungen erhalten haben. Ebenſo wird man 
noch aus dem Ellipfotd der Dehnungen, deſſen Gleichung (86) 
in Degug auf bie Dehnungachſen bie Form: = > 


—D He=1 ' ( 90. 
annimmt ‚den Schluß ziehen ‚ daß wenn de, d, d⸗ die Dehnungen 
für irgend drei unter ſich rechtwintlige uehergangs⸗ wiätungen ſind, 
aus welchen durch Elimlnalion von 1, u ” v wieder bie Gleichung: 

(M-A(M-OG(M-GO- Fl M-G- 6 MB). 
-H(M-M)+239H =0 
hervorgeht, deren Wurzeln bie Moaſſemopnente tin Bezug auf die drei Hauptachſen 


geben, und einzeln in’ bie vorhergehenden Gleichungen (4) eingeführt, zur Bes 
fimmung der Richtungen dieſer Hauptachfen bienen werben, 





“ 


22 
91.) HB den, 


daß alfo bie Summe ber Quadrate biefer drei Debnungen 
immer der Summe ber Duabdrate der drei Hauptbehnuns 
gen gleich if, und die Gleichung (88) führt wie dort zu ber Be— 
ziehung: 


9) on 4dds cos 9, 4 b, cos 3 —=—ar+bte,. 


welche ausſpricht, daß dieſe auf ihre Uebergangsrichtung 
projicirten Dehnungen ebenfalls eine unveränderliche 
Summe bilden, welche der Summe der drei Haupt deh⸗ 
nungen gleich iſt. 

Solche drei rechtwinklige Nebergangorichtungen find aber unſere 
urfprünglichen beliebigen Achfen ber x, y’, z’ oder F Y, 2, in 
den Gleichungen (86) und (87), und man wirb nad dem Vorher⸗ 
athenden leicht einſehen, daß 


5 — 99 cs _ 


Ar == ’ dr °. di 


bie zu jenen Achſen parallelen Brojectionen ober Gomponenten ber 
geometrifchen Dehnungen a, b, e für bie durch biefelben Achfen an⸗ 
gebeuteten Mebergange - Richtungen find, daß alſo für jebe Bage 
biefer Achſen die Summe 


++ =arsre 


eine unveränberlihe Größe tft. 

Diefe Summe tft aber auch für Syſteme, bei welchen bie geome⸗ 
triſchen Dehnungen immer ſehr Hein bleiben, wie dieß für bie ver⸗ 
änderlichen Syſteme der feſten Aggregatform meiſtens ber Fall iſt, ſehr 
nahe gkeich der während der Zeit t — 1, eingetretenen geometriſchen 
Raumausdehnung, welche wir in $. 35 mit o bezeichnet haben. 
Denn wenn V wie bort ben Rauminhalt eined am Ende der Zeit t 
von brei unter fich fenkrechten Ebenen im Punkte xyz begrenzten Theiles 
von bem betreffenden Syftem bezeichnet, fo daß man hat 


| xpyp: 
V  [ae[or| 2 z.1, 
Any) | 





———— — — 


und V, den Rauminhalt desſelben Theiles am Ende ber Zeit ti, vor⸗ 


ſtellt, ſo daß 
ig —;3 
Vo * jr 4 1, 


fo wird bie während der Zeit t — 1, eingelretene Volumenänderung 
desſelben Theiles burch 


— [ee Je 


ausgedrückt, und man findet dafür durch eine ähnliche Entwickelung⸗ 
wie in dem genannten Orte, indem man beachtet, daß 


SEfefan 
ERS 
uff jr jr ' +[& ‚P | 


fan fofens ef 
Eee le 
ER LATrE 


_ 
| ra IP (V-Ve) 
Darand folgt dann als Anfangswerth bed Verhältniſſes x 1141 
ober ald geometrifche Ranmanebehnung oe in bem Punkte xyz ber 
obengenannte Werth : 


_0M(V-V,) __ da ,dy , de 

»2.) 0 rdyda jr dy +5’ 4 

wenn bie Menderungen Ag, 19, 43 ber Gootbinntenänberungen 
t, 9, 3 für ben Uebergaug von einem Punkte xyz zu einem fol- 
genden in „» y+4y,:2+Jdı im Verhaltniß zu den Aende⸗ 
rungen Ax, Iy, Az, oder anders ausgedrſickt, wenn bie geome⸗ 
trifchen Debnungen * immer klein genug bleiben, am 
bie Glieder J 


"jojo @fefess offer 


— 


ed ==> dadidy °  dydadzx 





welche mit ben Producten 5 A j 55 n und 2 ji homogen 


find, und um fo mehr iM —* Glied bed Werthes von o gegen bie 

brei erfien Glieder vernachläffigen zu können, was wie fchon bemerkt 

für Die veränderlichen Syſteme der feften Aggregatform immer zuläffig if. 
Beachtet man dann, daß aus den Gleichungen: 


x — )+Rr, 7 — 00 498, z=.20 +3 
bie Aenderungsgefebe: 


dx dx dy d.yg dz’ dyz 
Bun e guän oe nenn 
hervorgehen, und daß man auch Hat 

1.8 PR | 
d.5x dt _ 0% u f f . 
u * dx dx’ an A N 


fo wird man aus dem vorhergehenden Werthe von o leicht das frühere 
Aenderungsgefe (70) desſelben in Bezug auf bie Zeit, nämlidy 


2 — dk nr 
dx +5 


herleiten; dieſer Ausdruck ift aber wie man I aus der in $. 35 aus⸗ 


geführten Ableitung oder nach ber jetzigen Betrachtungsweiſe aus ber 
Entwidelung ber Beziehungen: 


IE A. xꝓ PO +Yy+N.Yy pp +: + A.3 | 
AV je | IE . 4 


je" [ I + 


und 
EV) „47 
de oxdydz dt 
de Te AV 


überzeugen wird, immer ſtreng richtig, wenn auch bie Desnungen 
2,3 2 nich fehe Mein ſind. 


§. 4. 

Mittels ber vorhergehenden Beziehungen ( 93) find wir nun n auch 
in den Stand gefeht, die Geſchwindigkeiten ur, ur, ur in ben 
allgemeinen Gleichungen (7A) und (78) ber Bewegung ded Punktes M 
in Bezug auf ein parallel, fortfchreitende8 ober in Bezug auf ein feſtes 
Coordinatenſyſtem durch die von dem Ende einer beſtimmten Zeit ı, an 
eintretenden Aenderungen x, 9, 3 feiner Lage auszudrücken. Dazu 
muß man aber beachten, daß in diefen Beziehungen bie Aenderungsgefeße 
Ri ; Ge j = bie vollſtaͤndigen Aenderungsgefehe von 293 


In Bezug auf * Henderug von $ find, daß alſo biefe Vezlehungen 
allgemein und ſtreng en die entwidelte Form: 


zus 3 + u. SE gut x 


d 
—— Rue 2, (9. 


—— — Er mn ma) 


annehmen, und nur für fehr Peine geometriſche Dehnungen auf bie 
einfachen Werte: 


ie d . 4; 
u = , el ; u = (95. 


zurückkommen. 
Bezeichnet man zur Abkürzung wie früher die normalen Dehnungen 


2,9 33 € _ 99 
je’ 55 durch a, b, © bie Dehnungen ya’ 
3 d d 1) 

3 =. , 7 = Er buch f, 8, 5, und bie Geſchwindig⸗ 


teiten E , > j - durch Mr, Ay, 8; , und ellminirt aus ben 


Gleichungen (94) bie uy: und ur, fo ergibt fi ber Werth von un 
durch bie Gleichung : 


ur [1-a) 1-5) IPA) —-bt(1-a)—2fgh] 
‚= ( - b- e- bꝰ) 4 u (fil-e)+8b)+ u (g(1-b)-fby. 


Werden darin alle Glieder ‚ welche Producte ber Dehnungen enthalten, 
vernachläffigt,, fo findet man zuerft 


(1-00) = u ib) tn tem 


und wenn dann auf ber vechten Seite — au. — am; zitgefeht, ber 
Werth (92) ber räumlichen Ausbehnung o beachtet, und in gleicher 
Weiſe in Bezug auf uy: und u, ‚verfahren wird, fo folgen bie Ausdrüde: 
(w—)(1— eo) am + für + gu 
Cur — ur) (I —- ) fus pu, fm 
Cu— u.) (1-2 0) — gu:+ bu, + en. 


Man ſieht Heraus, daß man noch bie Summen: 


dx "dya "Bi 
3y dy , 29 | 094 
FAT dydı ta’ 
u, r f. 


muß vernachläffigen Tonnen, wen v8 , Wy=ly, mh 
werden foll. 
Unter diefer Borausfegung hat man dann weiter 





d.uyr — d.u, — di (2.33 öl Ol 
a a a tım + gy tz 
adE ie Zu EL 
de x dr = dy d3_ dr 
Sp trau aa ton 
dex df | 


de + A + er +28 


Die vorhergehende Vorauſehung: 
al + fuy + gu = 0 








gibt aber auch | 
d ds 
teten ee — Fr) 
und damit kann man dem Werthe vo Form geben: 
d. Ux: * dsy dn, 
di = (1-0). - 14 90 


Achnliche Formen wird man dann auch für bie vollftänbigen Aende⸗ 
rungsgeſetze ber Geſchwindigkeiten uy: und uz in Bezug auf die Aen- 
derung ber Zeit erhalten und daraus fihließen, daß wenn bie Aenderungen 
der Gefhwindigkeiten u: , u, und u. in Bezug auf: ben Uebergang 

von einem Punkte zu einem andern, ober wenn bie geometriſchen Deh⸗ 
nungen durchaus ſehr Tlein find und bleiben, die Aenderungen biefer. 
Dehmungen: in Bezug auf die Zeit allein, alſo vernachläffigt‘ werden 
Binnen, man bie einfachen Beziehungen hat :. 


d.ür dr d. uy _ dig d.ur _ d?z 


dt dia dt du dt de 


Unter denſelben Vorausfehungen wirb aber auch bie Aenberung 
ber geometrifchen Raumausdehnung o in Bezug auf bie Zeit ſehr ein 
fein, und daher das Aenderungsgeſetz gleich Null genommen wer⸗ 


ben dürfen, wodurch bie Beziehung (72) auf bie einfachen Gleichungen: 
d. 
97.) —ı_ 0, a=%; 











%.) 


dt 


zurüdtommt, welche ausfprechen, daß in biefem Falle bie Dichte in 
irgend einem Punkte bes Syftems von ber Zeit unabhängig und immer 
biefelbe bleibt, wie am Anfang. berfelben, ober richtiger ausgebrüdt, daß 
bie Aenberung ber Dichte in irgend einem Punkte immer fo Hein if, 
daß man dieſelbe als unveränberlich betrachten barf. 

Hat man demnach bie geometrifchen Spannungen Tx, Ty, Sz, u. |. f. 
k 2. ber Ratn pes Syſtems in Function der geometriſchen Dehnungen 
3 ; 3,3 , = ‚uff ausgebrück, und bie geometrtfchen Kräfte 
X, Y, Z mitteld ber Beziehungen 


"=! +2, Y=YW+ıHg, 7/=zı 0 +3 


ebenfo in Function der Aenberungen g, 9, 3, fo werben unter den 
vorhergehenden Beſchraͤnkungen die Gleichungen (74) die Form an- 
nehmen: 








5: , 6% | d8r Bu 
Ju toytogzr tr (xx) I 
68: , dTr , 0% _ 8 
3.) wet (v- ir) > 4173 
28: I, IM az\_ 
rt dy rt 97 +4 (2- - w)ı% 


und mit einer ber Gleichungen (973: ber Zahl. nach genügen, um 
bie. Beränberlichen. y, 9, 3 und q in Function ber Beränberlichen 
X, Y, z' und t auszudrücken, alfo die Weiche ber tunen Beimegung 
des Buntted x’ y’z’ in Begug auf dad mit dem Mittelpumite ber Maſſe 
oder. tegenb einem andern Punkte des Syſtems nach einem belannten 
Geſetze parallel fortſchreitende Coordinatenſyſtem zu beſtimmen. 


— 


Die Gleichungen der innern Bewegung eines ähnlichen veränber- 
lichen Syſtems, das fi im Zuſtande des äußern Gleichgewichtes be⸗ 
ſindet, gehen aus den obigen einfach dadurch hervor, daß man den 
Anfangspunkt der x, y, z in einen Punkt verlegt, welcher keine innere 
Bewegung befikt und bie auf bien Punkt ſich beziehenden Außen Ge⸗ 
ſchwindigkeiten * J,. 7 2 le unveränderlich annimmt, ober 


wenn das Gleichgewicht ein eubeabes fein fol, gleich Null febt. 


6. 85. 


Nach den vorhergehenden Unterfuchungen über ben innen Zuftand 
eines fletigen veränderlichen Syſtems in Bezug auf ein parallel fort- 
ſchreitendes rechtwinkliges Coordinatenſyſtem laſſen fich die entfprechen- 
ben allgemeinen Gleichungen für die innere Bewegung ober dad Innere 
Gleichgewicht eines ſolchen Syſtems tn Bezug auf ein fortfchreitenbes 
und fich drehendes rechtwinkliges Coordinatenſyſtem leicht aus der Bere 
gleihung der Gleichungen (7A) mit den für. ein nicht fletig zuſammen⸗ 
hängendes Syſtem von materiellen Punkten gefundenen Gleichungen (46) 
ableiten. Denn biefe Bergletchung zeigt, daß bie esftern dieſer Gleichun⸗ 
gen aus ben letztern hernorgeben, wenn flatt-ber Mafle mi eines beliebi⸗ 
gen Punktes im nicht ftetigen Syſtem bie geomelrifche Dichte-q in bem 
Bunkte xyz. des fletigen Syſtems, und flatt ber zu bem Achſen der 
2,y Ober. 2 peralllen innern Wirkungen: 


keit =n., h=i—1 k=n 
2. Ai cos dhi — 2. ix 008 0Cik „ 2. Iicosßi— T.Ixcosfik , 
+ h=1. ki . 


Fr: Ss J 
2 . Jhi 608 Ybi — . Jik COS Yik 
A ie —— N 


ble entſprochenden Aendernngsgeſetze ber geometrifchen Spannungen in 
drei zu jenen Achſen normalen Schnitten in dem betreffenden Punkte 
eingeführt werben. Wir ſchließen daraus weiter, daß auch bie Gleichun⸗ 
gen für die Bewegung eines ftetigen veränderlichen Syſtems, beziehungs- 
weile eines Punktes im demfelben in Bezug auf ein rechtwinkliches 
Gonzdinatenfoftesk,; welchen zugleich eine brehende und eine fortiehreitende 
—— beſitzt, ſich durch ähnliche Subſtitutionen aus ben entſprechen⸗ 

ken Gleichungen (51) ‚in 8. 31 für den Bun. Di An nicht peigen 
Soſtems fa ergeben müflen. 


0 


Set demnach wieber das beivegliche Coordinatenſyſtem bad der E,77,L£, 
fein Anfangspunft ber Mittelpunkt ber Maſſe bes veränderlihden Syſtems, 
und feine Lage gegen bie feften Goorbinatenachien ber x, y, z am Ente 
ber Zeit ı durch die Coorbinaten X, V, 2 jenes Anfangspunttes und 
bie Winfel I, w und in Function von t beftimmt; es werben dunn 
auch feine augenblidliche Winkelgeſchwindigkeit ꝙ, beren Komponenten 
9, q, r um bie Achſen der E, 7 und & und damit bie Lage ber 
augenblidlichen Drehungsachſe in Bezug auf biefe Achſen ſowohl, als 
in Bezug auf die feſten Goorbinatenachfen durch bie in F. 185 bis 187 
bes zweiten Buches abgeleiteten Beziehungen zwiſchen biefen Größen 
gegeben fein. 

Die geometrifchen Gomponenten ber an bem Punkte Ent bed Sy- 
ſtems angreifenden äußern Kraft bezeichne ih mit q2, qH, qZ, 
behalte aber für bie Componenten derjenigen Kräfte, welche nothwendig 
find, um ben betreffenden Punkt vom Ende ber Zeit t an in Bezug 
auf bie Achfen der E, n und C tm Gleichgewicht zu halten, und welche 
nun ebenfalls im geometriiche Kräfte übergehen, bie in $. 31 anges 
wendete Bezeichnung bet, nämlich bie Bezeichnung &, 9, > für bie 
Componenten ber Kraft, welche bem betreffenden Punkte diejenige Be⸗ 
fchleunigung ertheilen Tann, welche. ex vom Ende der Zeit s an erhalten 
würde, wenn er von biefem Augenblide an mit ben Achſen ber 5, 7 
und L feft verbunden und der Anfangspunkt dieſer Achſen unbeweglich 
wäre, und bie Bezeichnung Foos!, Fcoom, Fcosn für bie 
geometrifchen Componenten der Kraft F, welche in bemfelben Punkte 
bie Beichleunigung 29 # cos d zu erzeugen vermag, wenn wie am 
genannten Orte 9 bie innere Geſchwindigkeit biefes Punktes und d 
den Winkel zrotichen ihrer Richtung und ber augenbliclichen Drehungs⸗ 
Achſe des Syſtems bedeutet. Für die erftern Bomponenten wird man 
baher gemäß ber Gleichungen (a) in $. 31 im jebigen Falle die Werthe 
erhalten: 


el nn tplanten- (+2) 
=1(E - — 
——— 


und bie letztern Componenten werben durch bie ben Gleichungen (b) 
daſelbſt entſprechenden Ausdrücke: 


31 


ET rer) . Feum- 2 - er) 


| de d 
Fan (aii- | 19) 
gegeben, fein. _ 


In ben Gleichungen (54) warden die Mn den Achſen dr &, 7, F 
parallelen Componenten der Kraft, welche die aͤußere Beſchleunigung 
des Punktes Mi oder Ein di parallel zu den feſten Coordinaten zu er⸗ 
zeugen vermag, oder welche, im entgegengeſetzten Sinne wirkend, dieſen 
Punkt in Bezug auf daß feſte Coordinatenſyſtem im Buftande bes Äufern 
Gleichgewichtes erhalten würde, durch 


m m; 2.H mzz 

"Zn m 2. m '3.m 
bezeichnet. Im jetzigen Falle laͤßt A mit dieſer Bezeichnung feine 
Mare Vorſtellung mehr verbinden; es wird daher nothiwendig werben, 


die zu den Achſen ber E, 77,5: 5 parallelen Componenten dieſer Kraft, 


beren Gomponenten nach ben feſten Achſen ber 1, 132 in den Gleichun⸗ 
gen hereits durch 


a... By dx 
4-7 dt2 9 4-7 di? I 4,0 


vorgeftellt find, in entſprechender Weiſe zu bezeichnen und autzudrüden. 


Dazu wollen wir bie Reſultirenden aus den geometriſchen Componenten 


qX, qY, qZ ber Außem Kraft nnd den vorhergenammten Kräften im 


intgegengefesten Sinne genommen unter der Bezeichnung qX,-qY, 47 
zuſammenfaſſen, jo daß man die Beziehungen hat: 


ax 2 a2y a, 
R=4(f-77) le, = 78) 


Die: zu ben Achſen der &,.n, parallelen ‚Somporienten ber Reful- 
tirenden biefer Kräfte werben wir dann durch 43, 45, gZ vorfellen, 
und haben zwifchen dieſen und jenen Gomponenien ‚die bekannten Be 
ziehuingen: 


—. 


— 84677, 
urn The, 
"GerRtltre »5, 
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in welchen wieder a, b, e, etc. bie Coſinus ber Winkel zwiſchen ben feſten 
Coorbinatenachſen unb ben ſich drebenden Achfen der £, 7 und T bes 
zeichnen und wie die Winkel I, w, u in Function ber Zeit t gegeben 
yorausgefeßt werben. Es barf kaum bemerkt werben, daß für ben Fall, 
wo der Anfangspunft der fich drehenden Coordinaten unbeweglich if 
oder nur eine gleichförmige gerablinige Bewegung befigt, die genmeirt- 
then Kräfte g8, qH, 42 und die Componenten qE, qH, qZ 
gleichbedeutend werden, wie die gX, qY, qZ auf qX, qY, qZ 
zurückkommen. 

Bezeichnen wir endlich noch den neuen Achſen entſprechend die 
Componenten ber geometriſchen Spannungen in dem Punkte EC und 
zwar in ben brei zu ben Achſen ber &, 7 und L ſenkrechten Schnit- 
ten mit 


Tr Ts S,, 8, Te, 
die Componenten m , 2 , * ber innern Geſchwindigkeit 9 nad 
denfelben Achſen mit s;, u, ‚.2;, und bie vollftändigen ange 


— 
geſetze biefer Veränderlichen in Bang auf die Zeit ut u ſ. f., 
fo daß man hat 


uff 


fo nehmen nım bie Gleichumen für die innere Bewegung bed Punktes 
End folgende Formen an; | 


oT; : 8Sr .dS d. 
se tm — + Faptacattenaee * 
38; 47, 88 2 dem, 
9.) SE + 5 * 3 + gı(H—% + Fcosm) = qg —— Fr 


Et Gr 


ae + Pa + Feen) = re 
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und geben bie Bedingungen bed innern Gleichgewichtes, wenn bie rech⸗ 
ten Seiten glei Null gefegt werden. Für bie Unterfuchung ber Be- 
wegung Dagegen müflen diefelben noch mit ber Bebingungsgleichung (71) 
verbunden werden, in welche für unfern jetigen Fall nur die ur, uy 
und us Durch bie ur, 9, , 9,, wie bie x, Y z buch bie &, n und E 
zu erſetzen find. 

Wenn ſich das Syſtem um eine feſte Achſe dreht, welche wir als 
bie ber T nehmen wollen, fo gehen bie vorhergehenden Gleichungen, 
wie man aus ben Gleichungen (55) ſchließen wird, in folgende über: 


IT, 08 08, an 
5 c 
ↄ * +4(# T F 59? 29 7)=14, 
88, GT, in an 
77 + 4er ms 79429) , (100; 
8, 08; OT, d.u, 
3" 9m a Fa 2-1; 


und daraus folgen wieder bie Bedingungen für das ruhende Gleich— 

gewicht bei einer gleichfürmigen äußern drehenden Bewegung des Syſtems, 
d d d 

wenn die Glieder: 2977, 205° , mE und IE und bie 

rechten Seiten dieſer Gleichungen Rufl werben. 

Um übrigens biefe Gleichungen anwenden zu Tonnen,  müffen in 
benfelben wie in ben frühern bie geometriichen Spannungen durch bie 
geometriſchen Dehnungen und bie Geſchwindigkeiten durch die Aende⸗ 
rungsgeſetze der in ber Zeit t — ie eingetvetenen, nun zu den Achien 
ber 5, n und Z parallelen Aenderungen x, 9, 3 ber Lage bes 
Punktes Ent in Bezug auf die Zeit. ausgebrüdt werben, wofür alle 
in den SS. 39 His AA abgeleiteten Beziehungen gültig bleiben, 


.$ 46. - 


Die Bedingungen für das innere Gleichgewicht eines ftetigen ver- 
änberlihen Syſtems, ſowie die Gleichungen für die innere Bewegung 
eines folchen, welche in ben vorhergehenden F. F. abgeleitet wurden, 
beziehen fich immer nur auf einen beliebigen geometriichen Punkt des 
Syſtems; um daher ben Zuftand bed ganzen Syſtems beurtheilen zu 
Tonnen, müflen jene Bedingungen und Bewegungsgefebe durch Integra- 
tion in Bezug auf bie drei unabhängigen Beränberlichen x, y, z, auf 
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das ganze Syſtem ausgebehnt werben. Es müſſen folglich im jehigen 
Falle außer dem anfänglichen Zuftande bes Syſtems noch die an ben 
Begrenzungsflächen obwaltenden Berhältniffe, alſo bie in denſelben 
ftattfindenden: geometrifchen Spannungen gegeben fein, und es werben 
demnach die Schwierigkeiten einleuchten, welche zu überwinden - find, 
wenn, wie e8 gewöhnlich verlangt wird, die Form beftimmt werben 
fol, welche das Syſtem annimmt oder anhehmen muß, damit es fich 
unter dem Ginfluffe gegebener äußerer Kräfte im Zuſtande des innern 
Gleichgewichtes befindet. 

Für die meiſten Unterſuchungen wird auch voraugeſeht, daß ſich 
das Syſtem durch Außere feſte Hinderniſſe im Zuſtande des äußern 
Gleichgewichtes befinde ; für dieſe Fälle ſind dann wieder die von jenen 
Hinderniſſen zu leiſtenden Wiberftände als äußere Kräfte in bie 
Gleichungen für das innere Gleichgewicht oder bie innere Bewegung 
‚einzuführen und durch Elimination zu entfernen, und man wird ein- 
ſehen, daß dadurch jene Schwierigkeiten in der Beſtimmung der äußern 
Form des Syſtems für inneres Gleichgewicht nicht vermindert werden. 

Auf aͤhnliche Weiſe müſſen jene Falle behandelt werden, wo das 
Syſtem, deſſen innere Zuftände unterfucht werden follen, eine gezwun— 
gene Aufßere Bewegung befißtz folche Fälle haben fich übrigens für 
ftetige veraäͤnderliche Syſteme, wenn von ben Flüffigkeiten bier Umgang 
genommen wird, in ber' Anwendung noch keine dargeboten; es iſt daher 
zu einer weitern Ausführung ber vorſtehenden Bemerkung feine Ver⸗ 
anlaſſung gegeben. 

Sn ben beiden folgenden Kapitel Folien nun einige einfache Bel: 
fpiele für die Anwendung dev im Vorbergehenden entwidelten allgemeinen 
Geſetze gegeben werden; tm nächften für ſolche veraͤnderliche Syfteme, 
welche als nicht ſtetige zu behandeln find, und zwar in Bezug auf das 
Innere Gleichgewicht das Seilpolygon, das Sin, Die Roberval’ihe 
Mage, in. Bezug amf innere Bewegung. dab Blanetenfgftem ; s im dritten 
dagegen ſollen ftetig veraͤnderliche Syfteme unterſucht und bie vorher⸗ 
gehenden Betrachtungen insbeſondere auf volllommen biegfame und voll- 
kommen laſtiſche Syſteme angewendet werden. 


* 


©: Zweites Kapitel. 


Beifpiele nicht fFetiger veränderliher Syſteme. Seil 
polygon, Knie, Roberral⸗ſqhe Wage, Planetenſoſtem. 
4 i f 

= g. N. = 
Die Bebingungen für das innere Gleichgewicht eines‘ Syſtems, 
welches aus einer beſtimmten Anzahl materteller Punkte veſteht, finden 
ihre Anwendung bei der Beſtimmung der Geſtalt, welche ein voll- 
kommen biegſamer und undehnbäter Faden annimmt, wenn 
an demſelben eine beftimmte Anzahl ber Größe un "Richtung nach ge= 
gebener Kräfte angreifen von dem ſtetig angtet enden Gewicht des⸗ 
ſelben alſo Umgang genommen wird. 

Ein ſolches Syſtem von materiellen Punkten kann man ſich immer, 
unter der urſprünglichen "Form einer geraden Linie von unveränderlicher 
Länge benfen, welche fi in die Geftalt jeder gebrochenen oder fletlg 
krummen Linte bringen läßt, ohne daß ihre Theile ein Beftreben zeigen, 
In eine andere Form zurfdzufehren. Es ift zwar immer eine Uxfache, 
alfo eine, wenn auch nur ſehr Feine Kraft nothwendig um eine Aen- 
derung: in ber gegenfeitigen Lage dieſer Theiie oder eine Biegung her⸗ 
vorzubringen; wenn dieſe aber einmal erzeugt iſt, dann iſt keine Kraft 
mehr nothwendig, um die Theile der Linie in dieſer Lage zu erhalten; 
im Zuſtande des innern Gleichgewichtes ſfind daher nur bie gegebenen, 
äußern Kräfte und die von diefeh zwifchen den einzelnen Angriffspunften 
in dem Faden hervorgerufenen Spannungen als innere Kräfte zu berüd-. 
ſichtigen. Diefe Spannungen geben für eden Punkt, welcher zwiſchen 
zwei Angriffspunkten lußerer Kraͤfte liegt, zwei gleiche Kräfte; dieſe 
mäfjen‘ fiir der Gleichgewichtszuſtand einander birect entgegen gerichtet‘ 
fein, und befhalb alle diefe Punkte in einer Geraden liegen, bas Sy⸗ 
tem folglich die Geftalt eines Bieleddes annehmen, beflen Eckpunkte die 
Angriffspunfte ber Außern Kraft find, deſſen eiten aber In verſchledemen 
Ebenen Liegen können. 

Ein ſolches Syſtem ‚wollen ‚wir. uerſt unter der Vorausſetzung 
betrachten, daß die aͤußern Kräfte an Beftimmten mit dem Syſtem feft 
verbundenen. Punkten, deren gegenfeitige Entfernungen ungerimberikh: 
md; angreifen und :basfelhrfich mich iur: Auftanbe des Iuern Gleich“ 


— — 


gewichtes befinden fol. Set alſo ABCDMN Fig. 11 ein folches 
Syſtem, Po ,„ Pi , Pa , etc. , Pa bie an ben genannten Punkten 
angreifenden Außern Kräfte, von welchen wir noch weiter vorausfehen, 
baß fie von feſten Punkten ausgehen, beren Entfernung in Bezug auf 
bie Ausdehnung unferd veränberlichn Guftens hinreichend groß if, 
um ihre Richtungswinkel als unveränderlich annehmen zu können, wenn 
auch bie Angriffspunkte berfelben irre Tage ändern. Diefe Richtungs- 
winfel gegen drei fefte Achien feien wie früher ag, Bo, Yo für bie 
Kraft Po, %, Ars Yı für die Kraft P, uf. fe, &n, Pa, Ya 
für die Kraft Pa. Werner fein y, Is u. ſ. f., In die gegebenen Ent- 
fernungen ber Angriffspuntte A und B, Bund C, u. f. f., Mund N, 
und 9, Yo» 3 > Yır Ay u. f fi, Xa, Ya, Zu bie Goorbina- 
ten diefer Angriffspunfte, wenn das Syſtem ind innere Gleichgewicht 
gekommen iſt; endlich wollen wir bie Richtungswintel der Polygonfeiten 
AB, BC, u. ſ. f, MN in Bezug auf bie Coordinaten = Achien mit 
5, b, a a5 Da, c2, m ſ. f., An, ba, Ca bezeichnen, und 
zwar immer in dem Sinne von A gegen B, von B gegen C, u. ſ. f., 
von M gegen N Hin genommen, und babet fogleich bemerken, daß biefe 
Mintel und die Koordinaten ber Eckpunkte durch die Beziehungen: 








—x y— u — 
008 = I N cosb, = — c080, = n) 
1 
%% | Ya 2: 
cos a» = ) j cos b, = — cos lg — — 2 
1 . 3 2 
u. ſ. fl, | 
An — In—1 — In ⸗1 Z— 2-1 
C08 &n = r * con = FF N co e , 


in heheaſeltiger Abhangigkeit Reben. 

Damit nun zuerft äußeres Gleichgewicht Rattfinben fann, müſſen 
die äußern Kräfte P den Bedingungen des $. 7 genügen, d. + den 
| Bedingungen: : 

Po cos ag + Pı cos a, + Py cos ag + etc. + Pn cos a=0, 
Po cos By +P, cos di + Py cos A, + etc. +Pı cos An =() N 
Po cos yOo +Pı ecoeys + Ps cosya +elc.+ Pa coeya =D, 


welche. ausfprechen,, daß bie fördernde Geſammtwirkung diefer. Kräfte 
Null if, ober daß fich diefe Kräfte, wenn fie einen und benfelben 


7 
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Angriffopunkt hätten, im Gleichgewicht halten wüßten. Damit iſt in 

unferm jegigen alle zugleich auch bie Bedingung erfüllt, daß bie 
brebende Geſammtwirkung jener Kräfte Null fel, wenn die Angriffe- 
punkte derfelben fo beftimmt find, mie fie durch das innere Gleichgewicht 
bedingt werben 5 e8 könnte dieſes daher erſt nachgewiefen werden, wenn 
wir die Bedingungen für das innere Gleichgewicht aufgeftellt haben. 

Im vorliegenden Falle ftehen immer nur zwei anfeinanderfolgende 
Punkte in gegenfeitiger Verbindung; es reduziren fich daher die Sum⸗ 
men der an dem Punkte I angreifenden innern Wirkungen: " 


heit ' „| kon 


3. Jniemsan. _., Z.hxi coasein -„ u. ſ. f. 
—— Zu , keit 


auf bie einfachen Glieder 
Js cos Mi, 5) ‚Fire cos eilt. N) u ſ. t. 


und die Gleichungen (5). für das Seicgewicht des Eckpunlies 
unferd Polygons werben: bnmit und mit ber Beachtung, daß die Winkel 
Gi, Bitis Yi-ti. Nach der. vorher ‚angegebenen Bezeichnung 
u 2 , bi, co und bie Winkel auiyı ,. Aistı » Yinfı bach 
Kt 5 Birıs farı zu erfeben find, weil bie Richtungen ber inwer 
Kräfte A und Ir mit den Richtungen ber Vieleckſeiten HJ unb 
JK zufammenfallen, und wenn man noch die Innern Kräfte Ji-1,; und 
Jirı als Spannungen ber Seiten HJ und IK berfelben Bezeichnung 
entfprechend nun vu Tı Ind Tirı erfeßt, folgende‘ 


P cos ci — 7 cos Fr + Tir con 
Pi cos ßi — Ti cosb: + Tırs cos bi41 
Pi eos vji — Tieeamst TAu ae chin: } oo. | 


Man zieht daraus für bie meinen Bunte. A, B, C,.N bie be 
ſondern Gleichungen: 
| 
P, cos a F T cos F pP cos PR — 7, eos a + Ta cos d⸗ 
P. et, cos b, y P, cf —T, cosb, +T, corb, , 


Po cos yo+-Ti 008% \i Bye Tı wann; ch Tyaonäz).ü 


m — — 
— —— 
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P, ca —T, c0a8g + Te cœoo a vo Pa con un — Ta casa , 
Pz cos Ba — To cos h. + Ty coa p, , J Pu c08 Ba — Tu cos bu , 


Pa cosya—Tz cor eꝛ +Tycos , P. 608 ya— Ta cos &n , 


und fchließt daraus, 1) daß die Richtungen ber erſten und legten Seite 
AB und MN durch bie Richtungen der Kräfte F, und Pa beftinunt, 
und ihre Spannungen biefen Kräften gleich, find, 2) baß an jebem 
CA = oder Knotenpunkte nur drei Kräfte angreifen, eine äußere Kraft 
und die Spannungen ber beiden anftoßenden Selten, woraus nad 
6. 16 bes erften Buches weiter folgt, daß im Zuflande des Gleich⸗ 
gewichtes immer zwei anftoßendbe Seiten mit der an ihrem Knotenpunkte 
angreifenden Außern Kraft in einer Ebene liegen müffen, unb daß bie 
Refultirende der Spannungen jener Seiten biefer Kraft gleich und ent⸗ 
gegengefegt if}, diefe Spannungen dem Sinne der Richtung nach Immer 
von dem Knotenpunkte aus im Sinne ber Seiten genommen. 


Man kann aber auch aus den vorhergehenben Gleichungen, durch 
fortichreitende Summirung der denſelben Coordinaten⸗ Achſen entſprechten⸗ 
den, bie Spannungen T,, Ta, u. ſ f. eliminiren und bie. Spannung 
Tı der Seite HJ, oder ihre Componenten unmittelbar durch die Auen 
Kräfte ausdruͤcken; man findet fo Nie bie Sonmponenien d der Spannung 
T, der z Sette BO bie Werthe: J 


L 


T, cos äg * — cos 09 4, B, c08 &4), 


T, cosba =—(P cos Po +rP cos Bi) 
Ta co8 = — (Ro, cos eygtP, easy.) 
für bie Spanrung T; De Componenten: ' or. 


Ty 0080 = — (Pi eds ü, HP, code, + Pi cds a) 
Ts cos = — = (Fo o00 A +, cos J m) 

. J 
7 cos Er — — (P, th che 7 HR ‚cos DR 


un 
ı * 


u. ſ. f.z all gan fuͤr die Sraraung WW die Ausdricke 


Ticossı — — 0% cos 09--Pı cos a; +P, cos &g-1- ete. +Pi-1c08 J 
Ticosb; = — (P, cos d,+P, cos B.Pa cos Ba-tete, +4 cos ER, (b. 
Ticosa = — (P, c08yg-+P, eos yi+-Pz o08.ya+ete.+Pi-ı cos yi-) 


ober in ebaekiner Form 


J . 

en —8 

— Ti ca — 2. Ph cos © * Er cosbı = Z Sp u. ; 

6 aD ’ h=0 

ee. . on . 54 . .,. „' (b. 
B . *i⸗4 4 * 

en ; = 3‘. Pico yw Ze: Pe 

u Pan ,. *6* ‚be=0;; nn in, 13 

. J rn —27 
Fängt man bie Blimination von dem andern Endpunkte N bes Boly- 

gons an, fo hat man zuerſt > 


[4 
— 


un: ; 
' Tu ‚cos ni * aa: OB. aA Pr cos On 


u cos bo: = Ba cos —* 4 Pr cos Bu 9 


T-ie cos A = 1 con rn + Fa 008 va 
Day: Bene 73) BEE 


ferner wird 2 | a 


Tn—2 cor 9n_2 — Pa_2 008 &u—2 + Pı_ı 08 @n—1+ Pa cos an 
Tan eos 6 bi = =. Paui:cos Ba + Pn—ı.coe. Ası +’ Pu eos. Aa F 


fin 3 HN .. 


—* cos na = Bo 608. Yu-—2 P 


ir 


Pie cos —* + Pa, cos n 


fe fe, und demnach folgt: , ; 


J V . 9— 


N Tieös“. fern Air sau 4 etc. Pa ro. ji 
hi co = “Pi cos A + Birıc cos fi44 +, etc. + Pa cos Pü | 
Ti cos ci = P; eos P 008 ete. + Pa 008 Sn‘; 





ober in abgekürzier Form e 


_ A 
. 
a0 kun . kon . 
Ticoss = Z.Pıcosax , Ti cos bi = Z,Pucosfh , 
=] . =) 
c.) . . . on N 


Tıcosa = 2. Pr cos ya : 
=1 


Diefe Ausdrüde zeigen, baß bie Spannung einer Polygon- Seite ber 
fürdernden Refultirenden aller von einem Ende herein bis zum erften 
Knotenpunfte diefer Seite angreifenden äußern Kräfte gleich und direct 
entgegengeſetzt iſt, und man wird leicht fehen, daß dieß sine nothwendige 
Folge ber Gleichungen (a) iſt, weil die Spannung einer Seite an 
ihren Knotenpunkten zwei gleiche und direct entgegengefehte Kräfte vor- 
ftelt, weßhalb benn auch bie Summen ber entfprechenden Bleichungen 
(b) und (c) auf die Gleichungen (a) zurüdführen. 


$. 48. 


Die vorhergehenden Gleichungen bienen insbefondere dazu, bie 
Spannungen und Richtungen ber einzelnen Bolygonfeiten zu berechnen 
und mittels ber gegebenen Seitenlängen 1, , 12 u. ſ. $. die Coordinaten 
ber Eckpunkte, alfo Geftalt und Lage des Polygons zu beftimmen. 
Diefe Beſtimmung Bat keine Schwierigfeit, wenn bie äußern Kräfte 
alle gegeben find. Denn man bat nach dem Vorhergehenden für bie 
erfte Seite 


L,=PR », 1 =n+9, b=enthb , ymntn 
und wenn die Coordinaten x, % 20. dei Punktes A für den Kalk, 
daß fie nicht gegeben find, einftweilen beliebig angenommen werben, fo 
ergeben ſich ar die des Punktes B die Werthe: ' 

y=ırlcoy ,„ Yy=Yyotlcosb ;: 1 itl.chet,.. 
Für bie zweite Seite BC berechnet man zuerſt die Werihe vom T, cas a5, 
Tacoeb;, Ta cos eʒ nad) ‚den Gleichungen (b), zieht daraus auf 
bekanntem Wege T, und die Winkelfunckionen cos % ‚cosb,, "6086; 
und Hat. dann, für den Punkt C die Coordinaten: . un 


=x-+1008%, Yp=Y+lcosb;.% 75.0 Met» 
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Im Allgemeinen bat man alfo | 


x = x + lirı 008 a1 
Yyız= yi + lyıcosb4ı 7, 
Zr = Zi + hir cos Hi 


und rechnet damit von einem Eckpunkte zum andern fort, bis man bie 
Goordinaten des Punktes N erhalten hat. Wenn bann bie Lage 
eined der Eckpunkte voraus beflimmt iſt, fo darf man nur das ganze 
Bolygon parallel mit ſich verrüden, alſo bie Coordinaten aller Ed- 
punkte um diejenigen Unterfchtebe ändern, welche zwiſchen den vorher⸗ 
berechneten und den gegebenen Coordincten jenes der Lage nach bes 
ſtimmten Eckpunktes zum Vorſchein kommen. 

Auf dieſelbe Weiſe laͤßt ſich die Geſtalt und Rage. des Polygono 
auch in dem Kalle noch beſtimmen, wenn einer ber Endpunkte A oder 
N befeftigt ft, weil der unbefaunte Widerſtand P, ober Pa, welchen. 
diefer Punkt zu leiften hat, um bas äußere Gleichgetwicht zu erhalten, 
immer mitteld ber Gleichungen (a) der Größe und Richtung nach be= 
rechnet werben kann. Wenn aber bie beiden Endpunkte befeftigt, alfo 
P, und Pa beide unbelannt find, fo bleibt nichts anderes übrig, als 
die Soorbinaten aller Eckpunkte von A bis N nach und nach in Func⸗ 
tion der Unbelannten T, c88 8, 5, Tr c0$ b, , T, cos c. oder Po c08 Gig; 
Po cos Bu» P, c08 yo auszubrüden, bie drei letzten Gleichungen, welche 
die Werthe ber. Coordinuten Sn , Yn , Zu des Gnbpunktes N enthalten, 
in Bezug auf jene Unbekannten aufzulöfen und dann damit wie in ben 
vorhergehenden Fällen bie Rechnung von nern anzufangen. Die Um⸗ 
Rändlichkeit dieſer Berechnung wird einläuchten, wenn man beachtet, 
ba die Spannungen immer durch Quabratwurzeln and der Summe 
dreier Quadrate erhalten werben, wodurch ſich in den drei legten 
Gleichungen die Quadratwurzeln in der Art häufen, daß felbft in ein- 
fachen Fällen von einer algebraifchen Auflöfung ' Feine Rebe fein kann. 

Wenn ziwifchen ben beiden feften Punkten A und C, Fig. 12, 
nur ein Knotenpunft B und eine äußere Kraft P vorhanden tft, fo if 
durch die Seitenlaͤngen AB und BC die mögliche Geſtalt des Polygons 
beftimmt, feine Rage. durch bie Ebene, welche durch bie Bunfte A und C 
parallel zur Michtung . ber Kraft P gelege werben Tann. Damit aber 
beide Seiten gefpannt fein können, muß die verlängerte Richtung von P 
offenbar in deu Winkel ABC fallenz die Größe von P Hft dagegen 
ohne Einfluß auf bie Geftalt bes Polygons, fie bedingt nur die Span- 
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nungen ber Seiten AB und BC, alſo auch ben Wiberſtand, den die 
fetten Punkte A und C zu leiten haben, Die weitere Ausführung hat 
teine Schwierigkelt. 


Betrachten wir nach biefem, um bie vorausgehende Srörterung weiter 
auszuführen, noch den Fall, wo zwifchen ben feften Punkten A und D, 
Fig. 13, zwei Knotenpunkte B und C ſich befinden. Seien Tz, Ty, T. 
bie. Componenten der Spannung T,, alfo T. =yT + Ty? + T2 , 


Tx Ty zZ 
:cosa, = 77 cosb, = n * or; 
4 1 1 


ſo hat man zuerſt für den Punkt B bie Soordinaten 

und. Ty _,ırnT. 
“=hthr, I yu vo h̃ 9 
die Componenten ber Spannung T, der Seite BC find 


Te P, c08 04 3 Ty — P. cos ßı , T,—P, co8 Yı ; 


alfe wird T, ſelbſt durch 


 VER=Re 008 & 3% +(Ty—P; cos A + 1 —P, cosy,)? 
ausgeht und bie Rilstungeuntel ber Seite BC werben Sud 


Te«—P, ca30, 


oo. co8 82 == " T, cos b, — 


—P, 008 ßy. 
. T, j j 27 
It ; , 3 » ‘ 608 2 = 1 cos 71 Fe 
ro. “ 
behlamt; man hat beinmech 


cas u 
J +» rn 


— 1 208 fi 


n=nthz I+hn 


\ Zr I. Y ei, ya ' it 
Ns - Tg tr.n.trnd)y 
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Für die Spannung Tz der Seite CD. hat man ferner die Gomponenten 
Tx—P, cos a, —P; cusag N T y—P, cos, —P;cosßa | 
T,—PLoosyy —Pae eos ya , “ 


und demnach für die gegebenen Coordinaten X, Ya; 25 des feften 
Punktes D die Werthe: 


Tx—P, cos c Tx — P, cos«,—P,coso,\ 
net 4, T: Kieeaı |, —* — — 


—-P, cos B. —Pzcos A, 


Ty—P, co 
——— la EV. , 


+1g . 


‘- 


T—P, cos Yı 


Tı—P, cosyı —P. cos 
net, Pen —Preoen: 


Tg 


worin T,, Ta und T, durch bie entiprechenden Wurzelgrößen erſetzt 
werden müßten, um dieſe Gleichungen direct nach Tx, Ty, Tz auflöfen 
zu können. Diefe Auflöfung Tann aber, wie man darnadh leicht ein- 
jehen wird, auch unter den einfachften Vorausfegungen nur auf dem 
Wege des Probirens erhalten werden, indem man für Tx, Ty, Tz nabe- 
liegende Werthe wählt, damit zuerft die Spannungen T,, Ta, T, und 
dann die Goordinaten xg, Ya, Z, berechnet, und aus den Unterfchteben 
zwiſchen biefen Grgebniffen und den für biefe Coordinaten gegebenen 
Werthen auf genauere Werthe für Tx, Ty, Tz ſchließt. 

Man Tann Übrigens den Gleichungen (f) dadurch eine etwas ein- 
fachere Form geben, daß man eine der Coordinatenachſen, 3. B. bie 
ber x durch die beiden feften Punkte legt, und den einen, 3. B. A als 
Anfang der Goordinaten nimmt, und dann noch, eine ber Coordinaten⸗ 
. Ebenen, 3.8. die der xy parallel zur Richtung einer der Außern Kräfte 
z. B. der Kraft P, annimmt. Es wird dadurch x.=yy+2,=Yg—29=0, 
und Yı —4n; 8 nehmen alſo die Gleichungen () bie dorm an: 

re} BE 
er, Theme, Those -Prames || 
3 


T—P. sind T._P,ana—P cos 
ne Te 


‚Ti—Faeosy, oo 
<br +hr + T, ee 


— 


und bie dritte derſelben zeigt, daß wenn auch P, zur Ebene der xy 
parallel und cos y5 = U wird, auch Tr Null iſt, daß alſo dad ganze 
Bolygon in dieſe Ehene fällt, eine Folgerung, welche ſich darnach Teicht 
auf ein Polygon mit einer beliebigen Anzahl von Außern Kräften, 
welche alle zu denfelben Ebenen parallel find, ausdehnen laßt. 


Nehmen wir alfo diefen einfacheren Fall an, und fehen wir um 
für unfere Berechnung ein Beiſpiel durchzuführen, zz» = 1m, ,—=3=, 
,=5", 1,88, fo daß, wie es nothwendig fein muß, ,+1.-+l,, >x 
iſt; ferner ft Ph, = 1er, P,—= Her, und a, — 120%, a3=45°, mas 
im jetzigen Zalle für bie Beſtimmung ber Richtungen biefer Kräfte 
genügend iſt. Man bat damit die Werthe P, cos — — 6,000, 
P, cos dı = Pı sine, = + 10,392, P, 008 09 = Ps cos 8, — 4,950, 
und bie beiben erſten der Gleichungen (g) werben 

I 1037 Tx _ 0,5 Ts+ 6,00 sr 6,000 _08 ee 
h.) Tı 
| eo 


—E —8* na 
1 


—— +08 


Als erſte Annäherung fünnen wir die Spannung T, nahe gleich der 
Hälfte der Refultivenden der Kräfte P, und P, annehmen, alfo nahe 


T. = 4 (6,000 + 4,95) = — 0,53 , 
Ty = +(10,392 + 4,95) = + 7671 , 


wofür wir 0, Ty —8 ſeten wollen; es wird dann T,=3, 
Ta =Y(1, 05)2 + —— = 7417 


und fuͤr die rechten Seiten der obigen Gleichnngen , welche wir mit 
Ux und uy bezeichnen wollen, ergeben fich die Werthe: 


x = 1— 0,461 — 0,113 = 0423 , 
ar = 0,300 — 0,185 — 0,792 = — 0,677 , 


welche zeigen, daß fowohl Tx als Ty zu klein iſt. Nehmen wir daher 
7T. — 1, ,=1, ſo ergibt fh . 


— ⸗ 


=yIR2 ; H=yR+0008) , Te=yl205’+ 32), 

ur — 1—0,027 — 0,498 — 0,342 — 0,133 , 

ur = 0,300 + 0,03 — 0,726 = — 0,383 ’ 
es bleibe daher Tx = 1, für Ty aber ſetze ich den Werth 13 en, 
und erhalte 

üy = 0,300 + 0175 — 0,602 — — 0,127 . 

Der Werth) von ur. hat nım das Zeichen gewechſelt, der von uy noch 
nicht; e8 muß demnach Tx < 1, Ty > 13 genommen werben. Um 
nun aber ficher zu gehen und bieſ⸗ Werthe in engere Grenzen ein⸗ 


ſchließen zu können, müſſen die Werthe von ux und uy für mehrere 
aufeinanderfolgende Werthe von Tx und Ty berechnet werben; man kann 


ih dazu die Veränderlichen ux und u, als die denfelben Werthen von - 


x und y entfprechenben britten Orbinaten z, und z, zweier Zlächen benfen, 
deren Durchſchnittolinie bie Ebene der xy in einem Punkte trifft, deſſen 
Koordinaten die gefuchten Werthe von Tx und Ty find, und. mwelder 
nach dem Vorhergehenden zwiſchen Tx == 0,5 und Tx == 1,0, und 
zwiſchen Ty — 13 und Ty — 14 liegen dürfte. Seine genauere Lage 
wird fich ergeben, wenn wir bie beiden Flaͤchen in der Nähe dieſes Punktes 
durch Ebenen, bie zur Ebene ber xz parallel find, deren Gleichungen 
alſo die Form haben: 


x oder Tr =a 


ſchneiden und die Formen ber beiden Schnitteurven und bie Coordina⸗ 
ten ihres Durchſchnittspunktes annähernd beftimmen, d. h. für mehrere 
Punkte derfelben die Ordinate Ty annehmen und darnach bie zugehört« 
gen britten Orbinaten ux und uy berechnen. Auf biefe Weiſe ergibt 
ſich zuerſt folgende Tabelle: | | 

Für Tr 0A , Tr=13,3 , wird 1. + 00726 = — 0,1456 ; 
„ine eh. nt 03 „= 00, 
1) n „ = 13,9 "nn —= — 0,0144 ” = 0,0298; 


"m „142 w „ 066 „ = + 9,006. 


— 


I... 2 


daraus 3 flat daß die beiden Schnittemnen für T. = 0,4 ſich nahe bei 
Ty = 13,9 ſchneiden, und mwar hat man zur naͤhern Veſimmung bie 


Proportion: 
ATr:03— AT, = 0,0239 — 0,0144 : 0,0606 -+ 0,0666 , 


woraus mit einſtweilen binreichender Genauigkeit 4 Ty—0,02, Ty=13,92 
folgt, und fi gemäß proporkionaler Aenberung üx = üy = — 0,01% 
berechnet. 

Berner findet man für Tr = 0,5 und bie gleichen Werthe von Tr 
wie vorher folgende Werthe für ur und ur: 


Fur r=05, Tr=133 wird a —=-+0,0486 , uy — 0,1332 , 
no. = 13,6 „= + 0,0086 u „ —=— 0,0766 , 

n „=139 „=-0,0365° „= 0,0076 , 

P „a2 „—- 0.0861, —-0,0780. 

Der Durchſchnitiepunkt. der beiden jetigen Schnitteurven liegt alfo noch 


unter ber Shene-ber xy und zwar zwiſchen Ty 136 und = 
annähernd bat man wieder von 13,6 an . 


| Ax, u —* \ ‚0086 + 0,9766 ; 0,0365 — 0,0076. vñOL 
alſo | 1 oa .. 
I, =0R2 ,„ TeßB2 ;, wen _ 0,0252 


Vergleicht man dieſe Ergebniſſe mit den vorhergehenden, ſo wird 
man. leicht daraus ſchließen, daß man Tx noch. Heiner nehmen muß, 
als 0,A und. daß es genügt mit den Bergen 13,9 und 44 fi Ty 


zu reinen; man findet . tn 
für —— 7513,9 die Werthe —— 0365 , v0, 0583, 
. W " 142° : — — 0,0209 : " = 0,9221 y 


and ſchließt daraus fr ben Durqhſchnutepunkt der entſprechenden 
Schniticurveen a \ 


K=02 , 0. Tyd=14106 >, "ul — 0,000 . 


a 


Stellen wir Diefen Werth mit: benen ber. —** Durchſchnitto⸗ 
punkte zuſammen, ſo ergibt ſich die Tabelle 


I«=05 , Tr=1382 , == 0082, 
„ = 0A „=13,92 | P — — 0,0180 , 
„=0% „1411 nn = 0,0030 , 
und barand der Schluß, daß bie Durchſchnittscurve unſerer beiden 
Flaͤchen bie Ebene der xy im Sinne der ˖ poſttiven z und der poſitiven y, 
aber im Sinne der negativen x durchſchneidet. Wir müflen demnach 
für Tx auf ben Werth 0,0 zuräd= und für Tr über ben Werth 14, 2 
hinausgehen 5: J 
für Tx = 0 9 Tr = 142 wird Ux *4 0,0363 9 7 MD, 
" ’ r 145 " Mn — — 0,0367 ‘ =+ 0,0820: 


Der Ders, ‚ber eniſprechenden Schaitteden hat demnach. nahezu 
die Coordinaten: 


T,=0 '. Ty = 143: N %=u—=-+ 0,0123 , 


von denen bie lebte zeigt, daß biefex Punkt bee Schniticurve der durch 
die Bleichungen (h) vorgeftellten Flächen über der Ebene ber xy liegt, 
daß alſo jene Curve dieſe Ghene zwiſchen hen Punkten Ta — 0,0, 

T, = 14,3 und Tx =.0,2, Ty = 14,11 durchdringt. Betrachten koir 
bie Projection ber genannten Schniticurve zwiſchen dieſen beiden Punk⸗ 
tim als eine Gerade, fo laäiſſen ſich die Covrbinaten des Durchgangs⸗ 
punktes in ber Ebene der xy wie folgt ammähernd beftimmen. Die 


Ränge dieſer Geraden if 14(0,2)? + (14,3— 14,11)? = 0,0276 und 
wird durch den gefuchten Durchgangspunkt im Verhältniß 
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getheilt; dex erfte Se iſt demnach 5; oder oᷣr oder nahe 4 dieſer 
Länge, und ed find darnach auch die Coordinaten Tr=0,2 , T,14,11 
um 4 ‘ber Unterfchtebe 0,2— 0 und 14,3 — 14,11 zu Ändern, wobirch 
ſich Für den Eee bie angenäßerten Werthe: 


T7T-0,16 3 — 14,45 u 
ergeben, guhn⸗ wir nun dieſe in de. —* m . ſo ‚Fo 


Decher, Handbuch der Mechanik IIL 





— 


0—— „ 
= — 0,29998 + 0,26041 — 0,56144 = — 0,00105 | 


für = 0, 16 und T, = 14,2 dagegen erhält man 


U == 1—0,00338 — —04259--—- 0,5810 — = — 001047 , 
ur —=(, 29998 + 0,26291 — — 0,54910 = + 0,01379 , 


und zieht barans Tür den Durchſchninspunkt Ser bemt Werthe Tx = 0,16 
entſprechenben Schnittcutven die Eoorbinaten: ' 


Tx = 0,16 , T, — 14,152 ; vey= _ 0,00062 . 
Vergleicht man biefe mit den Goorbinnten Tx — 0', Tr = 143, 
re uy == + 0,0125, fo:geben fih als geranere Werthe Tx = 0,155, 
T,= 14,158, und wenn wir uns mit biefer Annäherung begnügen, fo 
finder: wir eimmnal füt die Spanmungen der brei Seiten bie Werthe: 

x Kor ..'’ Kor j r 
T. — 24 160, 7T — 7 2160, 7T, æ 1 689; 


bie Richtungswinkel dieſer Seiten find 











W 455 14,1608 ma 
A. aro cos ang 74,158 = Sure a” 890 WA, 
i 65... 3766 
— 09,129 | — 0. 
a, ; en 1216 = drosin 76 319 27,6 
on * Eon 
a, = —* — 5— —arcsin 1688 74 2977 ; 


und für die Goorbinaten chter Eckpunkte findet mon 
x ='0,0338., x = 0,0928 + 4,2650 = 4,9978 , 
yı —2 0. Ya = 23,998. 4 2,6096, == 5,6094 , 
= 1898 5 10, 
ys ='3,6094 — 5,6070 = + 0,00% . 


Zu dig. 18 ift dieſcs Volygon nach den eben berechneten Grbßen vorgefieht. 


| 
—— — — 


G. 49. 


Wenn die Richtungen ber äußern Kräfte Pu, ‚Pa, ete., P-1, if 
aller mit Ausnahme von P, und Pn parallel find, fo Iaffen fich die in 
$. 47 abgeleiteten allgemeinen Gleichungen durch eine entfprechende Wahl 
des Coordinatenſyſtems wefentlich vereinfachen. Nehmen wir nämlich eine 
bet Soorbinatenachfen, 1} 3, die der z parallel zu ber Richtung‘ jeher 
Kräfte Pi, Fa u. ſaf., ſo hat man ⸗ eic. , 
ebenſo A, — = Ba—ete. = ht und kann: Yygele. = m-1=0 
fegen, indem man für biefenigen Kräfte, für welche y = rz werden fell, 
den Werth von P negativ nimmt; bie Bpdingungen (a) für das äußere 
Gleichgewicht werben dadutch 


P,cosa, + Pa cos a = 0 
Po cos Ag + Pa co8 Pa = 0 
Po cos yg +Pı cos ya P. Pe, eie. PP. 120 


Die beiden erſten ſprechen aus, daß die zur Achſe der z ſenkrechten 
Componenten der beiden Kräfte P, und Pa einander gleich und direct 
entgegengefebt fein müffen, daß alfo diefe Kräfte felbft in einer zur 
2⸗ Ache parallelen Ebene liegen müflen, und bie dritte bedingt, daß die 
Summe ber zur 2⸗Achſe parallelen Componenten dieſer Kräfte der 
Summe oder Refultirenden aller parallelen Kräfte P, bis Pa gleich 
und im entgegengefeßten Sinne gerichtet fein muß. 

Die Gleichungen (b) oder (c), welche die Gomponenten per Span- 
nung T; einer beliebigen Seite durch bie vor ober nach diefer Seit 
angreifenden Kräfte ausdrücken, gehen über in 





— Ti cosa — Po cos o, ,  -Teceb=P, cos By, 
Tea ci ⸗ Po ote vo 
und * 
2 ao⸗ N: — cae  ».  Ticonbim Pucas An . 
Ber cos = Pac co⸗ Yu, + $: Pr | 


Js I 


Oder wenn. man. Die Bew be Aräfie R, PR p. A Abene der xı an⸗ 
niunnt, modurch Amen: han era wid; 


2* 


— Ti cos i —P, cos. = -—-Pacosan ,„ —Ticebi=0 
m 'c0s v =P sin a; -+Pi+Pa-teio. HR 
— 7 Den 2 m — ei. — Pa-1 . 
Aus ber zeiten, folgt, vr pn ale b Null, find, daß alſo bas ganze 
Polygon in ber Ehene ber. Kräfte P, und Pa liegt, und cos u — sinai 


if. ‚Die erſte und dritte de. Morehenden Gleichurgen aber daher Die 
Baihungem: ; J— 


"Pit —— HB, “ | on 


lang i= tung &n + Pac 


P, + P, —* etc. 10. + Bi-. Bm 


Po cot ao 


‚ober 


dang (an + a) = fang & r 


burch welche ſich bie Btungenini der einzelnen Seiten des Poly- 
gons leicht ‚berechnen Iaflen,, wenn Fo und ı &, ober Pu und an gegeben 
find. Die Berechnung ber Koordinaten ber einzelnen Knotenpunkte er= 
Folgt dann wie im, ‚allgemeinen Ball, 

Man, ſchließt aus den vorhergehenden Gleichungen ferner noch, daß 
bie zur z=Achfe entrechte Componente der Spannung für alle Seiten 
gleich groß tft, "und Rab ‚ber AUnterſchied zwiſchen den zu dieſer Achſe 
parallelen Componenten der Spannungen” zweier Seiten der Summe 
ber äußern Kräfte gleich 'iſt, welche zwiſchen dieſen ‚beiden Selten an⸗ 
greifen. Enthaͤli daher das Polygon eine Seite, welche zur Richtung 
der Kräfte (der 2-Achſe) ſenkrecht iR, für welche demnach die zu 
dieſer Richtung parallele Componente Ti sin e; ber Spannung Null 
wird, ſo hat' nan 


4 Peina=—(Pır+ Pa + ee + Pi) , 
Pısn mn=— (Pi + Piri + etc. + Pa-ı) N 


einem Ende des Polygonsg angreifenden Kraft ber Reſultirenden ober 
Summd aller Kräfte glelch, welchẽ zwiſchen jener ſenkrechten Sette und 
dem betreffenden Ende des Polygons angreifen. 

» Wenn bie beiden Endpunkte A'umb N: des Fadens Felt: ſtcid, fo 
liegt das Polygon offenbar: in ber Ebene, welche bis‘: beiden: felden 


in 7 Fat iſt alſodie zur 20 Achfe parallele Componentte der an 
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Punkte enthält und zur Richtung ber Kräfte P,, P, m. f. f. parallel 
iſtz int! übrigen gilt für ben. Widerſtand, welchen dieſe Punkte zu lejſten 
haben, dasſelbe, was vorher von den Kräften P, und Pu gefagt wurde, 
und die Berechnung ber Gomponenten, eines biefer „MWiderftände von 
welcher die Beſtimmung der Form des Polygons abhängt, bietet noch 
biefelben Schwierigkeiter, tie’in ben! Balle, welchen wir im vorigen 
Paragraphen befprochen haben, nämlich in dem, mo. alfe Kräfte, zu, einer 


4 


und derſelben Ebene parallel find, ohne ſelbſt parallel zu fein. 
ET In. A 


6. 50. 


" - Iu dein Vorhergehenden wurbe voransgefegt, daß bie’ Anpriffe- 
punkte. der äußern Kräfte mit dem Faden feſt verbunden und, bie Lär- 
gen. ber‘ Polygonfeiten uͤnyeränderlich beſtimmt feienz betrachten wir 
daher, noch ‚den Ball, wo die Angriffspunkte der Kraͤfte P fich tote Ringe 
quf dem Faden ‚ohne Relbung verſchieben laſſen, alſo Vlos die ganze 
Lange des Fadens gegeben‘, über bie einzelnen Seiten oder Entfernun⸗ 
gen jener Angriffspuntte aber nichts‘ beftimmt iſt. a ae 

Die Bebingungen für das Außere Gleichgewicht des Syſtems biel- 


4 J 


man leicht einſehen, daß nun die Spannung zweier aufeinander ‚folgen: 
den Seiten gleich fein muß, und daß dieſes nur dann ftatthaben kann, 
wenn dieſe Seiten mit ber Richtung der zwiſchen ihnen oder an ihrem 
Ekpunkte angreifenden aͤußern Kraft gleiche Winkel einſchließen. Man 
überzeugt fich davon am anfchaulichkten, wenn man fich Die beiden andern 
Endpunkte diefer Seiten, 3.8. B und D, Fig. 11, feft denkt, wodurch 
imGlatchgewichte, ver Ahrigen Punkte nichts geändert wirdz der Sf 
punkt C dieſer Seiten Tann ſich dann nur auf der Oherfſäche cines 
Umdrehungs⸗Ellipſoids bewegen, deſſen Brennpunkte die Punkte B und D 
And.‘ „Det Pant © kann aiſs mir im Gleichgewichte bidihen, wenn hie 
an: ihm angreifende Kraft normal, zu dieſer Flache „gerichtet. iſt, qlſo ihre 
Richiung den Winkel zwiſchen den beiden Fahrſtrahlen BC und CD 
halbirt, woraus fofort auch die Gleichheit ker Spantiangen:bieker"Schs 
ten folgt. Ä , 

Mit denfelben Bezeichnungen wie in der" borhergehenden Unter- 
fuchung nad wenn man noch: den: Winkel, welcherdie Seite HA, mit 
die Seite: BEL, "oben ıilhtumht "gar ehnfhkiet; it I beteichnet/hult 
man baber al) 2:9 
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P; Pırı 
— ZEN . Targa =Tys . nf. rt 
a.) \ alfo 
T=Ty — Tir3 = etc. =-T-P, , 


T= Tn=Tna=d=-TW=—R , 
und daraus folgt abgefehen dom Beichen 


Pi 
Po =P., ’ cos I — 2P, . 

Für das innere Gleichgewicht müſſen alfo im jebigen Falle die an 
beiden Enden des Fadens angreifenden Kräfte gleich und bezüglich bes 
Sinnes, in welchem fie ben Faden beivegen tollen, entgegengefeht fein; 
eine biefer ‚gleichen Kräfte ift dann auch bad Maaß für die in’ allen 
Punkten gleiche Spannung bed Fadens. Außerdem ift aber auch. ent- 
weber die Größe oder bie Richtung biefer Kräfte P, und Ps nicht ganz 
wilfürlich; denn ed iſt nach dem Borhergehenden 


P. = 2P, 208 3 a 
c08 I, = C08 a, 008 a, + cas By cos AH cos yg cos yı 5 


und | Zr 
h.) Pa—ı =2Pı 08 9a-i ; 


008 In+-1 = 698 Cn—1 C08 u + 008 Ba—1 C08 Pu 4 COS Yn—1C08 Ya ; 


P, = Pa . 
SR alfe P, — Pu-der Sntenfität nach, P, und Pak ber —* und 
Richtung nach beſtimmt, ſo⸗ bedingen die Gleusgen. Bu Bi 
) ..g u 
) Pr: 2 Bo Lena op one a, + Baron » Kompyaomy; ).. 
= = :2P, (cos On—1 008 “ut coi Pu-ıb vos Bi’ 068 ya ode n 


5 M Hi 


ix Berbiihung mit ber —— —— 
tete, tat” 
je einen ber Wiakel od Bor m iu Bann hns ‚Se dagegen die 


Richtung von P,; beſtimmt dleiden, womit ch 9, gegeben iſt, ſo gibt 
die Gleichung: — | 


— m — — 


„ 'tmor ln a BEE BR: ie ia ibm ah me 
. fr — HE ed nn 


bie Größe von Po und Pn.unb e8 bleibt dann noch: bie Richtung von Pr 
nad) der von Pa-ı zu beftimmen. 

"Dagegen iR es im jetzigen Falle ; wenn. bie beiben Gndpunkte des 
Fadens befeſtigt find, möglich, die Spannung uvddie Richtungswinkel 
der Seiten direct zu berechnen; denn die Gleichungen (a) in $. 47 
werden nun mit ben vorhergehenden Bedingungen (a) und wenn T bie 
allen Seiten gemeinſchaftliche Spannung bezeichnet, meh med 


PL cos, eos) 8086 jth X Fe. —— Pr' 
f Ce cos hi — — fo⸗ py) Zp, cos BıtP3 cos fe + Boch, Pa cas —* V 
—8 “ moon) Pieosyı Tre cosy⸗ ete Pfau he 


tr Bu ke 3 AH run F 1 Fi 


bie Bebingungen (6) geben ferner Bo EG 


z 12. 2 ot 
2T (eosay cos i+-cosb; ton + co sy) P° Ä n | ce 
IT (eoe an cos, LEN 4 c08bn cos Bun + cog Ca cas ie) = Pa—ı u 


und biefe Fünf Steigungen wien in Breit | it den‘ Heiden Be⸗ 
dingungen, nn * 


Be Kr Pr FE 


ont, icons —R == 2". —E —* Din + — 1 Ki r 


bi, um- bie Erben. Unten: u a ve er ee * ” 
m Zu diefem ‚Bwede rinht, man r — T.60954 x: bar 
Ws Was: MNÖ-T qnsan ,: Tosshe » Taæes cn dr Up Yo Wa, .TEIRRY 


P,ooea, + B 003 0; 4 eie. ir Pre cos ni be X, Du m 
P, cos ö} + Pa.tos BaI-+ etei.+ Pa-ı eo ßn-ı bu Y , ti 


„Pa @ayı + Pagpsya + ele, TEE Be! ud... 
und · hat · dunm buch bi e 2* dd "imo. 9 Mana * 
eur win end 1u* un lit. 3 gets. 
ERTR., en N Wei. 
führt mian dieſe ge: die gweite 'oer" Gielchrugen (ey und Im sit 
ai Veh" Oelijungen [2 ne men! in: 

on : roch ern gen myreen, IND 


; mit ch Yan + mn +, dp, nz 6 
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ein, fo erhält man mit ber erfien ber Bleichungen (e) zur Beftimmung 
von u4, v, und w, folgende brei. Sleichungen vom erſten Grabe: 


Yu cos, +2v, corßı + Im; cosy =P, ; 


Zu, 0085 au-1 +.274 008 fa + zw; cos ı_MY = Pa-i 
' — 2X 608 ai — 2Y 000 Ba — 22 cor Ya-1; 


| Zu KH 2 + mm, 


beren Auflöfung feine Schwierigkeit: "hat. Durd bie Werthe von 
U ;. Ya. W und bie Gleichungen ¶ ) und. ch) iſt and) Un , Va, Wa 
und T, alfo auch bie Winkel =,, be, c, befamnt, und damit und 
init ber Beachtung, daß auch Hier Immer zwei Seiten und die an ihrem 
gemeinfchaftlicden. Eckpunkte angreifende Kraft in einer Ebene Legen 
müſſen, können mittel8 der Gleichungen (a) nad und nad) die Rich⸗ 
tungswinkel aller Seiten beſtimmt werden. 


Man erſieht daraus, daß in. dem Falle, wo bie Angriffspuntte 


ber Kräfte P,, 'P, „u. f f, auf dem Faden verfchiebbar find, die . 


Spannung und bie Richtungswinkel aller Seiten ſich ohne Rückficht 
auf bie Sporbinaten ‚ber Enhpunfte berechnen laſſen. In dieſem Falle 
iſt aber auch unter der bisherigen Vorausſetzung, daß die Richtungen 
ber äußeren Kräfte parallel mit fich beliebig verrückt werben Tonnen, 
and bie Punkte, vom welchen dieſe Kräfte ausgehen, außer Berüfich- 
tigung bleiben, die &eftalt des Polygons im Allgemeinen nicht freng 
Beftimmt ; denn um bie Coordinaten ber :Beplintte' mittels der Gleichnn⸗ 
gen (d) in $. 48 zu berechnen, genügt es offenbar nicht, daß bie 

ichtungen ber einzelnen Seiten bekannt fand ober gefimben ' werben 
konnen, es müffen' auch die Seiten ber Größe nach gegeben ıfein, wäh- 
rend wir im jetzigen Falle nur die Bedingung: | 


i.) tur. Jh + %.+ eto. + a =.L. ht. 


haben, worin L die‘ Ränge bes ganzen Fabens bedeutet, Soll alfo im 
Allgemeinen bie Form bes Polygons dollſtändig beſtimmt werber können, 
fo müflen bie Richtungslinien der aͤußern Kraͤfte in ihrer Lage mehr 
beſchraͤnkt werden; es muß für jede Kraft bie Lage einer Ebene gegeben 
jenn y; in welcher ihre Richtungslinje bleipen ſoll, unb welche, nicht. zu⸗ 
gleich bie zwei anſtoßenden Seiten bed, Polyghns enthaͤlt.Gs hürfte alſo 
im Allgemeinen am einfachften fein, eine zur Achſe ber z parallele 
Ebene, welche die Richtung der Kraft enthalien ſoll, zu geben, oder 


— — — — — — 
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was dasſelbe iſt, einen ⸗Punlt in der Richtung Ser Kraft mur durch bie 
Coorbinaten feiner Projection in ber: Ebene der xy zu beſtimmen. 
Denn begeidyget: man die Coordinaten ber Projtetion eines folchen 
Punktes in ber. Richtung ‘ber’ Kraft P; mit pi, qi, und feht man 
boraus, daß die Ceordinaten xiı , Yiı-ı, zii , :bereitd beftimmt 
find, fo ergeben fi die Coordinaten xi, yi, zi als Goorbinaten bes 
Durchgangspunktes ber Graben: ' on 


X. Yo Yi-st 21 — U 

















WW 8: ce : . 00. 
nie —* Gm: 
008 ©i m — 


wobei vorauogeſeht wirb hof bie Richtung der. Kraft Pi in dieſer 
projicirenden Ebene parallel mit ſich durch jeden Punkt gelegt wer— 
ben Tann. 
Diefen Beſchränkungen und ben vorher genannten Bebingungen 
für das innere Gleichgewicht eines Fadens mit beweglichen Angriffs- 
puaten ber äußern Kräfte { endlich noch die Bemerkung beizufügeit, 
aß nach der Natur eines vollkommen biegfamen Fadens die Spamung 
immer nur einen Zug bedeuten, und deßhalb die Richtung bet an 
einem Gckpunkte augretfenden Kraft niemals fpige Winkel mit den am 
ſtoßenden Selten bilden kann. Es fann’daher in unferne jetzigen Falle 
und wenn alle äußern Kräfte bis auf P, und Pn parallele Richtungen 
haben, nur dann Gleichgewicht beftehen, wenn biefe Kräfte abwechfelnd 
in entgegengefektem Sinne wirken, weil es fonft unmöglich tft, bie 
obengenannte Bebingung mit ber frühern, daß bie Richtung ber Kraft 
Pi den Winkel zwifchen - den, beiden anftoßenden Selten halbiren muß, 
zu vereinigen, ausgenommen in dem unerreichbaren alle, wo ber 
daden elne gerade, Linie bilden ſoll, bie Spamung T ei unendlich 
groß fein müßte. Du are Ba 2 
6. 51. 


Das Knie beſteht: in feine einfachſten geometriſchen Geflalt, nis 
mathematifches Knie, aus zwei feften unbiegfamen Geraden AB, 
BC, Big: 14, welche dinen Pimkt gemeinſchafklich haben und ſich ‚um 
biefen ohne Miberftans bewegen, alſo jeben beliebigen Winkel ABC 
zwiſchen fich einfchließen können; ber Endpunkt A des dic Scheuftls 


! . 
ed: Br Fa | 


in —— 


AB tt feft:undinnwercitbar, ber Endpunkt C. des andern BO dagegen 
iſt der Beichränfung unterworfen; fi) auf ber durch A gelegten un- 
biegfamen und umwerrücddaren Geraden AX zu bewegen; aa ben Punkten 
B mb O greifen Außere Kuäfte P und Q nn,. non beiten die erſte eine 
beliebige Richtung haben, bie zweite aber lamg⸗ ver Gemben:. AD 
gerichtet fein fol. . 

Diefes veränderliche Syſtem befindet — ſebenfalls im --Zuflenbe 
des aͤußern Gleichgewichtes; fügen wir alſo zu den vorhergenannten 
äußern Kräften P und Q noch :die Widerſtaͤnde, welche der Punkt A 
und die Gerade AD- im Bunte O gu leiften haben, fo müflen alle 
biefe Kräfte ben Bedingungen bed aͤußern Gleichgewichtes genügen und 
biefe Bedingungen werben umgekehrt dazu dienen, die Große jenet 
Miderftände zu befiimmen. Dazu nehmen wir die Ebene des Syſtems 
als Ebene dev xy, bie Gerade AX als Achſe der x, den Punkt A 
als Anfangspuntt, bezeichnen bie Länge ber Schenfel AB und BC 
durch 1, und 1,, mit « und 4 die Winkel BAC und BCA, welde 
fie mit der Geraden AC einfchließen, ' und die unter fich dur bie 
Gleichung: 


a.) hIhsno= )snf 


in Abhängigkeit ftehen, ſtellen den Widerſtand ber feſten Geraden AX 
im Punkte C durch N, vor, und erſetzen den Widerftand des Punktes A 
durch feine beiden Gomponenten N, und N,, von denen bie eine nad 
ber Geraden AD, die andere ſenkrecht dazu gerichtet if. 

Damit erhalten wir für das Gleichgewicht ber foͤrdernden Wirkun⸗ 
gen aller äußern Kräfte die beiden Gleichungen: | 


N; r 0. 7 PeoPr=0, 


). „Ns 4 N, + ? sin PR == 0 9 4 
fi 7 a ııh.D art.r. 
und als Bibiokun für das: Bieligemiät. bet: —** Wire 
in Bezug auf den Punft A bie Steigung: 


€.) ‚Pl (os wein —E — et 


Dieſe drei Gleichungen weichen ‚gerabe ‚bin zur Beftimmung, ber drei 
Unbekannten N, , N; J N > ſie gehen a Der der 
Mleichuug (A) Br EL En 4 BE | SEE EG v ı 


BR. 2 


eh A te . , ir — rt : +. rt 
N--— ——————— N = = at rufe 
; sin(atPß), 
.. . (d. 
rin (PR) sing De —A 
N, —=' re mat) ein? in og 9 


Es blelet demnad noch die Beriehung wiſchen p, Q und ehr! 
ber. „Winkel. a nder, feſtzuſteſlen, und en dienen bie, Bedingungen 

des Innern Gleichgewichtes eines jeden der beiden Speytel AB und BC 
und ihres Verbindungspunktes B. Die innern Wirfungen , welthe Die‘ 
Schenkel AB und BO aufeinander ausüben, Tonnen durch zwei Kräfte 
J, und I, vorgeftellt werben, welche beide in -B angtkiffn, und von 
denen die eine nach AB, bie andere nach BC geriähtet iſt und welche 
bie nothwendige Miberftandafählgkeit diefer Geraden gegen eine Dehnung 
oder Stauung audbräden. 

Nehmen wir gunkexer Figur entſprechend dad. Grſtere am, jo haben 
ur, on Dem ‚Stendal: AB: die ‚Kräfte Na: und Na in Ay bie ‚Kräfte. B 
wer un, :i: Reaugrethend, an dem Schenlel B.O in.B „bir. Kräfte F 
und J,, in C bie Kräfte Q und N,, und an bem Punkte B, ‚nem 
er für fich allein betrachtet wird, bie Kräfte P, J, und Ja; bie Be⸗ 
dingungen für das leichgewicht des Senke AB find demnach 


N +Penfr+s, cuß = —0 


—* an win mt) ir. . tti 01 y: j ns 1 Tim 


& En: un Ri rings Fa mug 


Pl, (cas asinP Pleisind —X "y21Y (eos & din Bam &ch 4) — U 


und geben, verglichen mit ben Sulcgungen (b) und (c) nur bie Bes 
ziehungen: yıız ip 


hinß= — Ih, 4146c0 * ha = Vans o\ 
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welche ohnehin‘ einleuchten, ebedo geben die Gleichgywichtobeh ingunen 
für den Schenkel BC, nämlich 


\ Be / 41 mm 
A cos 0 = 27, NH Pe nn Dit te Im IE 115 


mt}; Mu 7 Ai BEL Fr 53. 119 24441.u 


Pr, sih er eo) Zu —— ti mr 


in 24* 
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nur Bekanntes und bie unmittelbar einleuchtenben Gleichungen: 


N — coo, N — „na, „= VN?+N,!, 


teil bort bie Kräfte I, und YO HD, hier bie Kräfte I, und 


VN®+N;: +HNg? an ben Gnbpunften einer andetůnderlichen Geraden a 
greifen. 

Sn dieſen einfachen Falle genügen demnach die Gleichgewichtebedin⸗ 
gungen des Punktes B; biefe find 


eb ur = —0 u 
 PainPx —), in ii, sin —= 0, 


und wenn bier bie Componenten J, amd J, mtebs ver bochergeherden 
Saenp durch bie Widerſtaͤnde Nausgebrückt und für dieſe bie am 
den: vorhergehenden Beihimgen (4) folgenben Bee sefent it 

fo ſuder mn © Ze j , 
RP 


u er 


y BER , Lo U . 
1 cos & 2 2. 00 ß ’ 





kamit wirb die erfte umnittelbar befriedigt , unb bie zweite gibt nach 
einigen Reductionen bie geſuchte Bedingung zwiſchen P und Q, nämlich 
> 


| an 
Ly. in (Px—.e) = Oops gldanga +.tangf.).., ... 
Or ie meist du: een 


oder bie Werthe: 


ðv 


| Ber in(a+ß) | > — 


2, F 
Er ayaat — ler 
Mit biefem Löunen dann au bie Wiberftände N, unb- UNE +N, 


und die erforderlichen Widerftandöfähigkeiten J. und J 2 in Function 
von Q ober P qusgebrückt werden. ‚ Man findet abgeiehen von den 
Zeichtn J “x P 





sin (dx +9) sin sin (Px ER)" 


ken ’ “ , if 
N®+ N,3. == J; — N — — — =—=P 4 
u tn ' . . 


sin sin ca 


sin Pr — ayeosß - 


sin(Px—a) sin ß 


sin(a+P) 


Alle diefe Werthe Hängen von einem ber Winkel & oder 8 ab, alfo von 
der Reigung der Schenkel gegen die feſte Gerade AX; fie zeigen zuerſt, 


daß Px nicht gleich a oder gleich a + © werden darf, wenn nicht 


Null werden ſoll; für ein conflantes P und Pr ‚ wächst. Q, fortwäh- 
rend, wenn @ und 8 abnehmen, und nimmt für «= 40 ben 
Werth co anz in biefem Falle werden aber auch J, und I, unendlich 
groß, und es Kann der Werth Q — wo in der Anwendung nicht er- 
veicht werben, weil es Teine Schenkel von unendlich großer Widberſtands⸗ 
faͤhigkeit gibt. 

Die vorhergehenden Gleichungen werben einfacher, wenn I, = la, 
das Knie alfo ein gleichſchenkliches iſt; daraus folgt auch e — 4, 
und man hat 





N = Olangß = P 


P—Q- sin2e _gq dein . 
sin @r—e) 608.0. sn (Pr — a) 


Berfügt man dam noch über bie Richtung von P enlweder fo , daß P 
immer ſenkrecht au ax, vi immer ſentsech zu AB it, fo bat man 
im ‚often Ball | 


Bzım,. m. 
ee Basen wird... | 
"Przinrtk, " B=20 se; 


63 Yan daten ki luhlen Falle -für ein gleitjes Q immer P Meiner fein, 
a6 tor erfien, ober unigefehtt ein gleiches P Hält: im zweiten Falle md 
bei gleicher Meigung der Scheuckel hmmier einem größtem. O bas.:icid- 
gewicht, und es iſt leicht zu ſehen, daß für ein gleichſchenkliches Knit 
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und ein beliebiges & ber Werth von P, überhaupt ber Tleinfte, bie 
entfprechende Richung biefer Kraft alfo bie. vortheilhafteſte iſt. Dar 
Unterfchted zwiſchen ben Werthen Som P, und P, wird übrigens mir 
für größere Werthe von « fühlbar, wie folgende Tabelle zeigt: 


Für a = 45 wird P. — 2,000 O, —=1A40, 


„= 300 „=1150 , „=1WO0, 
„ = 15° „=0560 ;, „= 0%5180, 
„= 1% 4 =05I0 „ = 040, 
„= 5 „» =150, „0140. 


3In bem erſten dieſer einfachen Falle hat man. ferner für bie Kräfte 
N und. 3 bie, Mertpe: | 
3—— P 
VERS EN = Od u an 
N, = N = Q lange = 4P; 
im zweiten wird | | 


cos 2 œ 
— — 


J. = 
on | cos & 


, N — Qlanga = ZPıea! 





h=lwa=f sin 2a 


Die vorhergehenden Beziehungen wurden indbefonbere unter ber 
Borausfegung abgeleitet, daß bie Kraft Q im Sinne der pofitiven x 
wirke oder einen Zug atif das Knie ansube; es iſt «ber: leicht zu ſehen, 
daß diefe Gleichungen und Bedingungen mit gehöriger Nuckſicht auf die 
Zeichen auch für ben gewöhnlich flattfindenden Fall, wo Q einen 
Drud vorftellt oder von C gegen A wirkt, gültig find, namentlich daß 
die Beziehung zwiſchen P und Q unverändert bleibt, da nun auch P 


das Zeichen wechfelt oder ber Winkel Px um ir Are wirdu 
Wenn Übrigens Ale KraftıP nicht unmitjelbar EB angreift, fon 
dern ftatt ihrer eine Kraft P’ an irgend einem Punkte O, welcher mit 
dem Schenkel AB. feſt verbunden tft, und deſſen Moben⸗Coordiualen in 
Bezug/ auf. A und. Alk. mit r. und bezeichnet ſeien, fo: did bem 
Debingungsgleichungen für..das Gleichgeeicht biefes Scherfels Leicht zu 
ſchließen, insbeſondere aus der Bedingung, fie das Gleichgewicht bag 


gi 





drehenden Wirkungen, daß bie Momente :der Kräfte P mb‘ r in 
Bezug auf. A gleich fein müffen, daß man alfe 


Pl, sin (PX — a) = P'f sin (Pxr— a—»$) 


hat und demnach nur in’ der allgemeinen Beziehung f) zwiſchen Pund Q 
fowie in den darauffolgenden Werthen für bie Kräfte N unb J ben 


Ansdruck P —R — — 95) ſtatt — ſchen maß, 
ſo daß jene nun den Werth gibt: | 


— p tein (FACS u 
. e— ? J, n{a+P). 


In dieſem Ausdruck wird man in dem Product r sin RR ea — 5) bie 
Länge der von A auf bie Richtung von P’, in I, sin(a+ß) bie 
Länge der von A auf BC gefüllten Senkrechten erkennen; ferner iſt 


die Intenſitaͤt der in ber Richtung BC wirkenden Rrafi 


cos 8 


I = YQ%+N;? ; bezeichnet man bemnach die genane Senkrechten 
mit p' und i, fo wird einfach 


Pp=Jhi, Ppeoß=%i 


die Bedingung für das Gleichgewicht unferes Syſtems. 
Für das gleichſchenkliche ner , Big. 15, wird 


Eee BEE Zr AE 


’, r,. —— ZZ 
cos —* 
„ine, N . 7 


wenn man daher bie Ordinate BD=f r ben Pf el deB Rnies acht 
ſo kann man bie Gleichung: on 


Pr = "gar 


dahin ausſprechen: Bei dem gleichſchen klichen Knie verhält 
iiq bie-Rreft:Po zu bem.durch das Knie ausgeübten Zug 
“ber Drud Q, mwierbet: beppeite-Pfetl gu dem Hebebarm 
des Momentes ber Kraft P’. Die in ber Figur angebeuteteGon- 
fruction wird barnach Feiner weitern Erklärung dedürfen. 
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. Inder Maſchinenlehre merke Ich ar dieſes wichtige Maſchtnen⸗ 
Element zurückkommen und dort ſoll dann auch bie Reibung berüd- 
fichtigt werben. 
6.52. 

Alg ein weiteres Beiſpiel für .das innere Gleichgewicht eines ver- 
änderlichen Syſtems, welches aus feſten Theilen zufammengefebt iſt, 
betrachte ich noch die Roberval’ [he Wage, theils weil fie am beften 
zeigt; wie nothwendig es für eine Mare Behandlung und Anfchauung 
der Verhältniffe bei veränderlichen Syftemen tft, zwiſchen innerem und 
Außerem Gleichgewicht zu unterjcheiben, theild weil biefelbe ein techniſch 
wichtiges Princip darftellt, welches in ber neuern Zeit fowohl für 
gleichtwägende, als fir Dezimal- Wagen Anwendung gefunden Hat, 
und welches noch einer firengen Begründung durch Zurädführung auf 
bie allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen entbehrt. 

Auf ihre geometrtihe Geſtalt zurüdgeführt, beſteht Die Rober- 
val’ihe Wage aus vier je zwei gleichen unbiegjamen Geraden, welche 
au einem vexänberlichen Parallelogramm CDEF, ig. 16, verbunden, 
und von denen zwei gegenüberliegende Seiten CD unb ER in ihren 
Mittelpunften 'A und B in einer Vertitalen fo befeftigt find, daß ſich 
das Parallelogramm in feiner Ebene um diefe Punkte ohne Wiberftand 
brehen laͤßt; an diefem Syſtem greifen zwei parallele Kräfte P und Q 
an, welche im Sinne der Schwere wirken, und beren Angriffspunkte 
G und H mit den vertikalen Selten CE mb DF auf irgend eine 
Weiſe feft verbunden find, gewöhnlich mittels unbiegfamer, zu CE und 
DE ſenkrechter Geraden, auf welchen fich die Angriffspuntte G und H 
verfchieben laſſen *). 

Um indeffen das betreffende Princtp fogleich allgemeiner aufzufaffen, 
will ich annehmen, daß die feiten Punkte A und B die Seiten CD 
und EF, fig. 17, auf gleiche aBer beltchige Weife theilen, fo daß 
zwei ungleiche Parallelogramme ACBE und BFDA gebildet werden, 


unb ſich verhaͤlt 
— —— 0 





0) Man hat es fräher für eine Ausnahme vom Gefehe des Hebels angefehen; daß 
an’ dieſer Wage Gleichgewicht ſtattſindet 'wern PO iſt, ohne Ruͤckſicht auf 
die Entfernung vor Angrifſepuutie Gramm H von ber Verkilaien : AB. Die 
erfſte richtige Erklärung davon ſcheint Poinbot, weec⸗ 3. won in feines 
Elemens de statiqme: . * 
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und dab bie Kräfte P und O in bee Ebene des Parallelogrammes be⸗ 
Hebige Richtungen Haben’; auch wollen wir für jest alle Geraden aa 
gewichtlos voraußfehen. 


Die Ebene der Figur fet die ber xz., bie Gerade AB bie Hate 
ber pofitiven z "und. A ber Anfangspunkt; bie Länge der Selten CD 
und ER fet 1,, bie der Selten CE und DF oder ber Abftand der 
feſten Punkte B und A fet”]z;" die Entfernungen GK und LH ber 
Angeiffspunkte G und.H von. ben Seiten CE und DF bezeichnen wir 

mit a, und aa, bie Abftände CK und DL’ biefer Senkrechten von C 
und D mit c, und c,, und mit « ben Winkel, den die Seite CD mit 
der x = Achfe einfchließt; enblich ſollen N, und N, bie Widerſtände vor- 
fiellen, welche die. Punkte A and B zu leiſten haben und wu, wz die 
Winkel ihrer Richtungen mit der Achſe der x. Demnach find bie Be- 
dingungen ‚für das äußere Gleichgewicht des Syſtems und zwar für 
das Gleichgewicht der ſecdernden Witangen- 


PoosPx + Go ÜR + N; 0.0, + N, cos, = 0 ( 
"(a 
J PrinPx 4 Q ein Ox-+ N, sin wo, + Na sin 0, — ( " J 
Um die Bebingungen für das Gleichgewicht ber drehenden Wirkungen 
aufzuftellen, haben wir zuerft die Goordinaten der Angriffspunfte G 
und H zu beftimmenz biefe, mit u, Yı für P, mitx,, y für Q 
“eine, find: | 2 








BR | mt | 
um Pr — 2 24 = apmumlarcı ) 








ur n’ 
bie betreffende Gleichgewichtebedingung iſt daher 


d i a — 


4, 008.43... ‚ul = asia — LE 


em! (sine cosP3—cose nf üte c08 Pia sin Pr) 
m 


i) 
ars l, (sin « 08 08-008 & asin 00x, sin ©) 


, mn 0 
Han. ee, 
Deqer, Handbuch der Mechanit u “ Ba u 18 
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Diefe drei Gleichungen (a) und (b) reichen nicht hin, bie wier 
Größen N,, Na, w, und we gm beitimmen; es muß baber für das 
äußere Gleichgewicht eine biefer Größen überfläffig. fein, ba bie Kräfte 
N bei dem Innern Gleichgewicht nicht betheiligt find, und in der That 
wird man einfehen, daß es für unfern Zweck genügf, zu bebingen, daß 
der Punkt B in der Geraden AB bieibt, daß alfo diefe Gerade einen 
normalen Widerftand leiftet, der im Sinne. der pofitiven ober negativen 
x gerichtet if. Dadurch haben wir cos ws bis auf das Zeichen be 
ſtimmt, und können nun N, cos wg einfach burch N, erfeßen, ba 
N, sin og Null wird. Hat man dann biefe Größe aus der Gleichung 
(b) in bie erſte der Gleichungen (a) eingeführt, fo fann man aus 
diefen die Werthe von N, sin wo, und N, cos w, ziehen, wodurch auch 
N, und w; befannt find. ine Beziehung zwiſchen P und Q Tann 
aber durch jene Bleihungen nicht erhalten werben. 


Suchen wir alfo bie Bedingungen für Das innere Gleichgewicht 
ber einzelnen Theile. Dazu bezeichnen wir die innern Wirkungen in 
ben Punkten C, D, E, F durch Ju, Ja, Ja, J4, bie Gomponenten 
von J nach CA und CE pofitiv genommen durch J,’ und J,”, Die 
von Ja nach DA und DF durch J2, Ja”, die von J, nah EB und 
EC durch Jg’, I5”, endlich die Gomponenten von J, nah FB und 
FD durch 3, und J.“, und erhalten fo_für das Gleichgewicht ber 
Geraden CD dic drei Gleichungen: 


N, cos wı + (I -+ J25) cos —= 0 N . 
c.) N, sin rt (+ Jy ) sın + J,"”+ Js” = 0 J 


h ng,” — mIJ⸗ↄ — 0 . 


. 
Für das Gleichgewicht der Geraden ER ergeben ſich ebenſo bie Be- 
dingungen: 


or IE nour,, . 1 FR 
N + („+Jh)ose—=0, 
d.) ber )e WEYN) sin a I,"4 y" a0), . 


m), —nJ,’ O., 


1014 


» ‘ 


für deren lebte ber Punkt B als Drehungspunft genommen iſt. Bezieht 
man ferner die drehenden Wirkungen ber an der Seite CE angreifen= 
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ben Kräfte auf den Punkt c, fo werben bie Bedingungen nie das 
Aleichoewicht dieſer Seite 


«Ad 
! 


PoosPt-—(J/-+Jr)oose = 0 u | 
PeinPx— (I -+Iy)sina— u" — I = ( ' ’ (e 
P(c, 008 Px—a, sin Pr)— „h,csa—=(0 


und für bag Gleichgewicht der ‚Seite DF findet man in gleicher Weiſe, 
wenn die drehenden Wirkungen in Bezug auf den Punkt D genommen 
werben ,. die Bedingungen: | 


OO (dr + I) cos‘ — (0 
Qein Or — (3 +J/ Jana — I’  =0'.. öt. 


0 (e⸗ 000% + 2, sin —R h cor o = 0 
Wir Haben bemnach km Ganzen 15 Gleichungen, worin u Unbefannte 
enthalten find, die 8 Kräfte J, die beiden MWiberftände N, unp' Na 
and. ber Richtungswinkel wo, bes erſten ‚bexjelben. Es ſind demnach 
drei berfelben. überflüffig ober laſſen fich aus den ‚andern durch analytiſche 
Umformung oder. Verbindung derſelben ableiten. ‘So gibt in der That 
die Summe Hoi. je der erſten der Gleichungen (ce), Cd), Ce) und (7) 
bie erſte der: Gleichungen (a), wenn darin N, für N, 008 0; gejeht 
wird, und die:gweite biefer Gleichungen, Na-sim «u, = 0 geſetzt, kommt 
zum Vopſchein, wenn je Die zweite ber genannten Gleichungen (c) bis 
(f) addirt werben. ° Abdirt man dagegen die Summe. von je der dritten 
der Gleichungen (e) und (f) und ber. erfien ber Gleichungen (d), 
nachdem biefe mit I, wultjplizirt werben, zu der Gleichung (b), fo 
egibt. a die geſncn Veʒurang ven. P ‚un 0 ini. 


J 
t> 
‚ 


DE 
— ka PR) nl emla ON. in 8: 
Ole Bedingung iR; wie man ficht, gůmlich unabhängig non dem 

Gebßen u, Ay5:Cy 5 ea; Herftibigjalbe, wie die Fir. das Giehhßewicht 
der . mit: P und‘ 0. gleichen: und pernllelen Kräfte. P’.unmd 0’, welch⸗ 
an⸗ den Gudpunkten E unb'D bed in A befeſtigten Hebeſs CD. ar 
fen; benn man wird ſich leicht, üherzeugen, daß J 


18* 


| — — 





ar 6 un(o—Pr)—p , und aral sin (0x) —gq 


bie Hebelarme ber drehenden Wirkungen vnn P’ und O’ in Bezug auf 
ben Punkt A find, und bie Gleichung (g) demnach auf 


P’p’ = — 


zurückkommt. Es iſt demnach für das innere Gleichgewicht 
unſers Syſtems ganz gleichgültig, wo bie Kräfte Pund 
Qangreifen, wenn nur bie Angriffspunkte derſelben mitt 
ben Seiten CE und DF fe verbunden find; das Gleichgewicht 
findet immer unter berfelben Dedingung ftatt, unter welcher fich zwei 
jenen Kräften gleiche und parallele Kräfte in EC und D das Gleich— 
gewicht halten. 

Wenn daher m = n und 0x — Pr ‚db 5. wenn A bie Mitte 
von CD ift und bie Kräfte parallel And, fo muß für bas Gleichgewicht 
0 = P fein, unb umgefehrt wird biefed immer ftattfinden, wenn 
2 — P iſt, ob z. B. bie Kraft P in G ober in J, Big. 16, an⸗ 
greift. 

Die nähere Beſtimmung der Widerflände N und der Innern Kräfte J 
tft hier für uns von keinem hinreichenben Belang, um weiter darauf 
einzugehen, und foll dem Leſer überlaffen bleiben; ich will ſtatt deſſen 
bas eben unterfuchte Syftem noch unter einer etwas veränderten Geftalt 
betrachten, nämlich unter der in Figur 18 bargeftellten,, welche der bei 
ber Derimal-Wage angewendeten Conſtruction mehr als bie vorher⸗ 
gehende entſpricht; fie geht aus biefer hervor, wern man bie Seite EF bei 
B begrenzt, CE und EB fertnimmt und die Kraft P unmittelbar an C 
angreifen läßt, jo daß auf der linken Seite von AB noch das Barallelo= 
gramm ADFB bleibt, mit beffen mittlerer Seite DR ber Angriffs⸗ 
punkt ber Kraft Q-Teft verbunden iſt. Fuͤr dieſes genügt es mun aber 
nicht mehr, daß der Punkt B auf ber Geraden AB bleiben muß; im 
jegigen Falle muß auch ber Punkt B fo befefligt fen, daß ſich die 
Seite DB nur um benfelben drehen läßt. Nach dem Borhergehenben 
iſt für diefen Ball leicht eiuzuſehen, daß es auch. hier für das Di 
gewicht gleichgültig iſt, wo bes Angelffspunit dev Kraft Q liegt, unb 
daß ihre Wirkung in diefer Beziehung immer biefelbe iſt, ald wenn fie 
ihren Angriffspunft in D hätte, daß man alſo für parallele Kraͤfte das 
Verhältniß: Q=10P erhält, wenn m—10n, AC=10AD if. 
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Ich habe den gegenwärtigen Fall hauptfächlich deßwegen in nähere 
Betrachtung gezogen, weil hier der Punkt B befeftigt iſt, die obige 
Beſchränkung ber Richtung der Kraft N, alfo nicht mehr zuläffig ſcheini. 
Es muß nun allerdings außer der zu AB ſenkrecht gerichteten N, noch 
eine längs BA wirkende Kraft eingeführt werden, welche ſich jeber 
Aenderung ber Seite AB des Parallelogramms ABFD widerſetzt; man 
würde aber fehr irren, wenn man biefe Kraft, mit ber N, zu einer 
vereinigt in bie Bedingungen für das äußere Gleichgewicht einführen 
wollte; denn dieſe neue Kraft iſt eine von ben Innern Kräften J und 
greift ebenfomohl in A in entgegengefektem Sinne wirkend an, wie in B, 
und für das Aufere Gleichgewicht unfered Syſtems, zu weldhem AB als 
Seite bed Barallelogrammd ABFD gehört, genügt ed, wenn der Punkt B 
in der unverrückbaren Geraden AZ- bleiben muß, wenn aljo in B ein 
zu AZ normaler Außerer Widerſtand N, vorhanden if. Dan wirb 
daher den jebigen Fall auf den vorhergehenden in der Art richtig zurüd- 
führen, daß man fich die fefte Gerade AB Fig. 17 burch die Seite CE 
gelegt, und die Seite DE verlängert denkt; man wirb daraus erfehen, 
daß an dem Syſtem noch biefelben äußern Widerſtände N, und .N, und 
bie 8 Innern Kräfte I thätig find; man wird ſich aber auch ohne bie 
Bleichgewichtsbedingungen überzeugen, daß bie Kräfte I,’ und I,’ in 
D und A, Js” und I,” in A und B, J, und Jg’ tn B und F gleich 
und entgegengefebt fein müffen, weil zwiſchen biefen Punkten Feine Außern 
Kräfte angreifen. | 

Nach diefen Erörterungen hat man für das Außere Gleichgewicht, 
und zwar für das der Außern fördernden Wirkungen wie oben bie Be— 
dingungen: 


PcosPx + 0 000% + N, c08 o; + N, —0 | 
’ 
PsinPx + QsinOx + N, sin o; =0 


und für das Gleichgewicht. ber Außern drehenden Wirkungen ergibt fich 
nun die @leichung: 


‚(Ch 


—(0 ( 1 rin (00%) — ©0003 —acin Ox) —=0( 


m-+n 
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Indem man nun bie Goordinaten des Angriffspunttes H von O in Bezug 
auf den Bunft D und bie Gerade DF mit c und a ohne Inder be— 
zeichnet. Das Gleichgewicht der an ber Geraden DF wirkenden Mo- 
mente in Bezug auf D ald Drehungspunkt genommen wird durch bie 
Gleichung: 


Q(ecosQx-tasinOx)— I oosa = 0 


bedingt; man hat aber auch für Das Gleichgewicht ber Geraden BF 
bie Gleichung: 
N +Josa=0, 


welche zu ber vorhergehenden und der Gleichung Ch) adbirt, wieber die 
Bedingung (g) zwiihen P und O gibt. Die übrigen Gleichungen, 
welche fich noch für das Gleichgewicht der einzelnen Seiten ergeben, 
dienen nur zur. Befimmung der innen Kräfte J uud ber Außern Wiber- 
fände N und können deßhalb für unfern jetigen Zweck übergangen 
werden. 

8. 33. 

Beiſpiele für die Innere Bewegung veränderlicher Syſteme, welche 
aus mehreren unveränderlichen Theilen zufammengefegt find, liefern ung 
alle Maſchinen; ich werde jeboch auf dieſe Hier nicht näher eingehen, 
dba diefe eine fehr befchränkte Bewegung befiten und ihnen in ber 
Maſchinenlehre eine befondere und ausführliche Unterfuchung zu Theil 
werden fol. Für jetzt vermeife ich daher in dieſer Beztehung auf die im 
erften Abſchnitt 66. 23 bis 25 erörterten Bewegungen, welche bort als 
äußere Zuftände behandelt wurden, welche aber auch als innere Bewe- 
gungen bei Außerm Gleichgemwichtszuftande betrachtet werben Tünnen, 
und wende mich zu der Unterfuchung eines veränderlichen Syftems, wel⸗ 
ches eine unmittelbare und vollftäudige Anwendung ber für nicht ftetige 
Syſteme abgeleiteten Gleichungen geftattet, nämlich zu ber Unterfuchung 
ber innern Bewegung eined Planetenfyftems, b. h. eines Syſtems 
von feften Körpern, "welche ihrer gegenfeitigen Maſſen-⸗Anziehung unter= 
worfen find, aber durch ihre aus beliebig gerichteten. anfänglichen Ge— 
ſchwindigkeiten herporgegangene Bewegungen verhindert werden, diefer 
gegenfeitigen Anziehung unmittelbar ‚folgend ſich zu einer ſinithen Daft 
zu verrinigen *). 


*) Es ſtann natürlich hier nicht won einer vollſtaͤndig durchgeführten Theorie ber 
Bewegungen unferes Planetenſyſtems bie Rede fein, da hiezu Wer Naum viel zu 


* 


— — 7 — =. 
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Ich gehe bei dieſer Unterſuchimg "von folgenden Borausfegungen 
and, welche ſich aus den bet unferm Planetenſyftem gemachten Erfah: 
rungen ergeben, 

1) daß das Geſetz der gegenfeitigen aimichmd irgend zweier 
materieller Punkte des Syſtems durch 
R= Gmm I u j 

. W \ 


- 


ansgedrückt werbe, worin bie einzelnen Größen De in $. 94 bes wel 
ten Buches angegebene Bedentung haben; 


2) daß alle Körper bed Syſtems der Form nach underaͤnderlich und 
im Verhaͤltniß zu ihrer Größe ſehr weit von einander entfernt find; 


3) daß einer dieſer Kern wine weit größere Maffe befigt, als alle 
übrigen, fo daß das Verhältniß E m worin mM bie Mafle des genannten, 


M; die Maffe eines ber übrigen Rbıher bes Syſtems vorſtellt, für alle 


dieſe Körper ein ſehr kleines iſt; endlich 

4) daß bie auf das Syſtem wirkenden äußern Kräfte von hin- 
veichenb weit entfernten Punkten ausgehen, um die auf bie einzelnen 
Maſſen des Syſtems ausgeübten Wirkungen diefen Maffen proportional 
und als Functionen bes Mittelpunktes ber Maffe bed ganzen Syſtems 
annehmen zu bürfen, was wieder auf die Annahme hinaus kommt, daß 
bie größte Ausdehnung des Syſtems eine fehr kleine Größe iſt gegen 
die Entfernung des Mittelpunktes feiner Muffe von alten jenen Aus- 
gangspunkten der Außern Kräfte, daß alfo diefer Mittelpunkt als An- 
griffspuntt jeder äußern Kraft genommen werben darf, und fich demnach 
alle äußern Kräfte in dieſem Punkte zu einer einzigen. Refultirenden 
vereinigen laſſen. 

Betrachten wir nach dieſen Borausfepungen merk bie äußere Be⸗ 
wegung des Syſtems, fo lenchtet ſogleich ein, daß ſich gemaͤß der letztern 
zufolge der Erörterungen des 6. 18 der Mittelpunkt der Maſſe des 
ganzen Syſtems genau fo beivegt, als wenn. die ganze Maffe besfelben 
in ihm vereinigt, das ganze Enten | alfo nur ein’ infacher materieller 


—o 7 


beſchränt wäre und ber dieſen Gereaſland in der —* edles von 
- Laplace, in ver Theoria motus corporum coslestium don Gauß und ‘in ber 
Theorie analytique du systöme ‘du monde von Pentscoulant worzügliche ” 
Werke vorhanden find. 
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Punkt wäre *), Die Gelege ber drehenden Bewegung unſers Syſtems 
um feinen Mittelpunkt werben durch jene Vorausſetzung indefien nicht 
wefentlich vereinfachtz denn wenn nun auch die Gomponentn 2.My, 


3.My, Z.Mz des vefultisenden Momentes in den Gleichungen (15) 
und (18) in $. 14 Null werden, fo bleibt immer noch die Veraͤnder⸗ 
lichkeit der Maffemomente und der Einfluß der innern Bewegungen zu 
berüdfichtigen. Man wird aber aus biefen Borausfeßungen zufolge ber 
Erörterungen in 6$. 15, 16 und 17 ben Schluß ziehen, baß für unfer 
Syſtem das Princip ber Einhaltung ber Sectorflächen in 
Bezug auf. ben Mittelpunkt der Maſſe flattfindet, und es daher in dem⸗ 
felben eine unveränberliche ober parallel bleibende Ebene der 
größten Flächenfumme gibt, ober daß das .refultirende Mo- 
ment aller Bewegungsgräßen in Bezug auf ein Coordina— 
tenfyftem, beffen Anfangspuntt ber Mittelpunkt der Maffe 
tft, einen conftanten Werth und feine Achſe eine conftante 
Richtung behält. 

Nehmen wir alfo an, ‚bie Lage dieſer Achſe ſei aus den dem An- 
fang der Zeit entſprechenden und, für jeden einzelnen Körper bed Syſtems 
gegebenen Größen berechnet, nämlich aus ben anfänglichen Coordinaten 


zn, yſO, 2” des Mittelpunktes feiner Mafle in Bezug auf ein be 
liebiges rechtwinkliches Coordinatenſyſtem, deſſen Anfangspunft der 


*) Auf den erſten Anblick koͤnnte es ſcheinen, ats ob dieſes auch ohne die genannte 
Vorausſchung flattfände und als ob bie Erörterungen bes. F. 18 tm Widerſpruch 
ftänden mit dem in 6. 12 ausgeiprochenen und durch die Gleichungen - (128) 
bafelbft dargeſtellten allgemeinen Geſehe ber fortichreitenden Bewegung eines ver⸗ 
änderlichen Syſtems. Beachtet man aber, daß um biefes letztere Geſetz, weiches 

‚ unter allen Vorausfegungen gültig bleibt, in Anmwenbung zu bringen, alle an 
dem Syſtem thätigen Kräfte in den Mittelpunft ber Maſſe verfebt und dort zu 
einer fördernden Refultivenden vereinigt werden müffen, fo wird man einfehen, 
daß die Verhaͤlmiſſe im Allgemeinen doch anbere find, als In dem Falle, wo 
dieſer Mittelpunkt ſelbſt der Angriffepunts der allgemeinen Reſultirenden des 
Syſtems iſt. Wenn z. B. alle auf das Syſtem ausgeübten äußern Wirkungen 
von einem feſten Punkte ausgehen, welchen man als Anfangspunft feſter Coor⸗ 
binaten nimmt, und die Richtung der, refulticenden Wirkung durch den Mittel: 
punkt der Maffe des bewegten Syſtems felbft geht, fo wird dieſer eine rein elliptiſche 
Bewegung annehmen; wenn aber jene Richtung durch einen andern Punkt geht, 
und man bie Neſultirende erft parallel mit ſich in den Maſſe⸗Mittelpunkt verſetzen 
muß, fo geht bie Richtnag dieſer fördernden Reſultirenden nit in allen Lagen 
durch den Aufangtpunkt, bie Bewegung kann alſo nicht . in 3 einer Ebene 
ftattfinden und feine rein eultptiſche mehr ſein. 
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Mittelpunkt der Mafle des ganzen Syſtems ſei, aus den Componenten 
m cos a”, v9 cos 8”, vP cos.y|” feiner anfänglichen Geſchwin⸗ 
digkeit vi? , aus ben Winkeln IM, m, u feiner Hauptachien 
mit jenen Goordinatenachfen und aus feinen Winkelgeſchwindigkeiten 
„7, 9, x” um biefe Hauptachfen, denken wir und dann jenes 
Coordinatenſyſtem fo gedreht, daß feine z=Achje mit ber fo berechneten 
Achſe bes reſultirenden Momentes ber Betvegungsgrößen zufammenfällt, Die 
Ebene ber xy alſo mit der Ebene ber größten Klächenfumme, wobei bie 
Achfe der x noch eine beliebige Lage behalten Tann, und beziehen wir 
nun bie innere Bewegung bed Syſtems auf biefes neue Goordinaten- 
ſyſtem, indem wir für dieſes die anfänglichen ®egebenen auf biefelbe 
Weiſe wie vorher bezeichnet fein lafien. 

In Bezug auf dieſes Coordinatenſyſtem Wird Die Bewegung bes 
Mittelpunftes der Maffe Mi durch bie Gleichungen (57) ausgebrüdt; 
biefe werden aber unferer vierten Vorausfegung gemäß auf die Form 
ber Gleichungen (49) zurückkommen, weil nach diefer die dieſen Gleichun⸗ 
gen zu Grunde liegenden Bedingungen: : 


K=-Mi(X,Y,2), VY=Mf(X,Y,%), Z=Mfı(X,W,®) 

und = | 

ZX=- RK, W,E)ZM ,. ZY=fp(X,W,2)2.M, 
2.12=fı(X,Y,2)3.M " 


erfüllt find. Wir haben alfo für bie fortfchreitende Bewegung bed 
Mittelpunttes der Maſſe Mi die Gleihungn: 


d? Xi k=n hei—1 


M; ie” Z . Jixcosaix — 3 . In: cos ch; 
k=i+1 h>=1 
M; deyı — * Er cos Pik — — Ini cos Ani | (a. 
dt? kit j bh ' i 
d? z; ken hei 
M; 18 > z_ Fol C08 Yi,k — Ss R In, cos Yhi 


worin nun die Gomponenten ber innern Kräfte J der erften und zwei⸗ 

ten unſerer Boransfegungen gemäß näher zu beftimmen find. . 
Allgemein und fiveng betrachtet werden die fürbernden Componen⸗ 

ten ber gegenſeitigen Anziehung zwiſchen ben Maſſen Mi und Mx burch 


BE. 


bie in 6. 121 bes zweiten Buches abgeleiteten Werthe (88) ober (89) 
Dargeftellt; mit Müdficht auf unfere zweite Vorausfegung aber und ber 
darauf fich ftügenden Grörterung in $. 108 besfelben Buches, wonach 
die zwifchen einem Punkte und einem ftetigen Syſtem von fehr Heiner 
Ausdehnung im Vergleich zu feiner Entfernung von jenem Bunte flatt- 
habende gegenfeitige Anziehung als eine Kraft betrachtet werben komm, 
beren Richtung durch den Mittelpunkt ber Maſſe des fietigen Syftems 
geht, Tann man ber Kraft Jix unferer erſten Vorausiehung gemäß mit 
binteichender Annäherung bie einfache Sorm geben: 


Jix —= GM: MM, I 


(a— x? F(n—w° + (a—a) 
und ihre Gomponenten werden dann gemäß ber Werthe (62) in $. % 
bes I. Buches folgende: 


— GMiM, 


Jix cos ai = GMi — —. 
Va HR ta 
b.) Jix cos fi = GM — — — | 
—00 

NM (x — 2) 





Ha c08 Yik = GM — 


\ VER 
Ebenſo Hat man für bie zwifchen ben Maſſen My und M; thätige an- 
ziebende Wirkung bie Gomponenten: 
Mı (x — xn) 

77 [a —n)?+(y —y)?+(a — m)? 
M(n—xi): 

en, [a - x)? +(n— y)?+(a— zit] 
M,. (n—'yi) 

Vvie 


I Au — MALE) _ 
2 VI -- Hmm Wir 


Jn,i 008 ni = 


dhi co8 Pu= = —GM 


.- nm u 3 u — 


zur m. 7-7 
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man kann daher nun die beiden Summenglieder auf: ber vechten Seite 
unferer Gleichungen (a) zu einem einzigen vereinigen, wodurch biefe 
Gleichungen folgende Form annehmen: 





g#xi d? x MS k=n M (x — Xi —Xı) — — 
DT Dice: 

Or _gms —— (mn) (e 
IE em — tn —-WI+ Az ( ' 

„i_con Mm—n) ——— 
KLE ya Hm Wa / — 


bei welchen jedoch au beachten iſt, daß darin für k nicht auch i ſelbſt 
gefeht werben Tann, fondern nur die Werthe von 1 bls i — 1 und 
von i+1 bis.n 


Naht man bar 
Vv= 653 = MM , 
| Yen 2)? + n-wWrm—a 
jo Hat men auch 
j av — 62: _ MM(m—x) —, — 
de Ay + (man) J 
dv; _ st _ Mlkly-yı) & u 2 
dyi . ke — nn tn nd r J 
avs _ „ion MM. (1 — 2) BE 
Ku yema nme (na 


wıb Die vorhergehenden "Gleichungen Tommen nun auf bie, ber: dm 
nach ſehr einfachen: 


dꝰ xi dVi dyi _d Vi 


Ma in: Ne 
cd. 
d?zi dVi 


N; ar Fri . “ Pa Er 


Ey 


zuruck, in welchen aber nicht zu überfehen if, baß bie rechten Seiten 
nur theilmeife Aenderungsgeſetze ber Function V find, und daß fie dep- 
halb weder einzeln noch auch alle drei für ſich allein integrirt werben 
koönnen. 


Beachtet man aber, daß für jeden Körper bed Syſtems drei ähn— 
liche Gleichungen beftehen, fo kann man durch die Verbindung biefer 
3 Gleichungen eine neue darftellen, welche ſich in Bezug auf t einmal 
integriren läßt, wie wir fogleich fehen werben. 


$. 54. 


» Da ber Mittelpunft der Maſſe eines veränderlichen Syſtems von 
ber Ratur bes in Betrachtung gezogenen feine Lage gegen alle Körper 
des Syſtems fortwährend ändert, berfelbe auch durch die Beobachtung 
nicht unmittelbar wahrgenommen werben Tann, fondern jedesmal erft 
berechnet werben muß, fo tft es für die Vergleichung ber Rechnung mit 
der Beobachtung, alfo insbefondere für die Zwede ber Aftronomte, viel 
zweckmäßiger, den Anfang ber Soordinaten in den Mittelpunft einer 
ber Maflen des Syſtems — wozu man natürlich die nach unferer brit- 
ten Vorausfehung im Syftem vorhandene größte Maſſe mE mählen 
wird — zu verlegen und bie Gleichungen ber Bewegung einer jeden 
ber übrigen Maflen in Bezug auf biefe neuen Achſen, welche übrigens 
vorerft den frühern parallel bleiben follen, auszudrücken. Diefe neuen 
Gleichungen merben bie Form ber Gleichungen (50) in $. 30 anneh- 
men; wenn wir Daher bie Maſſe mu von ben übrigen abfondern, und dieſe 
leßtern wie bißher mit M,, M,, u. f. f. bis Mn bezeichnen, fo daß Das 
jetzige dem frühern n— 1 gleichlommt, ferner die Componenten ber 
zwifchen ber Mafle mE und ber Maffe Mi maͤtigen anziehenden Wir⸗ 
kung mit 


Ji con , Jicoeßi ; Ji cosyi ; 


alfo auch die Componenten ber gegenfeltigen Anziehung ber Maſſen M 
und Mx mit 


In coo&ık , Ixcoef ; In cos yk ; 


fo haben wir zuerfi die Beziehungen ; 





d? x“ k=n ' heil 


Mi —— In ie "z: Jin cos ik — 2. I cas PR — Ji cos i— nz. . cos Ok, | 
dey; h=i—t 
=; Fir 08 fix — 2 2. shi cos Pi — Ji co ß 2. AL cos Pk; 
ds’ kn kei—1 M;ik=n 
Fr = 2-Jik cos Yiık— Zi cos yni — Ji cos yi — wa" os Yk- 


Die bier Für Die Innern Gomponenten Jix cos aix , u. f. f. einzuführen- 
den Werte umnterfcheiben fi) von ben Werthen (b) nur durch bie 
Arcente an ben Goordinaten x, y und z, und für die Eomponenten 
Jcoso; , Jicosßiz; Acosyi findet, man mit Weglaffung dieſer 
Accente nach dem Vorhergehenden leicht die Werthe: 





Ji cos cei — GmM: * — GMM: 
ve x? + viꝰ 22)2 ' 
äees = Gm —— U —— = 6m |; 
Var+y2+ 22} " 
Ji cos yi = "CmM a — GMmM; ei 
7 Yyı ee 3 


ebenſo für bie Gomponenten Ik cosax , J cos A „ Jx 008 yk bie 
Ausdrüde: ' 

Jx cos * = mM — — 614 - 

Ä - Yu * Ya? + 2,2)° „ 


I cos ı = mM, ı hon= mM 


worin bie ri und 'ru offenbar bie Länge der Pan den hftelpunften ber 
Maſſen M; und My gezogenen Fahrſtrahlen vorſtellen. 
Mit dieſen und ben frühern Werthen und mit Weglaffung ber 
Accente auf ber linken Seite der obigen Gleichungen für bie innere 
ewegung der Maſſe Mi in Bezug auf den Mittelpunkt der Maſſe m 


Und wenn noch zur Abkürzung: die Größe: Vers (na)! 


— 


durch win erſetzt wird, jo nehmen bie genannten Gleichungen bie unfern 
befondern Borausfegungen entfpredyende Form an, und werden 





dx 13; M« (xx —-xi) _yMı x Mix; 
de A wa 3 Kun nf’ 
d3yı af, (vv —y) udıy My 
e) ad 7 2.5 wind me 
da _ Ph la—n) Mn Mi 
da [ = wu Km ris P 


In der zweiten Summe auf ber rechten Seite dieſer Gleichungen erhält 
k alle Werthe von 1 bis n, während in ber erften, wie ſchon bemerkt, 
ber Werth k — i nicht vorfommt; wir mollen baher, um bie beiden 
Summen in eine einzige zufammenfaffen zu können, und bie eben- 
genannte Biſchraͤnkung augenfällig zu machen, in der letztern Summe 
bas Glied, für welches k — i fein foll, ausfcheiden und die übrigen 


Glieder Sie Summe mit denen ber erften Summe unter dem Zeichen 
kei, 


2 ou zuſammenfaſſen, jenen Gleichungen alſo de neue Form geben: 
dey, — k=i—1l,—n KK — xi 
gt ee ( wi,x® =) C++, i 


— 


d2 d⸗y ——— Yk — yiı Yk Yı 
f. = — - 6G(M 
>) 8 nn J wix® -3) u ur 


= . k 
di? 4 geleir \ Wind 





—3)- Gm +) 


Veachtet man endlich, dab die Sunhmenl biefer Gleichungen ich als 
theuweiſ e Aenderungegeſete der ‚Bunetlon: 


tırd Pre! v 


—— 1 
v=6M3. MI — — — —— 
ni, behei, \Vian=artinr —y)®+(2—2)! 


. ze + Yyıt um 
— 


in Berug auf je eine ber Veranderlichen u,yınd z ergeben ‚ts 
kann man bie Geſetze ber innern fortfehreitenben Bewegung ber Maffe Mi 
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in Bezug auf den Mittelpunkt der Maſſe M durch folgende einfache 
Gleichungen darſtellen: 


d?x;  Mısi d Vi 
M; Freu — In 
Pr ... Miyi__dWi (g 
FT here War Tr 
d?z; Mi dv 
Mn + GM; r3 — dzi 


in welchen noch zur Abkürzung bie Summe ber Maffen Mm und M; durch 


m; erſetzt iſt, und von denen dasſelbe gilt, was am Ende des vorigen 
Paragraphen über bie Bleichungen (d) bemerkt wurbe, - 

Aus diefen Gleichungen (d), auf das ganze Syſtem ausgebehnt, 
laͤßt ſich num sine einzige integrirbare ang herftellen, wenn, man 
fe zuerft je drei der Reihe nach mit 2 = ‚2 =, 2 au multipligiet, 
diefe drei Producte fummirt und bie in dieſer Weiſe das ange 
Syitem fich ergebenden n Summen zu einer Summe vereinigt. Dem 
beadptet man, daß, werm vi die innere Geſchwindizkeit des * Miltelpunt- 
ted der Maſſe Mi ift, man hat 


‚ Zn d dyi du 
Dr 4,9 gdyi_ de „du dt dw 
dt de. A Tue Tr Ts Tun, 


ferner, daß man a nach der Bedeutung der Function V; für i==1 den 
Ausdruck hält; 

av, dx, dV, dy dv, dz, — .. 

ix tr Tr dy E. Tr Te 


ER Seen UI Re UN OEL 
mm MM 
Ve ); 
BETHRERT. An) Ela —3 Fr 
16MM — nn 
3 — —— —— 
ae tn Ba 












für i—=2 ebenfo ben Werth: 


AYadız , UVadye „AYndız _ 
dx,.dt dy di da, dt 


| 2 —A 62* dt 


= GM,M, BEGEHEN. — BEER} A 
vi (. — 2? + (nn -y9?+lu — 2)? 
(x — TH —y)) 4 0 

+ GH, M, WE — — 
VI (x — nn”? +(y „+ (3 — 2)]° 

+ et , . 


und fo fort, fo wird man ſich Tetcht überzeugen, baß die Summe: 


+ 


i=n (er dxi dVi dyi aV; 9) 
dxi dt ' dyn de dzi dt 


ie 
dyy Ya_dyı 


dx, dx; da, dı 


—-GM,M — — — m 
Be Vinr—x ”+(n—)+(2—2)2]? 
x: dx, 


el) 


-GM,M \de de7_ 7 ab Ay, \db di) 
u ViIs -z” + -n)4+ (2 —n)P 


, — — — 
. Visa) +(y—1B)?’ + (9 —zı )?]° 
-eic. | 
das volftändige Aenderungẽgeſetz in Bezug auf t ve Function : 
v — 462 Gr. Tu Mi: Mr- . 
= tt Yen) HR m + Rn) 





(x,- 2) Hr — —X (4 7) 


20. — — 


ausbrückt, und daß man als Summe der Produ alle In Stefan 
gen ben einfachen Ausdruck: 





4 


erhält, welcher Fr unmittelbar iniegrien täpt. Man findeb fo bie 
Gleichung: 


—A— 
/ 


3m  U-U), 
worin ve” den "anfänglichen Werth von: vi und Us: ben anfänglichen 
Werth der Bunction U ober den Ausdruk: 
ien Einen: | MM °‘: 7. 


2.2 — ET ER). 
VGP-:9) +6 ) +6 )" 


vorftellt, und in welchem man leicht den Ausdruck für bie- Henberung. 


der innern lebenbigen Kraft des pangen Syſtemns durch. bie, Arbeit. der 
innern Kräfte erkennen wird. 


Auf. ahnliche, aber weniger einfache Weiſe leitet man aus den 


Gleichungen cp). ober (1) den Ausdruck für die Aenderung ber innern 
lebendigen Kraft des Syſtems in Bezugauf das durch "den Mittelpunkt 
ber Maſſe MM gelegte Coordinatenſyſtem ab. Bringt m man N in viel 
Gleichungen unter die Form: 





— Ki VVr 7 
Fr) +eMmm;+ CM MT; : — da; , 
ne day; yi _ Mi. 
Mi 12. k6EMm-; +anZ} Mi mer 9. 
=n d vVi 
nem Emmen, Me 


dm 


und hehandel he, inte es im Bocheroehenben für die Btihunge (a) 


angegeben wurde, jo findet man mit ber Beachtung bet 
Decher, Handbuch der Mechanik IIL. 


—*& 
” 





| 0 - | 
„dx „in - dzi d.—————— 41 
a tn ti 0 Varna 0 67 
Van a de 
den Ausdruck: 
of J Bu di _dy dzi 
i jenken _ 3:7 Fear + Zr 
Mi n  +202, ZUM ad it 
nn mik=1. Ylnd +24 zu2)9 
a. 


..d.UÜ... isn WM | 
= 27 T2CM2 Mo > oe. 


worin aber das zweite Glied ber linken Seite noch nicht unter integrir⸗ 
barer Form erſcheint. Beachte man dann ferner, daß dieſes Glied 
wegen der Glelchheit der Grenzen von i unb k an den Summenzeichen 
besjelben auch bie Form 


day fan Mn dy;\ fin vi iSn RL 
(EEE) (EHE) 3) 
erbalten,, kann— „ſo wird man darauf geführt, aus. dem. Syſtem ber 


Gleichungen (k) eine zweite Gleichnug ‚dadurch abzuleiten, daß man 
dieſe Sleichutgen der Reihe: nach mit.. 


i=n . in j . 
22. m, di $) 25 u p) 22.m°“ 
iaf di il i=1 dt 


multiyliztet und ihre Summe nimmt. Di aim mit Berüůckfichti⸗ 
gung der Gleichungen: 


iSad Vi iza d Vi nn iendY; . 
da. = 0 i 4 yi = ’ ide =0 


und 


i= i= k=n i= kon . 
BErmleee “- € ) Ex nn): 
i=1 d 1 . 4 kA Ik dt 


u. ſ. f 


zuerſt bie Form an⸗ u . on. 

ia dzi BAR 

d. 2,Mı — d.S 

dx;\ u dt iSa 2) 4 dt 
= =2 a) ( ds RX —F ) 
73 

—V ——— 
— _i=ı de m. 

| 2; di 


—E——— 
nn +mw+22) 


und kann nün dazu dienen das obengenannte Glieb der Gleichung (1) 
zu elimmiren. Dazu multipfizirt man biefe, letztere Gleichung mit 
— md abdin ſie zu der Gleichung wi dadurch m wird man 
bie neue Steigung: 





. 


‘ 
t [1 
. . v , . x. D 
* 1 —W . =. 


. d. Bei 
+2) 2, mir —2cm(m+ 2. nz; M —. I .. 
aaa dyi ‘ 2; 
. eh —— (ER) (Eu) 
J BL Bu di 





erhalten, deren Giieder "le olfft indige Aenderunggeſetze in Bezug 
auf t find, und welche demnach in Bezug auf dieſe Veränderliche ein- 


mal integriert werden Tann. - Für bad entfpreijenbe ee herein 
exhaͤlt man ben Aushrud: . 


⸗ 


⸗ Le zu 


— ws aa -(£ hr) - End ”) m a 


ian- ii it it di 


an rm uluremst 2) = K, u 
19% \ 


—— 


worin. HK den anfänglichen Werth ber linken Seue vorſtellt, welcher 
aber . unter die Form: 


0.) Fr 
—2* —— * Ar Ay * 9] 


1 
FR! 
-2m4+ 2m) (U4 om. ) =# 


gebracht werben Tann, wenn man das erfte Glied zerlegt und in ähnlicher 
Weiſe wie oben die Summenproducte in doppelte Summen verwandelt. 


Se 


Die vorftehenbe Gleichung, welche wieder bie Aendenmg ber leben⸗ 
digen Kraft des ganzen Syſtems durch die Arbeit aller innern Kräfte, 
ſowohl der zwifchen den einzelnen Maſſen Mithätigen, als zwiſchen 
dieſen und der Maſſe mM ſtattfindenden Anziehungen ausdrückt, welche 
aber voch ein. Glied enthält, das die Aenderung der aus den Untere 
ſchieden ber Geſchwindigkeitscomponenten ber einzelnen Maflen Mi ent- 
fpringenden lebendigen Kräfte ausdrückt, tft das einzige vollſtändige 
Integral, welches man bis jetzt aus ben Gieichungen (X) hat ableiten 
können; es wird durch dieſelbe zwar eine allgemeine Beziehung zwiſchen 
ben Geſchwindigkeiten bieſer einzelnen Maffen und ihren gegenſeitigen 
Wirkungen aufgeſtellt, allein ſie iſt, wie der Lehrſatz von der Aende⸗ 
rung der lebendigen Kraft überhaupt am. anwendbar, wern die Bahnen 
der einzelnen MRaffe-Dlittelpunkte beffimmt*find; fie if deßhalb weit Davon 
entfergt,, ben mit unferer gegenwärtigen Unterfuchung verbundenen Ab- 
ſichten, in&befondere alfo den Zweden ber Aſtronomie zu genügen. 
Man ik daher hier, wie fo oft genoͤthigt, dieſe Unterſuchung auf dem 
Wege der Annäherung durchzuführen, und biefe wird durch unſere bei⸗ 
ben Vorausfetzungen 2) und 3) weſentlich erleichtert. 

Nach der dritten Voraueſehung if namlich bie Waffe, A vie 


größer als jebe der Mahten Mi, und Dad Verhaltatz = eing.fche Fein 
Zahl, übereinftimmend mit den bei unferm Aitinekenfgtein Pettinden- 
ben Berhältnifen, wo für den größten Phantſn Jupiter << 


wenn ME die Mafle ber. ‚Some bedeutet, und wo ſelbſt — —55 = 


iſt; es wird daher nach "piefer Yndiuie & ‚Ne gunetion vi in ben 


u 


—ı 


.. — —— — — — — — (ni Wa 


— 


Gleichungen (8). eine ſehr kleine Größe gegen die Function CM, — : 


weit die Sntfernung win immer von derſelben Orbuung it, wie ri, 
und Die einzelnen Semmenglieber nicht alle gleiche Zeichen haben, und 
kann für wine erſie Annäberımg neben dieſer vernadläffigt werben. 
Bezeichnet man demnach bie Coordinaten, welche ber Mittelpunkt ber Maſſe 
Mi, deren Bewegung beftimmt werben foll, am Ende ber Zeit ı haben 
würde, wenn bie Mafle WI. allein vorhanden wäre oder wenn nur zwie 
fihen wu mb. Ms eine gegenfeltige Anziehung ſtattfaͤnde, mit x; y, = 
und ſetzt 


i=xıH+tf , Yy=y+y, "z=zH4+3, 


indem man die durch Die Anziehmtg ber übrigen Maſſen ober durch bie 
Function Vi erzeugten fehr Heinen Aenberungen jerier Coordinaten mit 
x. 9, 3 bezeichnet, fo hat man einerſeits die Bedingungen: 


a? x diy 22 

ten y de *. mM——=0, 
(p. 
da — 

ar reaa= _ 


worin m. ben bee re heditgien Lage entsprechenden Fahrſtrahl an 
vorſtellt, und Dis Gleichungen (8) kommen auf folgende: on 


der ” x; x\ dW 
Brom a)-in 


de =. a 
dey Y ⏑ 
rem): Mi 
> * .. 3 a 
dꝰ 3 Zi z\ _dVi : 
as T a ) 93 


zurück; wenn man fir xi, Yı, Zi ihre rochethehenden Werte m 
und beachtet, daß 9. 
> 


—* 


Die Gleichungen (p) enthalten Be Geſetze ber in den SS. 85 
bis 87 des erften Buches unterfuchten Bewegung eines matertellen 
Buntes, auf weldden eine von einem fehlen Punkte „ausgehende und 
bem Quadrate ber Entfernung des bewegten von dem feſten Punulte 
verkehrt proportionale Kraft wirkt, nur infofern allgemeiner aufgefaßt, 
als dort die Bewegung unmittelbar in ber bene ber Bahn unterfucht 
wurde, während wie jetzt bie Lage biefer Ebene in Bezug auf bereits 
gewählse Coordinaten⸗ Ebenen zu beftimmen Haben, - . 

Die Gleichung dieſer Gbent iſt bereits in S 71 des erſten Buches 
unter ber Form: 


r) sus t+ey+ x = 0 


abgeleuet worben , worin bie Coefſizienten o,, es und * die anfäng- 
lichen Werthe der Ausbrüde: 








„ar _,ie „de _ Ru ie, dr 

‚ı Tr’ "m a’ u ar 
vorſtellen, welche mit ben anfanglichen Werthen | 

O (0) „o RC, (0) 0) 
oh mi a a 
id iu’ tk ai An 


afeichbebeutend- find. Bezetihrien wir dann den Winkel, welchen die 
Normale zu dieſer Ebene mit unferer z= che einfchlieht, mit y, ben 
zwifchen ihrer Projection in ber xy: Ebene und ber x= Aqhſe mit e, 


und fehen 
Art + etc 
fo haben wir die Beziehungen: 


* 


es, =0cosy', =Crnyane, » &=Csinycose,, 


. Varı +3? 


ange, = 3. N langy = — — 


durch welche bie Winkel y und ze, berechnet werben koͤnnen, wenn bie 
Conſtanten ©; , e2, eg unmittelbar aus der Beobachtung abgeleitet 
worden find, ober umgekehrt biefe letztern Größen aus jenen Winkeln 
und ber Gonftanten ©, wenn diefe fich leichter aus ber Beobachtung 
ergeben, Für die Zwecke ber Aftronomie iſt es einfacher, Fakt bes 
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Winkels e,, melden Bie Projertion ber Normalen zu ber Ebene (r) 
in -der Ebene dev xy mit ber x = Achfe -einfchließt, den Winkel 
e= 2, — Im zu nehmen, welcher von bem Durchſchnitt jener Ebenen 
mit der x = Adhfe gebildet wird, Man hat dann - 


&%,=C c08y 5; = —C un ycoss , = =Cumysme 
und | . 20 u (s. 
| fauge = — 8 
e . 


Die Conſtante © ift, wie man einfehen wird, mit der Größe C 
in &. 72 des erſten Buches gleichbebeutend; wenn man baher den Fahr⸗ 
ſtrahl Vx?+ + =3 ded Bewegten von dem Mittelpunkt der Maſſe 
Mas,mitr bezeichnet, und mit wo ben Winkel, welchen diefer mit 
einer in der Ebene (r) der Bewegung gezogenen feften Geraden ein⸗ 
ſchließt, ferner mit rn, 9 vr , = aim ben. anfänglichen 
Werth von m, bie anfängliche Geſchwindigkeit und ihren anfänglichen 


Richtungswinkel gegen biefelbe tee Gerade in ber Ebene 1 fo hat 
man wie dort 


= r? zu | = nv sin on. | (t. 

Aus ben Gleichungen (p) ergeben ſich damit surf i Die 6. 79 
des erften Buches abgeleiteten allgemeinen Bewegungsgeſetze, und dann 
die für unfern befondern Fall in ben 66. 85 bis 88 daſelbſt bargeftell- 
ten, wenn ſtatt ber boztigen Bezeichnung: mkl?® der bewegenden Kraft. 
für die Einheit der Entfernung bes Bewegten von dem feſten Punkt 
unſer jetiges Man: CMR = GM (Mi-1 ME) eingeführt wird *). 
Die Bahn bes Bewegten tft demnach einer der drei Kegelfchnitte, und 
ihre Gleichung hat bie allgemeine Form: 


La} 





*) Die mtenfität- der zwiſcheir Sonne und Erbe flattfindenden anziehenden Wirkung 
tft MMS; dieſe wirlt aber auf Jeden biefer Körper und firebt der Sonne 
eine Vefchleunigung GM * gegen die Erde, und biefer die Befgteunigung 


CM gegen die Sonne zu ertheilen; die relative Beſchleunigung ber Erde 


gegen die als unbeweglich gedachte Sonne iſt daher GOm+ m) . 
| 


— nn 


u) p· 1—_e 
Ireslo—) "Tteos(w— 2) ' 


worin p ben Patameler, a die halbe große Achſe, e die relative Exr⸗ 
centricität ber Bahncurve, und A ben Winkel zwifchen demjenigen Theil 
ber großen Achje, welcher den Anfangspunkt ber Goordinaten mit bem 
zunächft gelegenen Scheitel der Curve verbindet, und der in der Ebene 
der Bahn gezogenen feſten Geraden bezeichnet, und die drei erften ber 
genannten Größen Tonnen aus den anfänglichen Gegebenen der Bewe- 
gung durch die Beziehungen: 


u _rtvVsna, or Bi , 
— cm cm . Im—n nt 


rege 
'e_= 1— 2 Ö 0 
"ach 


abgeleitet ‚werben. Die Bahn iſt eine. Ellipfe, wenn man Hat 
Dt; 

ihre Gleichung kann auch: die Form erhalten: 

v.) | » = ali-—eoı), 


worin: ber Winkel u bie .in 6. 87 erMärte Vedeutung dat, und mit 
ben, Winkeln. w. und A durch bie Bezichung: 


w.) mhwon= VE be lung ze 
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in Verbindung ſteht, und fär. die —2R des Veweglen in 
dieſer Curve hat ſich der Ausdruck: 
x.) vꝛ — om (2) 

- r a 
ergeben, weldyer von ber: Excentricitaͤt e unabhängig if. Gudlich hat 
man für bie Daner der Bewegung von dem Durchgang ded Bewegten 
durch den dem Anfangspunkt der Coordinaten (dem Mittelpunkt ber 
Maſſe MM) zunächft liegenden Scheitel der großen Achſe an bis zu einem 
Punkt, deffen Coordinaten r und u find, die einfache Gleichung: 


Y) " alt—r)=unmesmu, 


worin d vom Anfang der Zeit oder vom Durchgang des Bewegten durch 
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die feſte Gerade an gevechnet iſt und m. den Ausdbruck erfeht, 
und zieht Daraus für die Zeit r; welche ber Bewegte von * Durch⸗ 
gang durch die feſte Gerade bis zum vorerwähnten Scheitel ber groben 
Achſe braucht, den Werth: on u 


j T= (2m wtesinn), u (2. 


worin ı uo den aus der Gleichung: rn) = a(ll—esinh,) ſich ergeben⸗ 
den Arsbrud: 

a — *0 
u = arc cos 

g ae 





4 


vorstellt, für welchen aber zu beachten ift, ob ber Bewegte während 
biefer Zeit durch ben entgegengefegten Scheitel ber großen Achſe geht 
ober nicht, da im erſten Falle u, zwifchen den Grenzen 0 und rc, im. 
letztern zwwifchen rc und I genommen werben muß. Der Winkel u, 
ſteht auch durch bie Gleihuug (w) mit dem Winkel 2 in Verbindung, 
und man hat darnach, wenn man co — 0 ſetzt: 


mtr ng» | | - (a. 


webei man inbeffen wieder auf die eben bemerkten een von % 
.. zu achten bat. 

Aus der Gleichung (y) Gaben, wu femer für be Bang Umlaufe- 
zeit T des Planeten. ben einfachen Werth: - 


rc . A“ g3 J 


Bu 7 ”. 
welcher von ber befondern Geftalt ber Bahn, namentlich von ihrer 
Grrentricttät unabhängig It, und ſich nur mit der großen Achſe ber. 
Bahn ändert. Vergleicht man demnach die Umlaufgzeiten zweler Pla⸗ 
neten M; und Mx , fo ergibt ſich die Broportion: - - 


Tr? .T 2 — a - a. £ ( 

mn’ 7 
welche zeigt, daß das dritte Keppler’iche Geſeß (Bub L, g. 81) 
nur annähernd’ richtig iſt, naͤmlich nur inſoweit, als man. bie Hafen 
der Planeten gegen bie der Sonne veruashläffigen kann. | 
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Wenn bie halben Bahnachien a für die einzelnen Planeten durch 
bie. Beobachtung .ebenfo genau wie bie Umlaufszeiten T beftinmt werben 
fönnten, fo wäre es leicht, mittels ber Gleichung (44) bie Maſſen ber 
einzelnen Planeten mit ber Mafle ber Erde zu vergleichen; von dieſer 
Genauigkeit find indeffen die Beobachtungen wegen ber geringen, Größe 
ber Erde weit entfernt, und es dient vielmehr die Proportion (y) mit 
Vernachläſſigung der Maffen Mi und Mk, oder das dritte Keppler’fche 
Geſetz gerade dazu, die Achfen der einzelnen Vlanetenbahnen mittels ber 
Umlaufszeiten zu berechnen, wobel bie halbe Achſe der Erdbahn als Ein- 
heit angenommen wird. Dagegen kann bie Bleihung (4) für bie 
Berechnung ber Maſſe folcher Planeten dienen, welche von einem ober 
mehreren Nebenplaneten oder. Monden umgeben find, namentlich wenn 
auch die Maffen biefer Nebenplaneten felbft wieber ſehr klein find gegen 
bie des Hauptplaneten. Denn man hat dann für die Umlaufszeit T, 


eines ſolchen Nebenplaneten um. feinen Hauptplanieten , , beffen Diaffe M 
ſei, ‚ben Ausbrud: 
T = 27 Vi, — 
BR G(M-+u) 


worin zu bie Maſſe bed Nebenplaneten bezeichnet und a, feine mittlere 
Gntfernung von dem Hauptplaneten, welche fchr genau burch bie 
Beobachtung befttmmt werben kann, werm bie Entfernung bes Haupt⸗ 
planeten von ber Erde bekannt iſt. Vergleicht man dann dieſen Auss 
druck mit dem Werthe (2) für bie Umlaufszeit bed Dauptplaneten ober 
irgend eines andern Planeteh um die Sonne, wozu man am einfad;- 
ften ben für die Erde nehmen, und die entfprechenden Größen durch 
ben Inder e bezeichnen wird, ſo hat man: 


Mi + u Br Te? 
mM. 83 Ty 1° 


und. zteht daraus, wenn man bie Maffen u und Me neben Mi und m 
vernachläſſigt oder die bereits “u " Bepähife g und = ein- 





führt, ben Werth des Berhättnifies M —, db 5. dab Gerät der 


Maffe jenes Hauptplaneten zu der Maffe der Sonne. 

Für die Ere ſelbſt if dieſes Verfahren nicht mit hinreichender 
Genauigkeit anwendbar, weil bie Bewegung bed Mondes um bie Erbe 
wegen ber Nähe der Sonne nicht mit hinveichender Annäherung: als eine 


— 


rein elliptifche betrachtet werben darf. Man muß daher, um bas Ver⸗ 
haͤltniß der Erdmaſſe zur Sonnen» Maſſe zu beſtimmen, bie anziehende 
Wirkung der Erde auf die Körper an ihrer Oberfläaͤche mit der an⸗ 
ziebenden Wirkung der Sonne auf die Erde pergleichen. Bezüglich ber 
erfiern Gaben wir in 6. 115 des‘ zweiten Buches gefunden, daß bie 
Erde auf einen Punkt bes Paralleltreifes, für welchen das Quadrat 
bed Breiteſtnus — + if, feht nahe diefelbe anziehende Wirkung aus⸗ 
übt, als wenn ihre Maſſe im Mittelpunkte vereinigt wäre. Iſt alſo 
M. wieder die Maſſe der Erde, die des angezogenen Körpers, ug 
fein Gewicht unter jener Breite, ug, ſein Gewicht daſelbſt, wenn bie 
Erde Leine Achſendrehung bitte, und R ber mittlere Halbmeſſer der 
Erde, fo hat man zuerfi nach dem genannten F. bed zweiten und nad 
F. 97 des erften Buches mit’ hinreichender Annäherung und mit ber 


Beachtung, baf cos? — 7 —* = 0,00346 iſt, 





ferner hat“ man nach & t04 bes. eyfien Buches für jenen Parallelkreis, 
wenn bie Sekunde als Cinheit für die Se und der Meter als Längen- 
Einheit genommen wird 


g = 9,7091 (+4. 0005158) = 9, m, 
woraus fich ſofoxt oo 
1 =9,28 , CM=gR 


ergibt, und wobei R ebenfalls in Meter ausgebrückt angenommen ffl. 
. Die Gleichung (4) La mit, Sernachläffigung von n. neben RE 





| An? 20? 
GM ==- —* 
und die Elimination son G aus ben beiden letzten Bere fü auf 
bie “e Gleichung: 
M. _ gıR?Te? 
m” Andas ” 


in welter gı>- R und a. Auf biefeibe Langeneinhelt, an. gı und Te 
auf dieſelbe Zeiteinheit bezogen werben muͤſſen. Nimmt man ben vor⸗ 


| En End 


hergehenden Werth von 5, , R:= 6370000” ‚. a = U0N6R, und 
bie fiderifche Umlaufegett Te’ der Erde zu "35,356 >< 3600 Sekümben 
an, fo findet man " 1 


A" 


Die, vorhergehenden Berichuugen onen endlich dazu bienen, ben 
Werth bes confanten Factors .G. für -beftimmie Einheiten ber Zeit, ber 
Maſſe und: ‚ber ‚Entfernung zu berechnen. Nimmt man z. B. bie 
Maſſe der Erde als Einheit der Maſſe, ihren mittlern Halbmeffer als 
Einheit ber Gntferming, fo wird für bie Welunde als Seieinheh 


Gegy- an — 0,0000015416. 


Noch viel Heiner fallt natürlich dieſer Factor aus, wenn man bie 
Maſſe der Sonne als Maflen- Einheit aber auch bie mittlere Ent- 
fernung berfelben son der Erbe ale Binheit der Länge nimmt. Don 
größerem Intereſſe aber dürfte es fein, dieſen Factor durch unſere im 

erſten Buche angenommenen Einheiten auszudrücken und fo bie Größe 
ber allgemeinen Maffenanziehung durch Gewichtseinheiten zu meffen. 
Dazu iſt es nothwendig, das Verhättniß ber Mafle der Erde zu unferer 
Maffeneinheit, oder ihre mittlere ſpezifiſche Dichte zu Tennen. Nimmt 
man biefe nad) den Verſuchen mit der Drehwage zu 5,5 an, ſo folgt 


_ 5500 4 En, 3:9809 1 re 
9,8093 — R 
und 3.9800 
har 
6: = Er 5500ER 55007R oedobooooooſi 

gm Augen, , von denen jebe an der Oberfläche: de Etde 2806 Kgr 
wiegt und deren Mittelpunkte einen Dieter von einander entfernt find, 
ziehen fich demnach nur mit. ber außerordentlich geringen Kraft von 
1555 Milligramm an. 


156, 


Kehren wir nach biefene wieder zu unferer ellipttfchen Bewegung 
zurück. Die fechs conftanten Größen a,.e, y, &, A und z, 
durch welche die Seftalt und Lage ber Bahn bes Bewegten und bie 
Zeit feined Durchganges durch ben "den Anfaugspumft ber, Eoerbinaten 
zunaͤchſt liegenden Scheitel ber großen. Achie beſtimmt wich, merben im 


ber: Aſtrononie bie @lemente :der: Bahn eines Blauen genanntz 
bie halbe große Achſe a. heißt bent gewöhnlicher. bie meittkere Eunt⸗ 
fernung des Blaueten won ber Sonne;: als Gbene der .zy wich 
aber dort bie Soene der ˖ Erbbahn oder, die Sbene der Ekliptilk ges 
nommen, wobet dieſelbe nen einer beſtimmien Epoche, dem Aufang 
ber Zeit, an als unbeweglich vorausgeſetzt wirdz der Winkel y AR alſo 
bie Neigung ber betreffenden Planetenbahn gegen die Ekliptik. Der 
Fahrſtrahl der Erde in dem Augenblicke, wo uns die Sonne durch den 
Punkt der Frũhlings⸗Rachtgleiche oder den Frühlings- Anfang geht, 
oder der Durchſchnitt bed Erd-Aequators mit der Ebene ber Erbbahn 
iſt die Achfe der x; der Durchfchnitt. einer Planetenbahn mit ber Ebene 
ber Ekliptik wird die Knotenl in ie jener Bahn genannt und darnach 
heißt ber Winkel ⸗ die Länge der Kpotenlinte : Den ber Knoten⸗ 
linie an wird ferner ber Winkel 2 gerechnet, welcher bie Lage ber 
großen Achſe in der Bahn- Chene beſtimmt, und ‚suar; imöhefonkere 
besjenigen Theiles dieſer Achſe, welcher ‚ben Mittelpuntt der Sonne 
mit dem. Ihr: zunächſt Hegenben Scheitel ber Bahn aber mit dem Peris 
heltum verbindet; ber Winkel A Heißt daher auch bie Länge des 
Berigeltiums.in. der Vahn⸗ Ebene. Die Projectivn 4,: biafe® Win⸗ 
els in der Ebene der Elliptil ſicht mil. A durch die Beziehung: 


Jang.), = .tang % cosy 


in Verbinhung und bie eigentliche, Ränge das Perihellums.-in ber Ebent 
der Eltiptik, d.h; ber Winkel zwifchen der Projectlon des Periheluimo 
in dieſer Ebene und dem Frühlingspunkt iſt A, te, .. 

Die Beziehungen bes vorhergehenden $. zeigen, mie dieſe Ei e⸗ 
mente einer Planetenbahn aus ben anfänglichen Zuſtänden bet Be- 
wegten berechnet werden können; in der Anwendung müſſen aber die 
anfaͤnglichen Gegebenen:ebenfo wie die Elemente aus zwei ober meh⸗ 
reren durch die Beebachtung  gegebewen Lagen des vetrefferiben Planeten 
und aus der Zeit. dieſer Veobachtung beſtiunmt werben, und-ktıze kann 
man die allgemeinen Atgiehnigen: be vorigen $ in folgender Weiſe 
menden; 008 9113 ‚ 

Scan 4, Y, zZ De Gootginaten-dea betveffenben Planeten am. 
Ende der Zeit 1, tn Bezug auf bie Ebene ber Ekliptik und die Früh- 
lings-Nachtgleiche, welche ſich aus der beobachteten aſtronomiſcheñ Länge 
und Breite A, und A,. desſelben und feiner, Entfernung a von der 
Senne‘ durch die Gleichungen : a 


x = n 008°, cos a. , = F oe Bean s u en PR 


Mm 9 . 
(se 


ergeben, ebenfo x3 Ya, 2. feine Coorbinaten für: bie Beobachtumgs⸗ 

zeit tz . Ferner felen &, und rn, bie Coorbinaten desſelben Planeten 

am Ende ber Zelt-t, in ber Cbene feiner Bahn und in Bezug auf 

die große Achſe derſelben, Eu‘, nd feine Coordinaten in derſelben 

Ebene und in Baug auf bie Kıiotenlinie geneinmen, Es 72, 

Ei —— a mugenten Vröfen. fi bie zuche Beobanitung. 
Dan hat daun se Beʒiehungen: 


je = rc j mern, .. 


und —* an hat (auf ı I, s 8): 


‘ ur 
’ 


une 
r — ce = 
Sali- me). w 1 —e cosu ’ 


ſo wird, w Fanctlon von u net, * 





* ⸗⸗ 


Ss =. “(een —e) vo M Se yizn ” 


und ber’für bie erſte Beobachtung gellende Werth u, von u Pr mit ber 
Beobachtungszeit 1, durch Die Gleichung (y) verbinden, ſo Daß man hat 


N.) | (hey —eninı. 


Dreht man nun bie Coordinatenachſen ber aan u: ſo, daß 
bie der E wit ber Knotenlinie zaſammenfaut, alſo um den wink! 2 
rückwaͤrts, ſo hat man 


= Ei — Er = m nei sin! ; 


und wenn man dam m ben. Nmwandiungefermein in 8. 03 bes erſen 
Buches die Veraͤnderlichen entſprechend vertaufcht, ‚nfinliig mit Nück⸗ 
fit" auf die jenen Formein zu Grunde liegenden Drehungen bes Coor⸗ 
dingienfyſtems und..der Achfen, mus welche dieſe Drehungen hier ſtatt⸗ 
finden, wenn man alfe x, für z, y, fürx, und z, für y, ferne 
J fire, ‚m für x. mb. Mer Bi daß ſich ergibt 


y=e & dem 2 = a" &r. an. 9 2 Ham N 


und dann beachtet. , baß in den Werben ber Gafpius a, b, ©,. eic,. am 
Ende des genannten G. mn — 0, 9=e8, vr zu nehmen 
iſt, fo folgen bie Gleichungen: > 0200 


— —-_ a: m = un 


u ewe—n.ceyane.,. 


Nah sine. wey.cose 5 


ee "U 2 72 7 Ve 
welche ſich auch leicht unmittelbar ableiten laſſen und mit den vorher- 
gehenden Werthen von &’ und 7,’ die Form: BE 


x, =5,(cosAcose-+sinisinscosy)--n,(sindcoss—coslsinecosy) ‚\ 

. * 1. + . “ Fun . . G . 
Yı=$(cosAsine—sinkcosecosy)+n(sinAsins-}coekcosecosy) ‚y(e. 
2, —=n,coslsiey--E, sinisiny N 


annehmen, und welche, wenn dann für &, und 7, ihre Werthe (4) in u, 
eingeführt werben, bie zwiſchen dieſer Veraͤnderlichen, den Coordinaten x, , 
Yı> 24 und ben Genftchten d, e, A; &, y flattfindenden Beziehung 
gen ausdrücken. Drei ähnliche Gleichungen erhält man anch für bie 
Coordinaten x, , Yay' 25. und ;dew entfprechenden Winkel u, ; x& 
wirt alte: noch. Diefe Winkel u, und u, durch die Beobachtungsgeiten 
k und t, und durch die: Gonfkante- mittels der Gleichnng: (y) zu er⸗ 
fehtn, um ſechs Gleichungen zwiſchen ben ‚beobachteten Gröhen und ben 
ſechs Elementen a, e, A, 2, 7 und © zu erhalten, welche ber 
Zahl nach genügen, um dieſe letztern Größen zu berechnen. Aus ber 
Gieichung (yY) koͤnnen aber die-Werthe von u, und ug nur annaͤhe⸗ 
rungsweiſe erhalten werden, es laſſen ſich daher die genannten fechs 
Gleichungen nicht In abgefchloffener Form darſtellen, und die Elemente 
ver Bahn auch nur ammäherungäweife beſtinmen. Dieſe Befklmmmg 
wird indeſſen bei den Plancken einmal dadurch weſenilich erleichtert, 
daß die Excentricitäten und bie gegenſeitigen Neigungen threr Bahnen 
ziemlich Mein find, und bann deren Genaligkeit dadurch fehr gefürbert, 
daß dieſe Hinsmelöförper fich nur auf kurze Zeit, wenn fie ſich in der 
Nahe der Sonne ‚befinden, der Beobachtung entziehen, daß man alſo eine 
große Anzahl von Beobachtungen desſelben. Planeten verbinden. Tann, 
um daraus bie wahrſcheinlichſten Werthe für die Elemente feiner Bahn 
zu erhalten, und daß bie fo berechneten Werthe immer wieder durch 





Weniger leicht laffen ſich bie (Blemente ‚ber Bahn eined Kometen 
beftimmen , da man biefelben meiftens nur in einem fehr kleinen Theil 
ihrer Bahn beobachten Tan, und biefe Bahnen fehr große Breentricitäten 
und alle möglichen Neigungen gegen bie Ekliptik befigen. Wir Tonnen 
indefien hier weber auf jene noch auf dieſe angenaͤherte Beftimmung 
näher eingehen und müflen wegen derſelben auf bie obengenannten 
Werke verweiſen. 

Ebenſo muß ich mich begnügen, in Betreff der mit der vorher⸗ 
gehenden Beſtimmung in Verbindung ſtehenden Aufgabe: ben Ort eines 
Planeten für eine gegebene Zeit zu berechnen, wenn Die Elemente feiner 
Bahn befannt find, ober in Betreff. bes Keppler' ſchen Problems 
kurz das zu wiederholen, was in 6. 87 über dieſe Aufgabe gefagt 
wurde. Die Auflöinng derfelben iſt in den drei Gleichungen: 


| n=u—esinu,, 





tmadmem) " lung ca Virtud 7. \ 
enthalten, worin nt bie mittlere Bewegung. ober ‚bie: mittlere 
Anomalte .bes Planctten baritelt, b&.:5. den Winkel, weichen ber 
Fahrſtrahl eines in einem ſtreiſe vom Halbmeſſer a ie gleichförmig 
bewegenden · Planeten, welcher wia der wirkliche Planet in der Seit 
7 ="? reiten Umlauf vollendet, in bepfeiben. Heit t beſchrelben würde. 
Ans der alen ai ‚man au aſten Mähgrungenertk won a, 


"am = nite sinne, 


> „! 


und ſndet damit für : bie Gerrbineten m und. “w see wructen Dris 
Kir gleichen Srat der Annaheruug die Meder ;:: 

J = all eossnt) ..® * at+deemut, 
welche wie der: Werth von’ u bit erften Giieber von Reiben bilden, 


vie nach aufſteigenden Potenzen von e gesrbmet und daher für Aleine 
Excentricitaͤten fehr tonvergent find. 


L DE e . 6. Su. 
Due. die “Srörterungen: ber noiergehenben sg PR wir in den 
Siand geſetzk, “bie rein ⸗ elllptifche Bewegung einge’ Planeten Yon einer 


beſtimmten Epoche · au zu ermitteln, d. I; Melanie Beweznug, welche 
er von dieſer Zeit an annehmen würde, wenn nur zwiſchen im‘ und 


‘ .. . . » “ ’ 
.t . % . sıroe 
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der Sonne eine auzlehende Wirkung vorhnuden, die Function Valſo 
Null wäre, die Glemente der von ihm unter diefer.Bgrausfehung be= 
ſchriebenen Bahn zu beftimmen und feinen Ort in biefer Bahn für einen 
beliebigen Zeitpunkt anzugeben, alfo feine Goordinaten r und w und 
mittels dieſer und der Winkel y und a feine rechtwinklichen Coordinaten 
x, Y, 2 wenigftens annähernd in Function von t auszudrücken; denn 
man wird leicht einfehen, daß. für dieſe dieſelben Beziehungen (e) 
gültig fein müflen, die im vorhergehenden $. für ©, , Yy,- zı abgeleitet 
wurden, daß darin wur. bie ben Weisen (d). für &,; und 7, ‚et- 
fbrechenben Buntionen son u einzuführen find und dieſe letztere Ver⸗ 
imberliäge: noch in Bunchion bon t— r mittel ber Sleichung: BoocH 


am ion) teinn— Br 


antyubrlden ", um die angenäherten Werthe von x, y; z h dunc⸗ 
tion von t:zu erhalten. Damit kann Man denn auch bie Aenderunge⸗ 

dex dy de 
nefehe ST ET de > m" aber die, Glieder Ga + Mi) a; 


mt), int! in Funichen. von ı Baseßle, iu 


fie als folche in die: Gleichungen einzuführen, und es ‚Scheint dann 
der natürlichſte Weg zu ſein, aus dieſen Gleichungen die durch die an⸗ 
jlehenden Wirkungen der übrigen Planeten erzeugten Aenderüngen 
x. 9, z ber Coordinaten x, y, 2 in Function ber‘ Zeit zu he⸗ 
ſtimmen. Dazu könnte man felbſi m eine nicht zu gioße Zeit als 


aſte Annäherung bie Glieder. € um) (A i =): uff welche 


mit Vernachlaͤſſigung der zweiten und höhern Potenzen jener Aenderun⸗ 
em, auf dir Som: zu 


) 


_c om mtr pe, 


u "Pf 
N 1 . 


zurückkommen, wegen ber außerettenich Heinen Bere 


2, J 3 Vrnasffgen, jene Glechungen sie wi dir einfangen. 
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zurückbringen, und in ber Function Vı ſtatt ber Goorbinaten. x , Xx 
w. ſ. f. die berfelben Zeit 5 und einer vein eliptiichen Bewegung ber 
Mafien M. und Mu entfprecheuben Goorbinaten xi, xx , u. f. f., if 
Function von t .auögebrüdt,. einführen. Die Aſtronomen haben fi 
aber durch :die allmaͤhlige Ausbildung ber theoretifchen Aſtronomie bavan 
gewöhnt, bie Bewegungen ber Planeten immer als rein elliptiiche zu 
berechnen, bie Glemente der Bahn aber ald veränderliche zu betrachten, 
und bie Gorrectionen zu beftimmen, welche von Zeit zu Zeit an biefen 
Elementen angebracht. werben muͤſſen, damit die. Ortsbeſtimmungen ber 
Planeten fowelt, ald es die mit ben aſtronomiſchen Suflrumenten er⸗ 
reichbare Genauigkeit wünfchenswerth macht, zuverläffig werben. Diefe 
Anfchauungs = und Beſtimmungsweiſe iſt auch in bie Analyfis übertra- 
gen worben und gewährt vor dem vorher angebeuteten Berfahren ben. 
wefentlichen Vortheil, daß dadurch bie Henberungen, welche im ben 
Bewegungen ber Planeten im Laufe der Zeit vor fich gehen, anfchau- 
licher und überficgtlicher werden, indem fie fich als Aenderungen in ber 
Geſtalt und Lage ihrer Bahnen barftellen, und daß dadurch ermittelt 
werben Tann, welche biefer Aenderungen mit ber ‚Seit beftändig zu⸗ 
nehmen und welche bloß periodiſch ſind. 


Nach dieſer Auſchauungsweiſe kommt alſo die Aufgabe der Theorie 
darauf hinaus, die Elemente einer Ellipſe zu beſtimmen, in welcher 
ſich ein Planet vermöge ber zwiſchen ihm und ber Sonne allein thaͤtigen 
Maflenanziehung in irgend einem Augenblide fo beiuegen muß, wie es 
in feiner wirklichen Bahn der Fall ift, nämlich fo, daß der gedachte 
Planet und der wirkliche in dieſem Augenblice gleiche und gleichgerichtete 
Geſchwindigkeiten beſitzen, alfo biE Elemente einer Elltpfe,_yon ber ein 
Drennpuntt im Anfangspunkt ber Koordinaten (im Mittelpunkt der 
Sonne) liegt, welche mit ber wirklichen Bahn bes betreffenden Plane⸗ 
ten in einer Berührung erſter Ordnung fieht, unb worin ein 
materieller Punkt beim Durchgange durch ben Berührungspuntt biefelbe 
Geſchwindigkeit beſitzt, wie der betreffende Planet. Es lenchtet darnach 
ein, daß die Elemente dieſer Ellipſe für den Uebergang von einem 
Punkte ber wirllichen Bahn zu. einem folgenden ſtetig veraͤnderliche 
Größen und als Functionen ber Zeit t, der Coordinaten xi, Yi , * und 
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der Geſchwindigkeiten TE, ST, betrachtet iweiben" müſfen, 
daß fie aber unvetaͤnderlich ſind für dem Uebetgang von einem Punkte 
ber Ellipſe zu eirem folgenben, d. 5. wenn, bie n Vi vernach⸗ 
läffigt wird. Bezeichnet man alfo wie vorher die Coordinaten der un- 
veränderlichen Ellipfe mit x, y, =, und ben ſicht bie Elemente 
ber Bahn u dieſen augenblicklichen Coordinaten und ihren Aende⸗ 


vungtgeisten Se am un Arme we. liſemit, nie 


fie im Vorhergehenden aus ber sefigliäen Lage und Geſchwindigkelt 
beftimmt wurden, ſo kann man. sit 


— 


En 
fl, Y; PR ze %, >, 
3 4 


e= f(x: Y. u, ‚Wr ;. ü;, %, tt), 





neh | 
- re PORT EU Ben Bu a a Baar Eu? 
ſehen, und hat dann “un... ah use)", 
da, afı If 4x Rdy of, d= 
T Tee 0= FT dt t537 dt t57 
oh kin dfıdm 
a 1 da, dt dt du, dt 
eg: Ar, öfpiht 
di ö=dt: dy dt: — . 
of; da | dh dh day, f du a, 
Ku on day; dt — dt or A 6 
u. ſ. fr \ A rm. “ ur \ 


Es iſt aber nach ben obigen Bedingungen im: Berühmagspunfte, menn 
man einfah x, y, z flattxi, yi, zi feßt, und bie — 
der Geſchwindigkeit v, bed. Bepesgten auch wie ser mit u, 


Up, u bezeichnte fi f 
W 
zer), ty. 2a, W 
dx dx | dy dy (e. 
u Tune aa BA 
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— — — — 


folglich hat man auch 
—E— — Y,.&, 8x, üy, Ur, vo N 
e=hl, Yı 2, Ur, üy, Ur »; 

1. uf $ r | 


und daher für ben Nebergang von bem Punkte xyz zu bem nächften 
in ber wirklichen Bahn für das Element a in Berg auf:s das voll⸗ 


Bänbige Menberungegeieh: — —. | 
da _ dfı , dhdy, dfdz 
da di dxde dydı dzdı 


 fadur  Ifadur , Ifrdu 
57 dt "Fur 74 7 . 


welches mit dem vorhergehenden Aenderungsgeſetz ) und dm Bedin- 
gungen (2) zuerft in ben Ausbrud: » 


nn : öfy dur._ Afı dm | ‚If dur dfı der 


—Fa.dt. da di Fur dt da, d 


dfi du; _ Ih de, 
du dt — Ji 





uͤbergeht. Wenn man dann noch beachtet, daß wegen der formellen 
Gleichheit der mit: / bezeichneten Functionen auch die von ber Zeit t 
: unabhängigen partialen Mebergangegeiege 


hı und ar 32 und IH | a and Sfr 


dur du ° Öly de du 


gieich ſein müſſen, ſo erhatt man 
da EFA (im tm) ah (de düy ie) 








4 dwNd du . de 
x. 
on ze (de dm). 
\ ds dt j 


Die: Gleichungen (p) in $- 55 werden aber mit denſelben Beblfigungen 








dm. 2 _ a 
rear: 


En 
und 'werm man biefe von ben Gleichungen (g) in 6: 54 abzieht, fa 
folgen die Beziehungen: | 9 


dux T) dV; M ( düy du, dv 
. — — nn nd 


Kan) in Fear Tue Amer Ta 
x: duz de, — dV; 
Mae) 


mit welchen nun das vorhergehende Aenderungsgeſetz (x) auf bie 
Form: Ä 


a m,.® — ofi aV; If, dv, j dfyaVi 


dt dwdx ! du dy ' uw dz ’ 


oder wenn man nun a ſelbſt flatt der mit /, bezeichneten Function ein 
führt und auch Bet Vi und Mi den Index ĩ wegläßt, auf 


da _ da dv | da dv | audv 
dt. dudx ‚du dy , das dz 


gebracht werden kann. Ebenſo findet man - | (A. 


mie _ de dV de dV_ dedV: 

dt dudx 'dy iyv’du dz °’' 

und fo fort für die übrigen Elemente ber Bahn. | . 
Diefen Aenderungsgefeben der Elemente a, e, u. f. f. kann mau 

noch eine andere Form geben, welche wohl etwas zuſammiengeſetzter er⸗ 

ſcheint, welche aber vor ber vorhergehenden für bie Anwendung jener 

Gleichungen einen wichtigen Vorzug hat. Beachtet man nämlich, dal 

die mit V bezeichnete Größe auch als eine Function der verämberlichen 

Elemen® a, e, y, €, u. f fi, und. ber Zeit tbetrnchtet werben 


dv dv dvV- 


ann, fo kann man bie theilweiſen Aenderungsgefege — , — ,_ -— 
auch in der Form: | | 5 
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d.V_ dvVda dVde, dVdy dVds dVdi, dVdr 
3— 


d.v_dwoa dVge dWdy dWds  dvd2, dVor 
dy — Ga dyt de dytdröytdsdytTandyt dry’ 


d:Y _ Va | dV de «v.ay  dVode — dVdr 
dz dadz' dedz' dydz'dedz dAdz ' drdz’ 


| 


darſtellen, und damit den obigen Werth (A) von M + fo ausdrüden: 


wie _ (da da :62 68 da da av 
dt dw dx  durdy 45)* 
TR +25 ‚ga de —13)*0 
J du dx | dw dy ' dudz) de 





(Ja dy , dndr, da dy\dv 
+ (= daT du, iv’ Im )7 
le dade, dade, dade av 
ee ——— du 6z/ de 
Ey LEI da dı a) 
da dxt dw dy *dwdz)/ di 
(dag, Bd 3a dr) dv 
dudz dur dy Jdu,dz) dr 


D ©. 


Man hat ferner, weil bie Function V die Geſchwindigkeiten ux , u 
und us nicht enthält, die Beziehungen: 


dV dVda dvde dudoy dvds dvd} —— 


I nd de du, Ti de.du, ' didı, dı du,’ 
dv - | __dV da dV.de dVdy dy' „dvds, dVäh dVdr 
day: da da, ' de du, ' dydn, ' de dur  didu, | de day” 
;. 
dv. dvoa. dVode | dvdy dVds , dVdA  dVdr 
4 — da ut de de du, ' dy ut de Eee rn dA ii de du,’ 
und wenn man diefe der Reihe nach mi 9° a da da maltipliciri 


ex’ dry’ da 
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und die Producte von dem vorangehenden Werthe von M 2 abzieht, 
ſo folgt der neue Werth: 
da_ (Jade _dude 
duxdx Oxdu, du,dy dy duy 

+ (2 dy_dady  dady dady 
dxdu: ' du,dy ' dydy 

dads dade 


da dade_dade de, dade dade 
Foandz BITANN 

„ga dy_dady 

4555 3) 


FR. de dade 


33 


dadı 
+ 


da dr 
+ (2 


Ox du, 


dadı 
dxdu, 


dur 
dx dur 


du, dy dy da, t 
dadı dadı 


duyy öy dy ur 


dade_dndr 
duydy dydu 


du,dz 
98 Öl 


du,dz 


Ja dı de 
dur 62 


02 — 33* 
233 
dz dus/d 


da a 
8% dür dr’ 


welcher nun die oben bemerkte Gigenfchaft befigt, nämlich die, daß bie 
eingeflanmerten Factoren der rechten Seite bie Zeit t nicht enthalten; 
ed würbe aber hier zu weit führen, dieſe Eigenſchaft allgemein zu beiveifen. 
Erſetzen wir zur Abkürzung bie eingeflammerten Größen in dem 
vorfiehenden Ausdrud ber Reihe duch (a,e), (a,Y), (ayE); 
(a,2) und (a,r) , fo daß berfelbe bie einfache Form: a 


d dv. dv dv dv dv 
Rd. taN, tadztadz td 


annimmt, fo bat man in ähnlicher Weiſe 
d d dV dV dv dv 
ed ten, te, tete 


* 
=0,0% HE + 
u. ſ. f. 

und man wirb leicht cinſchen „daß man auch Hat 

(,)= =—(a, €) , (1,9=—-@,y) ’ mo9=-@y nf f > 


daß alfo bie fünfzehn Gombinationen 
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. (8,0)  (a,y) , (a, e) ». (a,}) , (a;r); 

| (e,7) » (e,Ee) , (e,1) ’ (e, 1)5 

(y, 5), (HA) » Hr), 

(8,4) , (132); 

(4, 7), 
genügen, um bie Aenderungsgeſetze ber ſechs Elemente a, e, y, E; 
A und = in Bezug auf t durch dieſe felbft und die partiellen Wende 
rungsgeſetze der Function V tn Bezug auf die Aenderung berfelben 

Elemente auszudruͤcken. 
6. 58. 

Zur Ableitung dieſer Combinationen dienen uns bie im Borher- 
gehenden aufgeführten Geſetze ber rein elliptifchen Bewegung, oder bie 


Beziehungen zwifchen ben Glementen ber elltptifchen Bahn und den 
Coordinaten und Geſchwindigkeiten des Bewegten in berfelben, nämlich 


Xuy— Yu, 0) ZUx — U, 0 N) Y% — zuy=@ 


Hat, ri, 


tu? +0! = om(2-1) R 
14) = ade) ._ — a(1—ecosu), 


ireco(w—1) 


t— ci = " 7 

Vz 5 B 
3 

lang y -y* ge =— 


und biefe zeigen, daß fich die betreffenden Elemente nicht alle unmittelbar 
auf einfache Weiſe in Function von x, Y, Z>. Un, Uy, Uz barftellen 
laſſen, daß es daher vortheilhafter tft, jene Elemente erft als Functionen 
ber. Gonftanten 0,,, Co, cz und C gu betrachten, da nur biefe und a 
unmittelbar in Function ber Coordinaten und Geſchwindigkeiten gegeben 
find. Dazu hat man einmal, C als Funetion von c,, Ca, C; genommen, 








6.0 90 6% 23080. 80 de‘ ; 
dx du dx Ö6t, dx dc, dx ’ 
9.0 _, 96 I, dO du ı 96 dm 

7 Öu — 7 d x 'Cg Ur , ÖCy · Fu 
uff; 


und wenn wir bie Gonftante C als ſechstes Glement anftatt ber Excen⸗ 
triettät e, welche von ihr durch die Gleichung: 


vw 


abhängt, annehmen, alſo die Combinatjonen (a,C), £C,y)1.(C,E)}; 
u. |. f. bilden, und bie vorſtehenden Werthe von ; = u. ſ. f. 
In den Ausbruck für bie Combination (u, C) einführen, fo ergibt ſich 


Be ) VE er 7) FE, 
tet ler 


C2 


sc: 
dc, 
Um nun die Werthe von (a,c,), (a, ez) und (a,0,) zu 


berechnen. zieht man aus ben drei erſten ber Gleichungen (u) die 
Amberungsgelege: Ä | 





.r 


ds _ dc, de, _„ du dyu__ dy__n 
dx v9 Er Ux 32 =0, du 'Y I,’ u,» 
de, de de Ö 06, dg _ 

dx hr 0y I,” “Su, 80, I, 
dd dig da_ |) da, da 
en er, 


a da 
Te 9 I u, J Fri E 
ax da_y dA_ız 
xı 898 yon z r R 
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unb wenn biefe Werthe in die Ausdrücke für Ca,e,), (a, e), (2,65) 
nämlich 


dadu dade ,„ dade, dade, da da dadı 


——— USD ——— —— — ————————⏑— — — — — — ——— —¶— 


du dx dxdu ' du dy dydy | du dz dzdw' 
u. ſ. f. 


eingeſetzt werden, ſo folgt 
(a, ) —0, (a, 3) —0, (,59)=0, 


und damit wirb auch 
(a,0)=9. 


Ebenſo findet man mitteld ber beiben letzten ber Gleichungen (u) die 
Werthe 


(a,y)=0 ,„.(,)=0 , (6(06, /))) 20, (C,e)=0. 
Um den Werth von (y, 2) zu beftimmen bet man 


ey = 4* dr — — — 
—A ‘a CGsey. 
45 
(, 5) - (e, 4) I 4, Or, 

und 

(2,4) = (0) 32 + — 

A dc, | 

mit ben obigen Bern von 3? Zn’ u f f., findet man aber 


(4H)=—(1u-zu7)=>—. , (u)=2n—ıu=4 


und die Gleichung tange = — . gibt 
1 de _% 1 de 1 


coste dCz —8 








A 


cos? ę dc — 


damit folgt 





— — — 


— gu — 2. 
e⸗ 


d(e,4) = -cos?eé - 
und der gefuchte Werth wird 


4 
) 7 Csiny Pa u Be .' 
Denken wir und ferner die Gleichung r—a (1 — cosu) nad) u 
aufgelöst, biefen Werth in ber folgenden Gleichung ſubſlituirt und e 
durch C ausgedrũckt, fo wird dieſe die Form: 


Zur reif; C,r): ( 


mine , und en bie Aenderungsgefehe: a 
Ge _ dede_ ade de_dedr_ydr 
dx di Tr i dy drdy Tor 


— — — — BE — — 


mit den fruͤhern Werthen findet man daͤher 
(a, = _ F Xur+ Yüy + zu, de 2aldr de 


— —— — — — 


r dr g.didr’,, 


oder wenn man Kenäte ‚daB die Aenderung son z in Bezug aufer 
von t una bi und daher dad aus ber Gleichung (1) gtzogens 


Uebergangegceh Z; Fr =. gleich iR dem Aenderungsgeſetz von t in Bezug 


auf ? bei der rein elliptiſchen Bewegung, daß alfo n = n ober 
drd nn 
gti, Ku 
2a? 
(a, T) = z . 2 


Für die Combination 6 r) hat man nag dem Vecherecheen 
de” 


cc, .) = (4,7) 5 + Ce) I d% Cr (4,2) dc 


=0 
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= dr 


ba bie obigen Werthe von St, SE, uf f. offenbar 


(Gr) = (gr) — (gr) = 0 
geben. Ebenſo hat man 
ne)=0', - (8 7)=0, 


ba biefe Gombinationen ebenfalls die (4,3), (9,8); (ie ; BR als 
Factoren enthalten. 


Es ſind demnach noch bie finf Combinationen (a,2), (C,A), 





(1,2), Ce,A) und (7,2) zu beftimmen übrig, Dazu denkt man 


fich wieder bie Gleichung: _ 
r[1+ecos(o—ı)] = all—e) 


in Bezug auf A aufgelöst und mitteld Einführung des Werthes von e 
In Function von C unter die Form: 


= w—fi(a, C, r) 
gebracht; man hat dann wie früher 


iin: | 
= +) ren, 
— rn) JE * —R * Hm * , 
een 
EVER — — en rn FE, 


ferner iſt (a, )=0, (G, )*0, G;) -20, (=, 


dw 
(C, &) = 0 ) (6, )*0 21 ud SO 0, Frist 
=0, weil d nur von den Coordinaten x, Y, 2 ‚ abhängt, 


und daher 





Sn 


da do dad And: ,,; ‚ar Kl 
WI Get 3 Iy Ye Fra tr +5 | 





* 460 sc dw. sc, da an 3 
(6,1) = Zur 9 dr ! ou dr J * 6r ? 
u. f. f. en J RN ! 


Die Aenberungsgeieht —— ze „Je j un felgen aus den Beziehun⸗ | 


gen zwiſchen den —e und * Polar ⸗ Coodluaten eines 
Punktes der Bahn, naͤmlich 
xr(cos co core — tin sine cos y) 
y- T(coswsink + stnwichse cosy) } , u 


z =Tsinosiny F De BE 
oder nach w wntgeibt 
coæut Kysiug . . . 


cos w — 0, ıno = —— . 
r rsiny. 


Aus der letzten Gleichung ergibt * w in Fun von x, Y, Z 
und y, man hat baher | R 


wornach der Berg von (a; w), in (a; + zerlegt 


werden Tann, wenn man durch ( a, @r) anbeutet, daß darf wo blos 
als 9 Bunetion von x, Y, z u befrachten iſt. "Man erhält dann leicht 


- 60 5 A 42: . . 5 : do _ y yz nt 
9 — ranyosn ° dy Mainy cos c* 
Ua . 2) " ww .,) in, ‘ru e U 
s r oz 
di“ — 25 dw . m 


sa Peyommi.ın db, are. . 











“ BB 


und findet fo mit den früfern Werben: » 
u 1 da 2. 26 "da da =) 


@ Hr: r ain y cos W vu ;r . cos u jur! ja, t? du, 


dh 


1 
+7 -(25 tr * +2 Fr Lande 
— in 2 : le ze 2a2dr.dA va 
Kacızr u. 1)" g Ät dr ” 
Br, did | 
=7 er di a tr 9. | 
73 . — » a cc} 
alfo einfach 
. ‚ (ayA): — 0 — Par 





da man offenbär bat 


Bent man ferner, daß —J9 und —* 4* 77 


Han =, fo findet man | 
u, in 
ce, 1) = 1 0 > Ya : sl... 
rsiny cosw AU, 
es ift aber 
dc _#. Verhet aY-ax 
FT j u du, ...& 


und mit Beachtung der Werkhe von Ca und eg in Function von y und 
&, dann des vorhergehenden Werthes von cds i wird darnach 





ort 


—— — (xcöre}Ysine) = reiny con 

Ir (37 > 5-2 G 
Om Werth von (7, A gibt ſich am rlanten mittels ‚er. Be 
siehungen 2 | 


cos y =. am: = (C, 2, 36 HL 


deren letzterr wegen ( &%; 2) * r und (C, * muy‘ ſogleich u 
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Tvun) * — — _Er, 
(172) = —"Osiny COsiny 
zurüdfommt. 


Weiter dad man nach⸗ bein Dbigen \ 
(e, ı)= (es ):F(e, 5 Han 


und da e ehe Branchen von ez und 0 iſt, o wird 





(e, ox) = (02302) ten je 


N) SH ge 


Man findet aber leicht nach bem Borkngehenben (e. j rn = 0 und 


Vo Se ee 7 4. i 
c — — — — m 
(02 » 62) r sin y 008 W [ct = 202 vo. 


j 
‚or sinty dos co Han 


ferner gibt die Gleichung : — 


.7 008 c12 
sin 0— en Wert ? a — 
r aan den u Oo nsinty *— Or sinꝰy cos 


und mit dem Benehmen 





folgt daraus . et, DR en Be Er SE BEE 
(e, 4) — — Greta: 
alfo mit Beachtung bet Steigung (r) in $. 'ö5, 
En 195 3 74 ı 


Endlich ſindet man mod: mit’ Beruckfichtigung bei bereite beſtimaten 
Combinationen für den Werth: nn Ce, A) den Ausdruck  — 





(17, 1) ⸗ ren 


1 
= Denen. 


Man kommt: übrigens leichter zum Biel, ‚wenn man z ald Function 
von a, Cumdür nimmt, wehurd) man 


2) = (a, 5 146c, »% 2er, 158 
ober da (ad). 0, A, 
(7,4) = —R 


erhält; man jet abe auch 


Ge —* Hunde ————— 


und wird it Anden daß 


I 


Qdr. N 
Go, 6, yore, (,)=0, (H)=0 mi, 
daß alſo (7,4) auf \ | nt u 
" 239 dr.de oh > 

EUER EEE me gr da 

dt dh; “ J .! 

= c. 1 da 
zurückkommt. Um dann bie Werthe von 93 a⸗ z mb 34 zu. beſtimmen, 


| t— = Vea-emm Le en = — N 
ga(1—e)=l!, el -+ am —A)]=all—e) 


zurädgehen und. gemäß bey beiden mitllern a und e ‚aid: Omen m m 
und C betrachfen, Ren sicht daraus nach gud . .: 


muß man auf, bie Gleichungen: J 








de .:3 2 7 


"de 
—— Fae 


da — J 





dur. wer. dei 0 9 — clan) de:..:.. 
dc. era WB...’ 48 en l(—AyEa:ti. 


dr" Jarra=n. ) de ame Vier 

T.:. IE .: sogen. 

.. .. F 

FF Pe ae ae Bar a -erlaVE Ze Ze zii 

ge Vnca⸗ (a—r)* “ 

Ay a(1—e?)—r 1—e2 BREDEONZEr, 

da resn(w—1) 2ae Qater Yale? — (a—r)3 
iX Pa 09—7* u 


und Bat folglich 
(2,1) -0. 


Nach dieſen Ableitungen haben wir alſo folgende Werthe in die 
Combinationen, welche nicht ud find, gefunden : : 








. u. 4 . 
ae ’ = ’ (ve) | — ’ 
, Si Bu nen}  Gsiny 
u er "our u y: in nt er; 
D ı Ya) Cs 9 
, . sn \ 
3 5 typ 2 Ah, win N .., se . 7. 


unh damit: ergeben/ ſich num: Aufolger der allgemeinin Singen Pr 


Ende des 8. 57 folgenbei æinfache Aenberungsgeſetze unferer ſechs Bier. 
mente in 9 auf die Zeit: 


22 dV „de 22 dv 

8 er Te won 7’ — ge, 
eV. er AV. 
nalen An: „Grnr dy im 


I di ca dv rt 
—— —— Bnyde F J 








Mad 79 \. “, 
IN; Eh “x hie mi ei Eu EV. “ 
an 2 Zu — ed, Cnydr u 


Han Ban nun lelch fiatl ber Conſtanien bie Excentricitãt e ferof: 


einführen und überhaupt mehrere der vorhergehenden Glemente mit 
Decher, Handbuch ber Mechanil IH. 


— 


andern vertaufchen, welche ben Zwecken ‚der Aſtronomie beſſer entfpre- 
chen; das Vorhergehende genügt aber unſerem Zwecke, die Art und 
Weiſe und die Moͤglichkeit der Auflöſung unſerer Aufgabe zu zeigen. 
Denn man-wirb nun leicht einſehen, daß für dieſe Auflöſung nur noch 
bie Forderung zu - esfüllen -. bleibt „ :.die theilweiſen Aenderungsgeſetze 
* . 3. „. u. ſ. f. in Function ber Zeit und. ber Bghn⸗ Elemente 
auszubrüden, -unb daß biefe Forderung keine. Schwiefigkeit darbietet, 
wenn das Kepplerv’fche Problem gelöst tft, d. 5. wenn bie Goorbi- 
naten ber verſchiedenen Planeten burch die Zeit und bie Bahn-Glemente 
berfelben ausgebriskt Ip. Dur Einführung dieſer Werthe von, x: , 
Yi, 2i, und x, Yk,'zu geht bie Buneton Vi , welche urfprünglich 
bie elgemeine Gorm; - I: 2 fer 


. ! . ._ . } “ 

N ’ j 

Fahn,y, a » Ms, %; Yo 2) 
t \ 


hatte r in eine Ben 


kei—l,—n , on b.. FE . 
(Mi. 8, 6; N. "te, N) Bu dk, €, Ya eic. , ) 
k=1 I ( — 


r 


über, , aus welcher bie obigen Benbermgegefee: : 2. u. ſ. f. 


leicht abgeleitet werben können, um jo mehr, als jene Werne der 
Goordingien is Reihenfornt: dargeſtellt erſcheinen, die. Function Ws alſe 
ebenſalls aine nacht. georbnete Reihe bilden wird. 


$., 5. 


Wenden wir und nun zu den Bleiäjungen für bie biehem Be⸗ 
wegung eines Planelen um feinen Schwerpunkt. 

WE haben in dem Vorhergehenden vorausgeſetzt, daß wegen der 
großen Entfernungen ber Planeten, verglichen mit ihrer eigenen Größe, 
die Miktelpuntte ber zwiſchen ihnen flattfinpenben Anziehungen mit ben 
Mittelpuntten ihrer Maſſen guſammenfallend angenommen werben kön⸗ 
nen; wire dieß wirklich Hi Fall, fo wären alle drehenden Wirkungen 
Null und die drehenbe Bewegung eines dieſer Körper um feinen Sechwer⸗ 
punkt würde nach bear in ven 66. 191 u. ff. des zweiten Buüches ent⸗ 
wickelten Geſetzen ftattfinden, insbeſondere würde berfelbe für den. Fall, 
deß die anfängliche Drehungdachfe, eine, drirtaghfe war, fi ‚fmmer 


13 In 7 


av, . 
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mit conftayter Geſchwindigleit um bieie Achſe brehen utäbzfeine Orehungs 
achſe — im. Korper ſelbſt als Ing Madame eine unveranderlicht Lage 
behalten. Dieſe Vorausſetzung gewährt daher im⸗ jeghen⸗ Fa nicht 
mehr die erforderliche Annaͤherung an die Wahrheit; wir können zwar 
noch für Alle Maſſen Mn’, wekche fir als. die anziehenben bettachten, 
ben Mittelpunkt derſelben oda, ‚denjedigen annehmen). nan- mel bie 
Anziehung ausgeht, für bie Maffe Mi dagegen, deren drehende Be— 
wegung unterfucht werben foll, müflen bie brehenben'MBrfungeh jener 
Anziehunggen je nach ihrer de) und: Dichte ſtrenger au drückt 
werden. F — — rs! 1126 


Vernachlaͤffigen wir daher bie unwahrnehmbapn drehenden Wire 


ir 


tungen, welche von Körpern außerhalb des Suflgme guf den Körper Mi 


’ 


ausgeht werben, und fehen wir dennqch in ‚den..unigrer jehigen Unter 


a 


ſuchumg zu Gründe liegenden Gleichungen (59)..in &. 33_ bie-entipner, 
chenden Momente m®) : m) ; m) gleich Null, wodurch dieſe auf 
\ Mu —- \ ” I u | N nf 
J Ten Ne ieh VOR TT ak 
M 77 * —E— — 
Se ı\ J — 
ee Ye 
- N Na 
€ — = (M—-Bi)pigit 2. 9 \ 
ByEE EL Er J 7 1. . FIRE 5 Br 
3 ommen, fo wird es zundchſ ſ barun handeln, die drehenden 
h=n 
Wirkungen z a. 4 ſ. f. unſern Vorausſetzungen entſprechend, 


AT 
J 
* 


— 
8 
ie 

Hl 


- 


"7 /> 


ey 77, 2. I, vn, ten 


au 
22. Wezeichnen wir bazı' die Soordhiafen eines Wunkies der Maffe Mi 
in anf ihre ‚Drei Harptachſen⸗ im Mittelpunkte ar 3.10 1 11613 
die Mittelpunttes ber e Mu in Bezug auf biefelben Achſen 
mit fu, zn » Sn, umb ſeten dt et. on. $ 


NE-W-DHA- 


SuM Br | Von \ I — 2 
ſo Haben wie-nach $..121=. f. des zweiten Bucheg und zufolge, muferer 
erfien Vorausſetzung fi $. 53 Fit Die Gomponenten de‘ von ber: Maſſe 
Mr ausgeübten drehenden Wirkungen die Aenderungsgeſetze: .; .; .u 

) 2 Le} 





er nd gg " r. : 23 0 Zi Yu . . 
— 6i. h—ni oo. 
" u et HER * Bi 0 — >) ‚ r 
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» . PR on nein ot: 


.. —— BT Bere Wege. we ! 
zviri EA nt 


Be —* EC —* 
Ri - erh! as ag“ 


2 9 77 . 

ar) 
a a. 
' dEidn d£i 


worin r' bie Dichte in dem’ RPunbkte Ei Mi üi der Maſſe M; vorſtellt. 
Bezeichnen wir dann Ferner mit und &, bie Grenzen ber Z Mn der 

Maſſe 1; mit nd’, zZ and '2, die entſprechenden Grenzen 
der und er; or Zu 


ir ‘ ! 


20 — = GH 1% Mal n; 5. Gi —— a , 
we Now. wp 


b:) 3m = ei we (BE 8 =) 





r ty » 
1. a Ba 


we w 
I) — - om | I en (#7 * Da _ „Eos 
TI ER ur —— PP’. 
\ si) Ipıl.. i* sl AN ir... FB 


Ind "mar bildet barans leicht die Summen 2: EG , P 20 J für 


weläe, aber. pieder a ‚beachten, ud Erd —* nicht h==, i, ‚erben 
kun, daß ft Ak fenger —— * Se J *. rin 
werben. a — | ; 

Beachtet man weiter, bag man bat "" vun 


We; a wi 


u ſ. fh,’ + !n r . * Hal yjer) * In 13 2 ... 7 1“ 
® — 25 


1* 


ti oh Io u 
und f 3.2 J Be 7 


2 


Bm Ar J = an nd 
— — mM 


jo kann man den den Gittungen b) zuerſt bie F 
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‚eh ter: dm no 174 
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Yı Ze: M.. .. vmrten, "4 u 
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af rs... „u a0. 
* H p2 d.= rd ıi 
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’ 





. \ ' 
1 


geben; wenn man daher noch 


, af: AR Li. EL = D;° u) a ; 
WE run Be 
ı . ; 


fest, fo erhal man n für bie Gomponenten der i von ber fe M aus 
gehenden drehenden Wirkung die Werthe: 


- 











(£) _ _ 2 — dU; *) 
36 ar: -& nn) 
- j H _ a du: 2 dU; 
“ = en Urs 


El 7 7 95 


un I. 
daraus fAgen die Ausbrüde fir bie „nponenten Se def brehenben Ge⸗ 
ſammtwikmg aller. Maſſen, yenn inani ben lehten Wetthen bie Sum- 
u 
menzeichen 2 Zu vorfeht und die Glelchungen füt die drehende 
Bewegung Mate Mi um ihren Wittelpunft werden demnach fol⸗ 
gende Horm ern | ' | 
ch hir 
- gt 4 N 


1 7 
% 
’ | 


; 





vb . iR 
*) Unrichtig iſt es aber, wenn Pontecoulant in feine Theorie analytigue du 


systöme du monde, tome I, PAR: 187 * drcherde Componente 30 auch 
durch 


„ai NN BE 
on az A 


wushrüdt, ee man. ae f Ausdrud: 


1 1 
—A Fr d.=- 
W; 
file 7 je qi ai —— * — di — pr j 


nicht durch 


ft 
'd. 


w; J 4 A 
nf: 5 Je ——— fern qi — 


eg kam, 


327. 
d — —— — 


. Fiakis: m j ß 
a = &)an (mi abi 7, 3% =): 
—2 — dan 


; hei-i=n(, 5 du ZB 
nt - (€; on — ea =); 


* > -.- _ 


drei =i—-1,: *n dVU; ,r Au, 1. 
& F- Be) 6 EN loan 


he1,=it 
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Dieſe Gleichungen find dann einerſeits noch mit ben Gleiſhungen (60) 
zu verbinden, um bie Lage der Hauptachfen, oder der Achien der 5, 
n und & in Bezug auf bie feiten Achſen der x, yundz beftinmuerl 


zu fünnen, und auf der andern Seite müffen auch bie Goorbinaten En, 


2 unb Th bes Mittelpunftes der Maſſe Mı im Bezug auf jene Haupt⸗ 
achſen durch die Coordinaten x’, "yn, z’n besfelben —— 
in Bezug auf ein mit dem Mittelpunkt der Maſſe Mi parallel fort 
ſchreitendes Coordinatenſyſtem erfegt werben, ba biefe Goordinaten x’n s 
ya, KA dr m —ıi, MY, m—zi durch die vorhere 
gehende Unterfuchung der fortfchreitenden Bewegung der Mittelpunkte 
aller Körper des Syſtems ald in Function der Zeit. bekannt voraus— 
gefeht werden können und müflen, und bie Function U; , wenn bie 
SIntegrationen ausgeführt gedacht werden, nur eine Funetion der Coordi⸗ 
naten En , nn und In und ber von der Zeit und ber Lage ber Maſſe M; 
unabhängigen geometrifchen Begrenzung diefed Körpers ift. 


Dazu wollen wir wie in der vorhergehenden unterſuchung den 
Winkel , welchen bie Projection der. T⸗Achſe in ber Ebene ber xy 
. mit der Achfe der x bildet, durch den Winkel o, = w-+ 4 eriegen, 
welcher von der x⸗Achſe und ber Durchfehnittslinie ber Ebene ber En 
mit der feften Ebene, ber xy gebildet wird; den Wintel / wollen wir 
daun beflimmt als denjenigen bezeichnen, welchen die Achfe ber 7 mit 
ber genannten Durchſchnittslinie einfchließf, und der Mintel 9 zwiſchen 
ben Achfen ber z und Z wird auch das Maaß für die Neigung dex 
Ebene der Er gegen bie. xy=Chepe fein. Wir haben dann nach $. 2 
des erften Buches bie Bejiehungen: 


l) 
J 


BB 


h=xh (cos iin w, cos I + sin wrosW,) - _ ° 
— vr (oosıycosw, cos 3—sinysinw)—zycosysind , 

e.) M=—xılinyeno, e08 3 — cos 1ycos w, ) 
tr yn (sin coS o 0089 Fcospilma)tahsinyen®, 


= x sin w,sin F— yı 008 w,85n I --wncos$ , 
unb folgern daraus bie theilwelſen Aenderungägefeke: B 


1 zn (sin ıy sin w, cos F— cos Cos w,) 


+Yrlein cos w,c08 I+ cos pain) + Wr sinn — a , 


. r 
. . . 
dy - 
- : Fa + 
4 . . . — r 


% 


15 = Tncosyysinw ‚sind-+y —** —* ‚sind -8 — cosꝰ, 


* r. 


—Incosı , 
Fr xhsinysino and —y'ı sin ycosw sind — win ycos9, 
== ' nein , 
75 Kuno, ak Lt au 0E2 * 
—E 4 
= En cos — qui, on en 
— = wir (eos1y cos w, cos I — sin ıy sin w,) 
+ vn (coe ‚no, ct ein yousw,) ,) 
— zn 608 I — Ehsinysin$ ; Bu en | 
— = — x (sn) cow, 0009 + cm y rin, ) 
— 7 Cein sin oo, cos 3 — 008 15 cos w ); 
= — E00 9 — En cgsysin$ , 


— —  xı008w, sind + ya sin dd, sind, 


= Hand sin y + mein 9008 a . 
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Seiner beſtehen zwiſchen bert Ahekkiveifen Ychlieruingögtfäien benı Zul 
tion Ui die Gleichungen : tt 
dl; _ u ad ‚au dm : dd den 
dv a dv an dp Aue 
du _ du dh , du dm. au dr 
._ I: dr as +49: dn cd » eng, 
et BR 9 
au; — ur Fi al; Ana dl; ah £ “ “ 
do, KL do, dm do, u do, 
Pr ei 














f BER Bu + V 2. Ye 
und wenn in biefe Gleihengen bie orfeenken Bere für 
SE — 
m, Da oa Pa“ eingeführt werben, fo findet man guet N 
er 
en En 75 I. A: 
u, En 


= nn — — a 
de dm 


Be) 


Cn dm dCh 
du; d Au, db ’ 
U (GE (et = non 
o, dön Ann 4 dm. ds ı 
—(& Beer 
nm R das ii dn ' tr tmtif: 
ee ma ai PERLE 1 Br Zu See 
und zieht han daraus dir Weniger. - ne Pograr . 
du du; BL di _ _dUi 
dm ° J— joht aha, u 
x * gt u ., j 
„AU; — dU: . ESTER BELUON hl db. cos R J ct 
— "ar .. ar um nf | 


. F Yin: . 
„du 2;dU du’ di, Y + du; dl dui ‚oe y- 
*5 dm 49 day ;; dy.. ı .„Jsin 3 


[2 


Führt man endlich tiefe Werthe In bie Wlckfuugen Cd) ein und bes 
achtet, daß 


aan 
heilen AUi _ d. A _ dv 
ee dd do 


uv. ſ. f. 


geſetzt werden Tann, fo haben wir ik Gerbelefung der Gleichungen 
(60) für die drehende Vewegung der Maſſe ni ‚folgende zwei Syfteme 
von Steigungen: 





-8- Sn:+i, N einy— (EEE 


dy 
_ du U dU \sny 
Dr 0-0! en ing 


E-M- —R 
und 
ee A 2 2.2 R 
h.) > de, ve. 
| dw;: " I 
‚un 4 “ . 


sin?’ 


in welchen man ben Inder i weggelaffen bat, in denen aber nicht zu 


überfeben ift, daß fie in ber Function U auch noch bie von der Zeit 
abhängigen Beränberlichen -x’'n, Y'n, #n enthalten. 


$. 59. 


Aus den borftehenden Gleichungen (8) und (h) tam wieder durch 
ihre Verbindung ein Ausdruck für die Aenderung der lebendigen Kraft 
der drehenden Bewegung gefunden werben, welcher aber im jetzigen Falle 
nicht unter vollftändig Integriebarer Form erſcheint. Multiplicirt man 
nämlich die Gleichungen (g) der Reihe nach mit p, F t, und nimmt 
ihre Suntme, ſo findet man zit ber Beachtung, ſich aus ben 
Gleichungen (h) auch bie Beziehungen: 
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nie — — 


pein p coo y vV 1 


I PEREP FE LIER. | 


—Pcosy—+genyv _dw, ,.. 
Q — 7,19 


2777 Gr 
ageben ‚ ben Anddrue : 


! u 
dl ‘ j. 


ag dus, duası: 2 
A ae; 1 do di 2 ie rien 


befien linke Seite ein vollſtäändiges Menderungsgefeh und zwar nach 
6. 191 tes zweiten Buches das der lebendigen Kraft Ber Maſſe Mi in 
Bezug auf ihren Mittelpunkt vorftellt, die rechte Seite dagegen iſt zu= 
folge der Bemerkung am Ende des -Hochergehenden Paragraphen ber 
Form nach nur ein theilweiſes Aenderungsgeſetz. Man Tann deßhalb 
dem Integral ber vorſtehenden Gleichnug nur die Form geben: 


dud dv dus 
Re seifa (va a: 139 


worin ie in ven genannten 6. bie Gentanie h ten fangen a 
we: Srosadigen Kraft oder ben Antbrad: 


Un Be Heu >. 


erfeht,; uhb 48 leuchtet ei; ba dieſelbe ame Fortfehung unfeter Ynter- 
fuchung burchans. mraahba iſt. Es bleibt daher auch hier wieber 
kein anderer Weg übrig als der der Amaherung, welcher auch im 
jegigen Falle durch bie "bei den Planeten fattſinbenden Verhaͤltniſſe 
weſentlich erleichtert wird. 

Dieſe Himmelskorper und insbefondere bie Erbe, deren breßenbe 
VBewegung zu Tenmen dem Aſtronomen vom hoͤchſter Wichtigkeit IR, find 
ie kugelfoͤrmige Korper, in welchen ber Mittelpunkt der vom einem 

weit entferulen materiellen Punkte ausgehenden Amiehung ſchr ale 
am Mittelpunkte der Maſſe lcgt, fuͤr welche alſo bie " (Gamkon U na 
einen von der Function: 


— — — — 


GM; Mu —— 
5m + a? 


fehr wenig verfchiebenen Werth" hat, für weiße daher die biehenden Kräfte 


- du "_ dUs. 
2 a dm R) u Hi. 


feloft für Mn = ME fehr klein werben. Für eine cite Annãherung kann 
man: demnach bie ven von ber Functien WU. ‚ebhäpeigem Gliedxt in den 
Gleichungen (g) vernachläſſigen, und: biefe- auf :- 


“. - (B-E).gar=0, 


i.) BD. T-ce-m ss , nn : 
" 7 N nl zei: J 


8E * —— ZW, 


—— aunter dieſer Form enthalt n fie die in den 66. 191 bis 198 
geleiteten Geſetze, der drehenden Bewegung eines feſten Hftems um 
einen feften Punkt unter der Vorausſetzung, daß Feine drehenden Kräfte 
an bemfelben vorhanden find. Dazu kommt noch, daß die Planeten 
init. feht: großen Annäherung als Umbrehungskoͤrper betrachtet: werben 
Tonnen, daß das Maſſemoment & ir’ Bezug auf’ die geomctriſche Achſe 
das größte der drei Haupt= Maffemomente ift, und die beiden andern 
derfelden A und B ſehr nahe gleich ind; pP daß die augenblid- 
liche Drehungsachfe nur fehr wenig gegen die geometrifähe Achfe geneigt 
if, und daß fie daher gegen biefeinach dem an 6, 19%, "Buch. IL. ge⸗ 
gebenen Beweiſe immer unter einem Seinen’ Winbel - gemeigt "bleibt amd 
dae Winkelgeſchwindigkeiten P. und q immer fehri Eleine Werthe behalten: 
"Bo: Tanndaher "hier wie. ek. dee Unterſuchnung der .fintfchneiien- 
den Bewegung verfahren, nämlich die Geſetze ber drehenden Bewegung 
fix: eine Zeiträume durch bie aus ben Gleichungen: (i) ſich ergebenden 
Integrale ausdrũcken und dann die aug der: Function Er entfpeingenden 
Aenderungen oder: Gornsettonen ſuchen/ welche an den jenen Integralen 
za: Mruuhe liegenden confianien Größen ober ‚anfänglichen Werten an⸗ 
gehracht werben ‚mäflen, damit bie: nua den Gleichungen(i) ſich erge- 
benden Bewegungsgefeße, die Lage ber augenblicklichen Drehungsachſe, 


.— 


SZ 
— 


— — eo wi mn WE WA „Wi „WE „m 3 „m iu 324 wa Ya WE wer. 
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u. f. f., in jedem Augenblicke mit der wirklichen Bewegung bes beizchfun- 
ben Planeten übereinftimmen. 

Wir Haben in ben. gemngieg $. des zweiten Viches aus den 
Gieichumgen Ci) folgende Ergebrife gg... Io: 


Au Beten N 
A: pn: 4 8 g2 +.ßAr} F x⸗ 
Aac Dar +8 > Keane, 
Apb + Bab’ + Erb’ = kcosm, — tg 
Ape Tre Be Hißre” = ‚hdoen, = or: 


und man’ wird. Al kigt. Aus Air dort npemebcnen Bedeutung kr 
Conſtanten k, und., ber. Mintel h; m, und, n,, namentlih menu man 
ik Erdrterungen der SS,..16 und 17 08 gegenwärtigen . ‚Bücheg zu 

Hülfe ang HEN daß, den Sonflanten C4y,095.0 Ca und. k- ober Ö, 
Bei unter „ durch, bie Sligung:.., a α, 


iz vb, ur Fest tn Er 
TED Ba I FE BE 2 : seh inne 

in Berbindung ſtehen , Jan ähnliche. Bedeutungen unterlegt Inoiten 
Tonnen, wie in ber rhaoelenden Ynteriachung., In dex Jehlern, waren 
DIE" Wergättle: 55 5; DIE Ebſtuug ber Winkel. weiche bir 
Rormale: zur Ebere der. Bahn, u hen. Aefien-Gporbinaten-Nehfen‘ le, 
in jetzigen Balle fielen. fir bien Coſtnus ber. Mintel vor, welde die 
Achſe des fetpue tg Momentes der Bewegungsgrebgen 
oder die Normale” ju' der unveränderlichen Ebene. der. groͤßten 
Zlächenfumme mit ben Coordinaten-Achſen einſchließt. Wir koͤnnen 
daher wie dort bie Lage dieſer Ebene durch bie Winkel y und & be 
ſtimmen, von welcheta der erſte von der gendnntert Ebene mit der’ Ehcht 
ber xy, ber andere von dem Durchſchnitt dieſer Ebenen und ber x⸗Achſe 
gebildet wird, und für welche man wie dort die Beziehmmgen Batı :- ' 


langy = —— =. ränge = — 3 (m. 

2 un 

Mit diefen Zenit gey, welche hie vier Elemente h, k, yunb e ber 
drehenben Bewegung beitimmen, ſind aber noch bie Infegrale der Gleichun⸗ 
gen Ch) und (1) in $. 195 des zweiten Buches zu verbinden, naͤnlich; 





. — ri 49! 
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worin wieder bie Gonflauten = und ahnlich Saentingea haben, wie 
in der Unterſuchung der fortſchreitenden Bewegung, und r, den der 
get s entfprechenden Werth ber Veränberlichen v bezeichnet.  - 

Wit haben demnach Fir die drehende Bewegung eines Planeten 
um ben Mittelpunkt feiner Maſſe ſechs ganz Ähnliche, Elemente, wie 
für die fortfchreitende feines Mittelpunktes, mit der einzigen Ausnahme, 
baß hier die halbe Achfe a der Bahn durch bie Tebendige Kraft’ h erfept 
iſt, und wir werden bie Aenderungsgefehe biefer Elemente in Bezug auf 
die Zeit auch auf äfntigem Wege erhalten ‚ wie im vorhergehenden 
Falle. 

Denken wir und nei bie ſechs Clemenk h, K,; y, Ey 2, ‘€ 
für das Ende ber. Zeit ı mijttsle ber als beobatptet augenonunenen 
Größen 0, $, %, p, g, r beſtimmt, und bezeichnen bie Werthe 
die ſer Verinderlichen für die folgende Zeit umter der Vorausſegung, 
daß Die drehenden Wirkungen der deuctivn U Null, jene Elenente alfe 


wirklich unveranderlich wären, mit D55, F, —7. p, Ci ’ ſo hat man 


fit bad Ende der ae Bu | N 0 


. Pr et ud 
0) ‚@ * n. Kin 3, ⸗ Yy=Yy. 2: B=P 2. uf 
. uns Yo. rt “ . en 


und daher oh ir De SE nn nt .t.r 
u m a mm er t 
u h=fı(0, 9, 9% 9, 4 8, 8) 
als ı? 
nn | h= * f. ACH BE Yv P Aa #5 ). u 
u " 37* c. 
for u = Ze 1 


vv 


fh dh nt dh _ fi 
do, = dw,’ ’ "or w ’ * u. ſ. f | 


Ja. Beyug auf bie Zeit ı fat man ‚aber, Am erſten Gall, Br: das ai 
ment h das Aenderungsgeſetz: 


dh _ dp , sido  dAdw , dNdd 1 
Dr 5 


hend. es im, aut ht meh, Nall RN wa. Mia un. iuii 
- + fi do + eh: dy +. "sfr 14 | 


E J 30, dt K77 TI ER Ts 
\ N “> 27 dp 43 —J 12 
77 “ * 4*5 di 


erhält, weche durch beiüerften Bet, und bie 1ER, 0) = 


2. J RR) 


EHEN) 


zurückkommt. Erſetzt man dann in ben Gieidumgen Wo anf  jebigen 


Sereichming. emniß pq, $: dur, q, & und zieht ſie von 
Gleichungen 83 ab, ff et man .. # SEHE ſe von den 


{} 


d d .. 
u(T- 2) =: 3. in v a. Ei 
AA 2 En wat 
dq dq sin 
re any Ban 2) 
Le) u @, > I. 
.(t sd au 0.00 ho. 15 0 . _ ib . 
a 2.43): ig vun men — Tem, 


und lann bazakt bet u ver Ausorhig für 2 Te Zoſn geben: 


a 


dh hr, dB cosy \.,dU ee⸗ v ⸗⸗ 
dt 7 (n ‚sin AVT and „Ay ' van 


dU dU sin v _ AU sin y cos? öh dU 
(any dt ‚sind Ka — + ara 


(q.) be , >. 
dh_dU/ dh: 
dt De v Euer 2 ar Ba * sind 
„U Art ‘ch co dh. , er 
day Up v Bd 5 d.&r 
Um dann dieſe Forin -gw verein ſachen, Imb anf bie: Jorm der Gleichum 
gen (4) in 8. 87 ‚au bringen 1 Tann man 


dh (hr. dh, 

ar er In ’ (a) av) 
N u 
ih r: Zins: 


’, 


—W 0 
——— *. — Ehe ku 
“ 


85 me darqus unter Ne Vorauſchong, ki, W, — nur mit 
9; er veränberlich fein ſollen ‚bie — * sehen: 


u I va . 4 i8 h ur 13 
ink —RE 5: FT te eigene 
dh _ dh a 

$+——. | 
a ——— 


Berge m maͤn in iefe ui dem ea 
I len on de a Bw Pfıc 
RB = a ——— Ex TE 

_$h_ _ Ih _du | dh dh de 3n —S 3 "9 
BR in 38a I9 Ba Tom ibn 


— ⏑—⏑—,——— 
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fo findet man zuerft bie Gleichungen: 
‘ou on 


— mmsnd) ; In = cos 5 —— *0 
5. Ap 8.8gq d.E&r 


eo 
N > 





In Id _ 0, do __ 

I is Er 7 5&r 0089 (a. 
sw 0... IWw =0 dw, 
U — — ’ EB °’ Er ,°- 








und da Pr in Bezug auf eine Veränderliche ꝙ, von welcher ı, 


vv, w, Up, Bg un Er willturliche unelionen © vorpelen ‚bie 
vollftändigen Aenderungsgefeße: 


x 


‘sun _ ou dp n 068g ‘un d. Er 


Tr Carr FE 
u. ſ. f. 


beſtehen , welche mit den vorhergehenden Gleichungen, die Bormen: 











‚sn nd nn d w Er 
dv are Ba... Er 
97 u ansunyt 5 0009 


annehmen, fo findet man durch Integration und unter, der Voraus⸗ 


fegung, baß bie u, 9, to mit ben Up, Bq und Er Null 
werden, die Bezlehungen: 


u — Apein + Bacosy. 


v = Er md — (Up 8.4 sy) ind , (v. 
w = Er 


welche zwiſchen ben genannten Veraͤnderlichen ſtatihaben müſſen, um 
dem obigen Ausdruck (q) und den utſprechenden für k, y, u. 
die gewuͤnſchte Form: 


Decher, Handbuch der Mechanik 1II. * 


dh du dh du dh du Oh 





1 7 iy ow’ 
w.) dk _ du dk _ dw dh | dw dk 
dt d u dw, dv dv dw’ 
u. ſ. f. 
geben zu koͤnnen. 


du du du 

d$ ’ dw, day 

du _ dU dh du dk | du dy 
mern tT 95 te 
u ſ. f., 


und beachtet, daß die Function U nur bie Winkel w,, 9, W ent- 
hält, und die Beränderlihen u, 9, w fihb nur mt 9, g, r 
ändern, daß man alſo hat 


du _g_ dU dh, dU ok du 97 
aan du ' dk Int dy FT ruhe 
u. ſ. f 
dh dk 
fo Tann man ben vorhergehenden Werthen (w) für vn’ u. ſ. f. 
wieder die Form: 


Setzt man ferner wieder für 


dh du du.. .du du du 
dt =(h,k) 7 +(h,y) dy +9) 7 +4) 77 +2) 12 N) 
dk dU dU dU dU du 
arten, +%),,+%4):7 46. 5 
u. ſ. f. 

geben, worin nun (h,k) ben Ausdruck: 


— — — — — — 
— — Ge — GE 


und jebe ber Übrigen eingelanunerten Größen einen ähnlichen vorſtellt, 
und es find dann wieder fünfzehn Gombinationen (h,k) , (h,y); 
(h,e), u. f. f. au berechnen. 


a _ 


Was zuerſt diejenigen Combinationen betrifft, welche A und « 
nicht enthalten, fo wird man bie barin vorkommenden Größen ald 
Functionen von c, , Ca, Cg betrachten, alfo 


_ ok dk ok 
(h,k)= EP el CP reez 
u. 1. f. 
ſetzen. Zieht man dann aus ben Gleichungen (v) bie Werthe von 
Ap, Ba, Er in Junction von u, v, mw, namlich 


Up = Ri — (Own) 


sin}? 


Bqa = cos + (s—w nn, 
&r=w, 


und führt fie in bie Ausdrücke für bie Conflanten c, , 4 233 ein, 
fo findet man mit Beachtung der Werthe der Coſinus a, a’, a”, etc. 
in 6. 23 des erften Buches die neuen Wertbe in Bunckion von 
“, 9, w, naͤmlich 








Ye *— v, 
c/ — U cos d ‚r(w— vos), | x 
gG=- rin 0, + — — u, 
und ſchließt daraus 
oh 6 
ba)=-7,. 5 =0, 


weil h nur eine Function von 9, q und x iſt, und bie nette (x) 
biefer Beränberlichen ben Winkel o, nicht erhalten, alfo 2 Er  Rull iſt. 
Weniger einfach ergeben ſich die Combinationen 


(h,39)=0 , (G,cq) 3 0; 
22* 


—— 


fie Folgen jedoch ſchon ans den vorhergehenden burch Analogie, und 
aus ihnen ergeben fich unmittelbar bie Werthe: 
(h,k)=0, (h,y) =0, h,e)=0. 


Die vorhergehenden Werthe (y) von 4, q, €, geben ferner 


) de 
(,a)=-n=—4 ’ Ga). - ©; 
dada dad“ du, dg dgdy 


(4,5) = In 89 su’ 30 do, dw,0d =, 


und ba ſowohl k ald y Funetionen von 5 6 und Ce find, & aber 
HUF DON Ce und eg, ſo hat man a einmal 


(k; » = (k, Dar +(k, wire a 
(ke) = (k, —* +(k,0)$ —4— 


ferner findet man mit Berückſichtigung der Gleichung (1) mb ber vor⸗ 
ftehbenden Werthe von u „c3) und <a ‚“) 


(k,4)= ORAF- —X — * 0% + (4,4) 3 —0; 
cbenſo iſt leicht zu Gehen, daß man auch hat 


(k,,) —=0 ’ (k,5.3)=0, 
und folglich 
(k,y) = 0 ” (k,e)=0. 
Die Gleichung: | 

' © 

= 
macht den Winkel y wie früher von ec. und k abhängig, und man 1 erhält 
daher auf gleiche Weiſe wie in $. 58 ben Werth: 


1 


‚ine = ksiny ee 


Al 


* 


Ebenſo wird man durch dasſelbe Verfahren, wie bei der Fortichweitenden 
Bewegung bie Werthe der Combinationen (h,7), (k,r), u. ſ. f., 
(h, a) ,„ (A, ), u. ſ. f., beſimmen, nachdem man in bie 
Integrale (n) bie Veranderliche w Dir &r eingeführt hat, und fſich 
dieſelben unter der Form: 


t— = /ı(hk,Ww) , PREREE ER, 


ausgeführt denkt. Ich muß mich jedoch darauf befchränfen, zu bemer- 

ten, daß die Ergebniffe mit Ausnahme ber Gombination (h,r), 

welche der frühern Ta, 7) entipricht und für welche man den einfachen 

Werth: (h,z)=e finden wird, ganz dieſelben ſind, wie ſrůher. Man 
hat naͤmlich 

_ cosy- 

(, 4) 81, 1,0 





, (vo)= kany 

und alle übrigen Gombinationen find Null. J 
Die Gleichungen zur Beſtimmung der Aenderung der ſechs Elemente 

der drehenden "Bewegung find demnach folgende ſechs: 





dh _ _du de _ du 

Et "TG ’ mm’ 

dk _ du de_ 1 du 

dt di dt ksiny dy ’ ’ 
L. 

dA _dU _coy dU 

di dk ksnydy ’ 


dy __ cosy du, 1 1 du 
dt — keiny dA 'ksiny de ’ 





welche mit den Gleichungen CE) in $. 58 der Außern Form nach völlig 
übereinfimmen ; die Function u felbft ift indefien von der Function V 
in ihrer Form weſentlich verfchieben und verlangt daher für bie An- 
wendung der vorhergehenden Gleichungen eine ganz andere Behandlung, 
als es für die zulebt genannten Gleichungen der Fall if. 

Die Erde und br Mond find übrigens bie beiden einzigen Kör- 
per unferd Sonnenſyſtems, für welche die Anwendung ber vorhergehen- 
ben Gleichungen für und von Intereſſe tft und fein Tann, weil es 
einerfeitö der Beobachtung bis jetzt nicht möglich mar, hinfichtlich der 
drehenden Bewegung ber übrigen Planeten und felbft der Sonne folche 


Gegebene zu liefern, welche eine Anwendung ber vorhergehenden Theorie 
möglich machen, ba diefe immer von einem anfänglichen Zuftande ber 
Bewegung abhängig ift, und weil anberfeitd bie Theorie zwecklos bleibt, 
wenn fie nicht mit Ergebniſſen ber Beobachtung verglidden werben Tann. 
Für die beiden genannten Körper, bie Erde und den Mond genügt 
es übrigens, außer ihrer gegemfeltigen Wirkung noch die ber Sonne 
in Rechnung zu nehmen, fo daß in diefem Falle das Syſtem auf drei 
Körper befchränkt iſt, welche aber durch ihre gegenfeitigen Wirkungen 
in Folge ihrer Maſſen und gegenfeltigen Stellungen und felbft ihrer 
Seftalt eine Reihe höchſt wichtiger Erſcheinungen in ben brehenden Be⸗ 
wegungen ber Erbe und des Mondes hervorrufen, welche unter ben 
Namen: Bräceifton der Nachtgleichen, Nutation der Erb- 
achfe, Aenberung der Schtefe der Ekliptik, Librationen 
bes Mondes, u. ſ. f., ſeit längerer ober Türzerer Zeit durch bie 
Beobachtung feftgeftellt worden find, Eine vollfläudige Entwidelung 
ber Geſetze diefer fogenaunten Störungen In ber drehenden Bewegung 
ber Erde und bed Mondes, fowie der Störungen in ben elliptifchen 
Bewegungen ber Altern Planeten um bie Sonne gibt das obengenannte 
Wert von Pontecoulant nach dem jebigen Stande ber Wiffenfchaft 
und der Beobachtungen. 
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Drittes Rapitel. 


Beiſpiele fletiger veränderliher Syſteme. Gleichgewicht 
und Bewegung vollkommen biegſamer und elaſtiſcher 
Körper. 


$. 61. 


Alle feften Stoffe find mehr ober weniger elaftifch, d. h. fie 
befiten bald in niederem, bald in höherem Grade die Eigenfchaft, Ver- 
änderungen ihrer Geftalt, welche durch äußere Kräfte hervorgerufen 
wurden, wieder aufzuheben und ihre urfprüngliche Geftalt wieder her- 
zuftellen, wenn jene äußern Kräfte zu wirken aufhören. Bet vielen 
derſelben tft aber biefe Fähigkeit in fehr enge Grenzen eingefchloffen; 
tndem ſie nur fehr kleine Aenderungen ihrer Geftalt wieder ganz aus— 
gleichen, ober größere nur fehr wenig vermindern und daher leicht blet- 
bende Aenderungen annehmen; foldhe Stoffe nennt man deßhalb auch 
oft unelaftifche. Bel andern tft jene Fähigkeit in fehr hohem Grabe 
vorhanden; fie vermögen noch fehr weit gehende Veränderungen ihrer 
Geftalt wieder vollfommen auszugleichen und heißen deßhalb vorzugs⸗ 
weite elaftifche Stoffe. Es iſt dabei aber nicht zu überfehen, daß 
biefe aͤußerliche Beurtheilung des höhern ober niebern Grades der Ela— 
ftteität wefentlich von der urfprünglichen Geftalt eines Körpers abhängt, 
da die eine Form bei gleicher Aenderung ber Innern relativen Lage ber 
einzelnen Stofftheilchen viel weiter gehende Aenderungen geftattet als 
eine andere. 

Vollkommen elaſtiſch im Sinne der in ber Einleitung ge= 
gebenen Erklaͤrung tft Fein fefter Stoff, d. h. es beſitzt Feiner die Fählg- 
Felt auch nur Feine Aenderungen der Geftalt mit derfelben Intenſität 
ber Bewegung, mit berfelben Iebendigen Kraft wieder auszugleichen, mit 
welcher jene Aenberungen durch die Außern Kräfte erzeugt wurden. 
Ebenfo wenig gibt e8 einen vollkommen unelafttifhen Körpers 
man Tann fich aber den gänzlichen Mangel an Elaſticität und die voll- 
kommene Glaftieität al8 die beiden Grenzen denken, zwiſchen welchen 
ſich die verfchtebenen Stoffe je nach dem höhern ober niebern Grabe 
ihrer Elaſticitaͤt einreihen laſſen; die befonders elaftifchen Körper werden 
fih der Grenze ber vollfommenen Glaftieität um fo mehr nähern, je 
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Heiner bie in ihrem Innern vor ſich gehenden Aenderungen in ber 
gegenfeitigen Lage ihrer materiellen Punkte find, und umgekehrt werden 
die wenig elaftiichen Stoffe um fo mehr dem gänzlihen Mangel an 
Glaftiettät nahe kommen, je heftiger die Wirkungen find, welche bie 
Kormänderung veranlaſſen, vorausgeſetzt jedoch, daß diefe Yormäande- 
rung nicht in eine gänzliche Theilung des Körpers übergeht. Und wie 
man bei den erſten Anwenbungen der Mechanik auf bie Erſcheinungen 
ber Schwere die Ausdehnung ber unterfuchten Bewegung fo befchräntt, 
dag man ohne fühlbaren Fehler bie Gewichte als parallele und con- 
ftante Kräfte annehmen Tann, fo fann man auch im jekigen Falle für 
bie erſte und einfachfte Anwendung unferer allgemeinen Gleichgewichts- 
bedingungen und Bewegungsgeſetze ftetiger veränberlicher Syſteme 
auf die als veränderlich betrachteten Stoffe ber feften Aggregatform 
die Unterfuchung auf ſolche Kormänderungen befchränten, für welche 
die Stoffe ohne merklichen Fehler entweder als fehr nabe vollkommen 
elaftiich oder als vollfommen unelaftifch angendmmen werben bürfen. 
Im gegenwärtigen Kapitel werde ich mich jedoch ausſchlüßlich auf bie 
erftere Klaffe von Erfcheinungen befchränfen unb entweber bie betreffen- 
den Körper aus Stoffen beftehend vorausfehen, welche wenigſtens nach 
einer Richtung hin vollfommen elaftifch find, oder die Kräfte, welche 
bie Zormänderungen bewirken nur fo groß, baß biefe Yormänderungen 
no innerhalb der Grenze der vollkommenen Glafticttät liegend ange= 
nommen werden Tonnen. Ä 

Für die Gleichungen, welche in dem erften Kapitel bed gegenmwär- 
tigen Apfchnittes für fletige veränderliche Syfteme abgeleitet wurden, 
haben wir Teine andere Vorausſetzung zu Grunde gelegt, ald.die Ste— 
tigkeit; fie gelten daher für alle fletige Spyfteme; ihre Anwendung 
hängt aber von den Beziehungen ab, welche zwifchen den Innern Span- 
nungen und ben geometrifchen Dehnungen beftehen, unb barin unter- 
fcheiden fich die elafttichen Syfteme wefentlich von den nicht elaftifchen, 
weil fich gerade in diefen Beziehungen das Kennzeichen ber Glafticität 
ausipricht. Diefe Beziehungen würden wir alfo zunachft für vollfommen 
elaftifche Stoffe zu ermitteln haben; wir wollen jeboch den Gang ber 
Unterfuchung dadurch erleichtern, daß wir von den einfachften Syſtemen 
zu den zufammengefeßteren fortfchreiten. 


$. 62. 


Das einfachfte ftetige Syftem ift eine matertelle Linie, d. h. 
eine einfache Reihe von materiellen Punkten, welche für unſere Vor— 
ftellung ftetig aufeinander folgen, weil wir biefe Punkte nicht einzeln 


— ⸗— 


zu unterſcheiden vermögen, welche aber in Wirklichkeit durch ſehr kleine 
Zwiſchenräume von einander getrennt find, und bie materielle Linie 
wird Homogen fein, wenn ale diefe Zmifchenräume für irgend zwei 
aufeinanderfolgende Punkte gleiche Größe haben. 

Eine folhe materielle Linie werde nun zuerft in dem Zuſtande 
gedacht, daß Teine Außere Kraft an derfelben angreift und bie innen 
Kräfte im Gleichgewichte find, und babei vorausgeſetzt, daß die Linie 
in diefem Zuftande homogen fei, daß alſo irgend zwei aufeinander- 
folgende Punkte berfelben immer in gleicher Entfernung von einander 
legen, Es wird dann zur Erklärung biefes Zuftandes nothwendig 
fein and genügen, baß wir zwiſchen je zwei folcher aufeinanderfolgenben 
Punkte zwei innere Kräfte annehmen, welche einander gleich. und ente 
gegengefest find, von benen alſo die eine biefe beiden Punkte einander 
zu nähern ſucht, während bie andere ihre Entfernung zu vergrößern 
ftrebt 3 tim übrigen Tünnte ung die Natur bdiefer Kräfte für unfere wei⸗ 
tere Unterſuchung ziemlich gleichgültig fein. Um jedoch ber Vorftellung 
eine beftimmte Richtung zu geben, wollen wir uns bie allgemeine Gi- 
genfchaft der Materie, fich gegenfeitig anzuziehen ald die erſtere Kraft, 
als die Urfache des gegemfeitigen Beſtrebens zur Annäherung betrachten, 
und die trennende Kraft ber Wärme als die Urfache ihrer Nichtvereini- 
aung. Wir haben dann für bie erfte Kraft (P,) ein bereitö bekanntes 
Geſetz, naͤmlich 
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wenn wir wie früher die Intenſität dieſer Kraft für zwei Punkte, deren 
Entfernung gleich 1 if, und welche die Einheit ber Maffe enthalten, 
mit G, ferner bie für alle gleiche Maſſe eines Punktes unferer Linie 
mit ss und bie gegenfeitige Entfernung zweier nufeinanderfolgenden 
Punkte derfelben mit w bezeichnen. Das Geſetz, nach welchem fich die 
zweite Kraft Pa regelt, ift nicht befannt, weil und noch eine klare Ein- 
fiht in die Natur der Wärme fehlt. Nehmen wir aber die durch bie 
Erfahrung gegebene Eigenichaft der Glafticttät zu Hülfe, fo werben 
wir fchließen, daß weil zwei materielle Punkte, welche unter dem Ein⸗ 
Rufe der Kräfte P, und Ps allein im Gleichgewichte find, und durch 
eine Außere Kraft etwas mehr von einander entfernt oder einander etwas 
mehr genähert werden, als fie urfprünglich waren, ihren frühern Ab— 
ſtand wieder annehmen, wenn bie äußere Kraft zu wirken aufhört, bie 
trennende Kraft P, mit der Vergrößerung der urfprünglichen Entfer- 
nung abnehmen, mit der Verminderung dagegen zunehmen muß, unb 
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zwar raſcher ab= ober zunehmen: muß, als die anziehende Kraft P,, 
daß man alfo das Geſet: 


— (® 
= 0 


annehmen Tann, worin C bie SIutenfität ber trennenden Kraft ber 
Wärme für die Einheit ber Entfernung und ber Maflen, unb ber 
Exponent n jedenfalls größer als 2 fein wird. Es tft jedoch Dabei zu 
beachten, baß in dem letztern Geſetz ber Factor C nicht für alle Stoffe 
denfelben Werth hat, wie ber Factor G in dem erften, daß er viel- 
mehr felbft wieder einen Factor einfchließt, welcher das Maaß für bie 
Wärmecapacttät ber verfchiebenen Stoffe ansbrücdt, welchen wir aber bier 
nicht beſonders barftellen, da es ſich doch nicht um eine Bergleichung 
ber Blafticitäten verfähiedener Stoffe hanbelt, fondern nur um die Er⸗ 
ſcheinungen, welche wir an einem aus einem beftimmten Stoffe beftehen- 
den Körper als Folge jener innern Kräfte wahrnehmen. 

Wichtiger für uns tft die weitere aus ber Erfahrung gezogene Fol⸗ 
gerung, baß ber Factor C auch nicht unveränderlich ift, wie ber Factor G, 
fondern für wefentliche Aenderungen in der Entfernung zweier Punkte, 
wahrſcheinlich in Folge ber veränderten Wärmecnpaeität, einen andern 
Werth annimmt, und daß fih dann deßhalb nach Entfernung ber 
äußern Kräfte ein neuer, von dem urfprünglichen verfchiebenen Gleich⸗ 
gewichtszuftand herſtellt. Die Grenzen ber vollfommenen Elaſticitaͤt 
eines Stoffes werben darnach burch bdiefenigen Aenderungen in der ur⸗ 
fprünglichen Entfernung ber einzelnen materiellen Punkte gegeben fein, 
für welche der Factor C unverändert bleibt. 

Die Kräfte P, und P,, welche zwiſchen je zwei aufeinanberfol- 
genden Punkten thätig find, und von biefen entweder unmittelbar aus- 
gehen oder fih auf biefelben flüben, haben einen Einfluß auf bie 
Richtung der Geraden, welche zwei folche Punkte verbindet; unfere 
matertelle Linte wird daher ohne äußere Kräfte in jeder beliebigen 
Geftalt im Gletchgemwichte fein und ohne Widerſtand jede andere belie⸗ 
bige Geſtalt annehmen, alfo vollkommen biegfam und die Grund⸗ 
form für den in $. 47 betrachteten volllommen biegfamen Faden 
fein, nur mit dem Unterfhiede, daß biefer letztere als unveränderlich 
in der Länge vorausgefept wurbe, während unſerer materiellen Linie 
außer ber vollfommenen Biegſamkeit auch noch bie Gigenfchaft ber 
Dehnbarkeit und Elaſticitaͤt zukommt. 

Denken wir uns demnach unſere Linie in der urſprünglichen von 
äußern Kräften unabhängigen Geſtalt als eine Gerade AB, Fig. 19, 
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und bezeichnen bie Entfernung zweier Punkte m unb m’ berfelben in 
dieſem Zuftande mit a, fo haben wir. nach bem Borchergehenden bie 
Bedingung: 

1 1 
G 7 — O 0 . (a. 


Laſſen wir nun in A und B in ber Berlängerung ber Geraden AB 
zweit gleiche und direct entgegengefeßte Kräfte P angreifen, fo wirb fich 
unter dem Einfhiffe biefer Kräfte ein neuer Gleichgewichtszuftand A’B’ 
ober A” B” herſtellen, je nachdem deren Wirkung bahin geht, A und B 
von einander zu entfernen, oder biefe Punkte einander zu nähern. Es 
wird nun zwiſchen irgend zwei Punkten m und m’ eine Spannung 
T = P miflchen und für alle eine pofitive ober negative Dehnung x 
eintreten, die Sntfernung a fich alfo für alle in a x verändern, fo 


baß unter der obigen Borausfegung für bie Unveranderlichteit des Fac⸗ 
tors C die Gleichung 


— 
ar (at. Gar re)? 


befteht, welche mit Berüdfichtigung ber Gleichung (a) die Formen 
annimmt: 


P(a+r)" —(n—2) Guter (147 Han) =0 j 
oder 
—E — (14'772 +.) 


— —— 
- 1-25 (1- 2 = ee.) . 


P +0 I =0, -(b. 





Diefe Formen zeigen, daß, wie oben fchon bemerkt wurde, n 2 
fein muß, damit x und P gleichzeitig poſitiv ober gleichzeitig negativ 
fein fünnen, femer, daß z mit P Null wird, wie e8 bie vollkommene 
Elaftiettät erfordert, daß aber nur für fehr Keine Aenderungen bes 


urfprünglichen Abſtandes a, für welche man e + — , und um fo mehr 


_ 





noch die hoͤhern Potenzen von — gegen die She vernachläffigen Tann, 


BB 


P denſelben abfoluten Werth behält, wenn man das Zeichen von « 
wechfelt, die Kraft alfo ſtauend wirken läßt, anftatt dehnend. Für fo 
fleine Dehnungen ober Stauungen kommt die Beziehung zwifchen P 
und x auf bie einfache Gleichung: 


zurück, und fpricht aus, daß unter biefer Vorausſetzung bie Aenderung 
des urfprünglichen Abſtandes a oder bie Dehnung x ber dehnenden Kraft 


2 
P proportional iſt; der Coeffizient — (n — 2) G = in berfelben 


ftellt eine Kraft vor, welche bet gletchbleibender volllommner Elaſtieitaͤt 
jenen Abftand verdoppeln würde, weil man a für P = 8 erhält. 
Diefer Coeffizient wird Claſticitaͤts-Coeffizient ober auch Elaſti⸗ 
citätsmodul genannt. Beachtet man dann, daß das Verhältniß der 
Dehnung x zur urſprünglichen Entfernung a zweier Punkte dem Ver⸗ 
haͤltniß der Verlängerung oder Verkürzung I der ganzen Linie AB zu 
ihrer urfprünglichen Länge I, gleich ift, fo Hat man auch 

P 


4A 
101.) P=e- oder \=L- 


und fehließt aus ber durch eine gegebene Kraft P, erzeugten Verlänge⸗ 
rang oder Verkürzung I, den Werth ‘von & durch die Gleichung: 
L 


s=P,n; 


wobei aber auf bie obige Bedingung, daß das Verhältniß * ſehr klein 
bleiben muß, Rückſicht zu nehmen iſt. 


6 


ir wollen nun allgemeiner annehmen, daß an jebem Punkt einer 
folcben materiellen Linie eine Kraft angreift, deren Intenſität und 
Richtung fich von einem Punkte zum andern ftetig ändert und demnach 
als eine Function der Coordinaten des betreffenden Punktes betrachtet 
und dargeftellt werben Tann, und unterfuchen, welche Geftalt dieſe Linie 
annehmen muß, wenn fie unter dem Ginfluffe diefer Kraft im Gleich: 
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gewichte bleiben ſoll, und wie ſich die Geſee ihrer Bewegung aus⸗ 
drücken laſſen. 

Da die Linie für unſere Wahrnehmung eine ſtetige iſt, ſo können 
wir die Wirkung jener Kraft nur in Bezug auf eine beſtimmte Länge 
derfelben beurtheilen und es werben dann bie Somponenten qX, gY,.gZ 
ihrer Wirkung qR für einen beftimmten Punkt die Aenderungsgefebe 
ber entſprechenden Somponenten XÆ, W, BB jener phyſiſchen Wirkung 
in Bezug auf die Aenderung der Länge fein, weil in unferm jebigen 
Galle die Ausdehnung des Syſtems auf bie Längenausbehnung zurüd- 
kommt; man wird alfo haben 


5% ur ö 
= J ıq = v 12 — 93 


ds 


er t, . 
8 s 8 | 
2-0... , 8-|d..r , 3- [0.02 
So So \ 30 


Dagegen hat die Spannung T in einem beitebigen Punkte aus eben 
biefem Grunde die Bedeutung einer phyſiſchen Kraft, da die materielle 
Linie nur einen Punkt als Querſchnitt bietet, d. h. es werben hier bie 
Spannungen TO und EP, TO und TP, u ſ. f. in $. 37 gleich⸗ 
bedeutend. Kerner wird es einleuchten, * man unſer jetziges Syſtem 
in einem beſtimmten Punkte nur durch einen Schnitt begrenzen kann, 
und daß es gleichgültig iſt, zu welcher Ebene dieſer Schnitt parallel 
ſein mag, da es in jenem Punkte nur eine einzige Spannung geben 
kann. Man hat baher entweder | 


P-T, W=I0, T9=0, 
oder | 


und die Gleichungen (0) in $. 38 kommen auf bie einfachen 
£+HhR=0 , 9+T,=0 ’ 33T =0 (d 


zurüd, wenn Tx, Ty und Tz die Eomponenten von T nad) ben drei 
Goorbinatenachfen bedeuten. Endlich tft Teicht einzufehen, daß bie der 


__ 


Groͤße und Richtung nach fletig ſich aͤndernde Kraft auch eine ſtetige 
Krümmung ber materiellen Linie erzeugen, ober daß dieſe eine ſtetig 
gekrümmte Curve bilden wirb, und daß die Spannung T nad be 
Tangente an biefer Gurve in dem betreffenden Punkte gerichtet fein muß. 
Man bat baher für die Componenten T., Ty, Ts auch bie Werthe: 


d d 
u 2 „=12 1=TZ 


und bie vorhergehenden Bleichungen (d) nehmen bamit und mit ben 
Werthen von X, 9, 3 die Form an: 


nd  fÜ d 
et fine . n + ja qq =0, 


8 
T ds + jür.aa =, 


worin der Bogen 5, bis zu einem Punkte x, yoz, genommen vorand- 
gefest wird, wo bie Spannung Null if. Wenn kein folcher Punkt 
vorhanden iR, fondern an dem im Punkte xyz begrenzten Theil ber 
Linte außer dem ftetig wirkenden geometrifchen Gomponenten qX, qY 
und qZ noch eine phyſiſche Kraft T, in einem Punkte x, Vo zo angreift, 
beren Richtung dann offenbar auch mit ber Richtung ber Curve In 
biefem Punkte zufammenfallen muß, fo find die Gomponenten To cos a9; 
To cos Po; To c08 Yo noch den phyſiſchen Componenten X, V, 3 in 
den vorhergehenden Gleichungen (e) beizufügen, und die Integrale von 
jenem Punkte an bis zu einem andern zu nehmen, bis zu welchem nur 
geometriſche oder ſtetig ſich aͤndernde Kräfte thätig find. Es ergibt fi 
dieſes indeſſen cinfacher, wenn wir zuerſt für die Gleichungen (e) ihre 
Acnderungd= oder Uebergangsgeſetze: 








1.1 a.17] 
103.) ’ 
2 
4.17 
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nehmen, welche nun mit ben entfprechenden Abänberungen bie auf unfern 
jegigen Fall angewendeten Bebingungsgleichungen (75) vorftellen, und 
aus denen durch die in Bezug auf s als möglich gebachte Integration 
die Gleichungen (e) in ber allgenieineren Form: 


" 3 
T - — T) 008 & +[üsax * 0 
8 | 0 
dy u 
T 7; — 10008 +[üe.0r=0 D (104, 
0 
dz , | 
T ds — To cos yo + [ara = ( 
0 


hervorgehen, worin ber Bogen s von bem Punkte x, yo2z, am gerechnet 
iſt, für welchen bie Spannung gleich T, gegeben ober befannt voraus⸗ 
geſetzt wird, 

Wenn bie Integration ausführbar iſt, fo zieht man aus biefen 
Gleichungen -fogleich die Aenderungsgefebe der Coordinaten: 


s 5 
To cos By [ir qY T, cos „ſi⸗ .42 
dy _ 0 da 0 (105 
dx — — TTJTT da TI y D 
To, cos n—|ür.42 To 608 q - [ix 
0 0 


welche zufammen ben beiden Gleichungen ber von ber materiellen Linie 
im Gleichgewichtszuſtande gebildeten Gurve angehören. 


Aus den Gleichungen (103) laſſen fich noch zwei andere allgemeine 
Geſetze für den Gleichgewichtszuſtand ableiten. Wenn man bie ange 
beuteten Aenderungsgeſetze von T r , u. f f., zerlegt, und darnach 
die genannten Gleichungen unter die Form bringt: 


a. 
dx dT "ds Ä 
55 trT7, rıi=0ı 
a. 
f.) dyaT "ds _ 
nut! rı=° 
dz 
dz dT 4.75 


ori ri2=0 


dann die Bebingungsgleichung: | 


dx ‘ds dy üs dz ds — 


ds ds ds ds ds de 0 
und bie Beziehungen: 
a.dx a.dY | ad: 
s cos s _cosu ds - cosv 
s 0 ° ds eo’ ds 0 


beachtet (vergl. F. 30 der Einleitung und $. 64 des erſten Buches), 
fo wird man aus ben Gleichungen (f) entweder ben Ausdrud: 


\ 


on. dRı  frdx , „dy., „day _ 
g.) BrRgtıgrz;)=0 
ober die Gleichung: 

h.) T-+eq(XcosA + Yeosu + Zcosv) = 0 


erhalten, je nachdem man dieſe Gleichungen der Reihe nach mit * 
dx | = 

d "ds 
DT, TE obermit —S®, m ſ. fe multiplicirt ud bie Summe 


der Producte nimmt. Die erſte biefer Gleichungen fpricht aus, daß das 


—— 


Aenderungsgeſetz der Spannung in Bezug auf die Aenderung ber Bo= 
genlänge burch bie nach der Tangente gerichtete Componente ber geome- 
wiſchen Kraft q R dargeſtelt wid, und gibt burch Zotegration den 
Ausdruck: 


het fit af Tr "+ Y+z ze? )®. (106. 


durch welchen bie Henberung ber. Spannung Wwilhen dem nſeng mb 
Ende des, Bogens.s berechnet werden Tann, onen 

Erſetzt man dann in der Gleichung d) die nad bee Dauptangmoik 
gerichtete Gomponente yon qR, nämlich q Ke c08 L +) Y cos u +2.cos ) 
durch N, ſo folgt drang noch 


Fer vr. hie 


MENE=0 be Ne n BR a 


und biefe Werthe ze —F einerſeits, daß bie Kruͤmmung x tn einem 
beftimmten Punkie des Fadens ber normalen Compouenten ber geometri⸗ 
ſchen Kraft' in dieſemn Punkte direct und der Spannung verkehrt pro= 
portional iſt, und daß die Richtung der Krümmung ober- des Krům⸗ 
mungshalbmeſſers durch die Richtung ber normalen Gonipbrienten Hon 
qR beſtimmt wird. 

Es beftoht ‚demnach eine merttwärhige Mebereinfiimmung in ben 
Beziehungen ber lebendigen Kraft eines materiellen Punktes, 
welcher fich vermoͤge der veränderlichen Kraft R in einer.Gurve bewegt, 
zu der tangentialen und normalen Gomponenten biefer Kraft, und ben 
Beziehungen. ber. Spannung einen; volllanaten biegiamen: materiellen 
Linie zu denfelben Gomponenten ber geometrifchen Kraft qR in irgend 
einem Punkte derſelben or 


$. 64. 


Die Gleichnngen, welche Au vorhergehenden F.abgeleitet sourben, 
wang auch wie die Gleichungen der Bewegung eines materiellen 
Punktes, ſowohl dazu dienen, bie Goße und Richtung der geometriſchen 
Kraft qR zu beftimmen‘, wenn die“Geſtalt der materiellen Linie und 
die Spannung in einem beliebigen Punkte für den Gleichgewichtszuſtand 
gegeben ·iſt; ober umgelehrth bieſe legten Gigenſchaften aus der gegeben 
Sraft abzuleiten.  :_ 

Für den erften Wal, weh wie bel: der Bergng der. Ten 
find. bie.Güeichungene >. 5; 
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bee m bifbeuben Curve gegeben. und * Spannung T An Function ber 
Beränderlihen x, y, x ausgedrüdt. Sie man alfo and jenen 
dy dz 
Gleichungen. die Werthe der Aenerurhegeſete 5 Fri 2:40?’ 15° 
fuhrt ſie mitt in bie Gleichungen (103) eik, fo geben biefe durch 
eine neue Differentiation in Bezug auf s bie Werthe der Gomponenten 
AR gg mb es kann dann noch über bie Dichte q ver⸗ 
fügt werben, wenn X, Y tb‘ Z ſelbſt in Function von x ober einer 
bir andern Bertmberligen. auegedrůckt werben polen. ze 


Ware 3. B. verlangt, daß die materiehle Linie einen Kreis bilde, 
np in der Ebene ber xz liegt, und baß bie Epaumung T für alle 


e oilee und einem gegebenen Gewichte Q gleich fei,. fo Hat 
ha einmal . 


dyg z x | 
ae I, „Beben BE ee | — + 
ds r ’ ds „ s 8 T x. 
und Damit fl 
ind FI ee ee BEE Doesit. . . D .' Dr .. “ 
q=0, J 
nur Be * Eee] ... eg KR J 
412 FR. ia: 
Rd 7495 ı. F Be 


aitkin —* man in —2R den often Bet: 
Eur, u 
. re, | 


ıR= (VEFRR -2 
u. bn UBRAPOE fe —* ai do. Blu 


en zZ. u, 
tan 1=g=&3n, 
j MR . In g u . X, 


welche dat, * be: Wictingelinie ſaier Reethecter mner durch 
ben Mittelpunkt des Kreiſes gehen, oder zur Curve normal fein muß, 
Daß die Refultixende ſelbſt aber ſowohl in der Berlämgerung des Halb- 
meflers als auch gegen den Mittelpunkt des Kretjes ‚Hin wirken Bun, 


Gm 


NL 01 


vnd innen het fich lebcht berzeigen / daß ian erſten ur: ſuabiles / tñ 
zweiten dagegen wicht: ſtabiles Gleichgewicht fathfiriben wird, 5:9 1. ©: 
„ir Dabdſelbe Ettzebniß giehtman üͤbrtgend Hier; ukiinkhietten: aus den 
BADEN :C108) und: (107 ),. von: denen bie: Teidene ir bie Born 
mung, 1.1, 
i=n2 ‚ gunimmt, ‚während, ‚bie exftere. bie. Be, SEE 
ve sit) man in 
Be ne ji dR ie yiar ny 521 
ia 4 * ——— u # 4a) 7 "te. RN end 
May iit re Hl . yo Jh Ti. 8 
etert Man —* ann vom. Bein ion TO.) 
sr in f “ i 8 . — f 
Sn J— α ” solo Wein “fr 
WII, a anne Mn 
und. felicht dorans, daß die Spannung T der phyfifchen Min 
Tnug-gleig:if,: welche gaw-ber geometrifchen. Muaft R auf 
einen: bem.Halbmetter.r. gleichen Thril der materiellen 
Linie hervorgebracht wird. .. Ta? 
Im Allgemeinen ficht man, daß wenn die Kraft IR Immer zu 
ber von ber wateriellen „Linfe gebildeten Gurye normal fen ſoll, 
man immer :- 


1 NR m —— 0 —u2 
FE rg BR - 
hat, folglich 


za Verde HU 5 aqR.ı „iu Der. Rn * 
n 9 


es iſt dann die in einem Sig Buntte : thange geometriſche Kraft 
dem Krümmungshalbmeſſer aſelbſt verkehrt proportional, oder es iſt 

ie Wirkung urch ‚Bi ne, 
ee — mefer * ee Aa — Lu fen — 
Dichte q ausgeübt werden kann, eine unveränberliche Mi alle Hunt 
der Eure, 

Son demnach qR senftant bleiben, fo muB auch 0 aniberänh lich 
und bie'Eurog ein Kreishogen fein; und es .folät daraus melter] daf 
nur dann Gleichgewicht beftchen Tann, wenn bie Richtung der Kraft R 
immer in berfelben Ebene bleibt. ' 5, 

ee ben Fällen, in welchen bie geometriſche Kraft immer uhrmal 

wirft, gehört namentlich derjenige, -soenn ein vollfommen biegfamer 
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Baden .Hben: eine Brälhe, gelpact und: Fejur Reihen: varasdgefeht word, 
jo daß bie an Aen Ertem; bei Badrai angelimditer fpaumenben Kräfte 
ned der meraake Widerſtand der Flaͤche die einzigen „Kräfte find, welche 
an. dan ‚Syfiem angreifen, Unter dieſer Voraubſetzung vun. mad dem 
Vorhergehenden 

1) die Spannung des Fabens in allein Punkien Biefelbe,, alfo auch 
an beiden Enden gleich fein; 

2). der Drud, ‚welchen bie Flaͤche zu ewleihen, oder, ber Wider 
ſtand, ben fie diigeget zu leiften Hat, IR ber Arummung proportional; 

3) ber Krümmungshalbmeſſer der von dem Faden beſchriebenen 
Curve iſt auch in an. Punkten wermal zu der Flaͤche, Hieſe Eurve 
folglich eine Krümmungscurve (Einl. G. 39), und unſere vorher⸗ 
gehenden analytiſchen Gleichgewichtsbedingungen führen ſehr einfach auf 
bie am genannten Orte ‚abgeleiteten Different - Gleichungen dieſer 
— x1.2 Er 335 

Iſt ROY PEINERT © RRHNERER Gaaqeng ber betteffenden : GE) 
—*— man flir Ste Winkel l „im, ni ; welche der norınale Seen" N 
mit ben drei Coordinaten⸗ Adfen bildet, de Deihe u 


" Ya sn, here nr yore a}; len 0 








dz 


Ä >, 
dz\2 1 
Mar Bu een 


bie Eomponenkent @X ‚rg und. qZ in. den Vleichungen {N} wer⸗ 
den daher 


Tan. hree. ME ei KR mc MV! ; Au 

YI 293 wein. ‚sr —* la pie tan. Tina 

dh Dt —* iinb tg * en, ® ee ine Gig 

J "Form an | 

BE En — nit, 3 me Viren Am p wo 

dx dy . 

Huch DEF ‚ A No KL EL Bon ,. N}: dg: 120: £ 

’ —— ve Orr ds” Ya — 1i. 

M .. .6. hi tn 
Pre er; een 

ro ee 8: TEE 0 

Band ' N —S nn Arnim 


u 


er f 
Ef, Es 


BE ee dx. Ds Zu Ba 
ze: PER ı urn ‚du: —— 
ar 2%: 
fr . ET Ze 
Ay... „da 
"ds 4 dz ds 
ds dy da 





welche mit ben in dem genannten $.ıbex, Being geladenen PER 
gen der Krümmungscurve identiſch fund. >, ull m: 


Um nun auch die Reibung Ey berüdfichtigen, welche wiſde dem 
Faden und der Fläche fiattfindet, ‚mollen wir. und auf den am meiſten 
Anwendung findenden Fall beichränten‘, wo nur Reibung in ber Rich- 
tung. des Fadens, alfo.-feine Seiten-Reibung: flattfindet,. wo nämlich 
der Faden ſchon eine Krümmungslinie auf ber Rläche. vbildet und 
daher kein Beſtreben hat, ſich ſeilwärts aus feiner Lage zu entfernen. 
May hat dann wieder N=— Tx und baber, wem f ben, Reibungsr 
Coeffizienten bezeichnet, und, hie Reiking det er. T. wise jen⸗ 
wirkend angenommen wird, 

u. ee UT a IT 


z 4-;IN — Di , 7 nn ei 


oh Zur ERNN 


Süprt man alſo für x« = — nd Berg: F = ein, worin T ben Winkel 


bebeutet, welchen bie Zangente in dem Endpunkte des Bogens 8 oder 
im Bunte xyz mit der Tangente am Anfang desfelben oder im n Punkt 
xo Jo do Dübet, fo ergibt Ä-bie Gleichung: 


aT dr 1 dT 
ds — 17 ober „Ti 


und daraus folgt durch Integration . 


bml-h ,„ Tehe..,, 
T, 5. 


———— — — 


Diele Spannung T, welche ber ſpannenden Kraft T 
auf ber Fläche has Gleichgewicht hält, d. h. die u Hr 
gewichte® fo herſtellt, daß eine Kleine Vermehrung von T das ae 
gericht flört, iſt demnach weder; von ber Geftalt ber Flaͤche, noch von 
ber barauf beſchriebenen Krümmungscurde, noch von ber Länge bes 
Fadens zwifchen den Punkten xyz und.x, yozo ak, fonbern nur von 
bem Winkel r, welchen bie Tangenten in biefen beiden Punkten mit ein- 
ander bilden. Der Drud auf bie Fläche iſt bemnad) 


\ fr 
N= Toxe N) 


mb bie Größe dev Räbung * zwiſchen jenen Punkten, welche offenbar 
bem m Unterſqiede ber Spanmmgen in benfelben gleich iſt, wird buch 


. rn ronle 4) 


gemeflen ; fie iſt proportional der anfänglichen Spannung To und hängt 
ebenfalls nur von bem Winkel < ab: 

Wird z. B. ein Faben in der Richtung der größten Krümmung 
über eine Cylinderflaͤche geſpannt, deren normaler Querſchnitt ein Kreis 
vom datvmeſfer r iſt, fo iſt = dem Bogen s proportional, und zwar 


= — oder gleich dem entfprechenden Mittelpunktswinkel, und man 


findet unter ber. Vorausſezung f— + flgends. Werthe für die Span- 
nung und Reibung, 


A 
ul ’ 


‚ 2 , . Be 6 . . F 
fürr=4In , T=T%e — 1,6881, » F= 06817 , 


. 
- TE 
\ — 


NER 2 ’ 3 2 ” u 
— nn, = ne — 28501, , = 18T)‘; 
. 1 
EEE J 
=in , =T,e =481T, , — 3811T, , 
an u er Pa I, 
3 
= 26 ,, he 8,121T6, = WAT, 


u. De 


Diefe Werthe find: die größten, ufldke-T: erhalten bark,: wenn bas 
GSleichgewicht nicht geftört werben, ober wenn. ber Faben auf der. Fläche 
nicht: im Sinne der Spannung T gleiten fol. Will man dagegen den 
entfprechenden Heinften Werth, alfo diejenige Grenze des Gleichgewichtes, 
an welcher eine Heine Verminderung von T Bewegung im Sinne von 
Tg zur Folge hat und demnach die. Reibung zu Gunften von T witkt, 
fo muß: man das s Zeichen vor f ändern, und 


er cern Do et 
n > AN Fa 


nehmen, was darauf hinauskommt, T uns Ta u vertauſchen. * 
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Für bie umgelehrie Anwendung: unferer allgenteinen Cichungen 
müſſen einmal die geometriſchen Componenten X, Y, Z, dann bie 
tirfprüngliche Dichte qo des Fadens gegeben fein; ferner diejenigen 
Srößen, welche zur Beſtimmung ſeiner ſpeziellen Form nothwendig find, 
alfo entweder feine urfprüngliche Länge und zwei Punkte, durch welche 
er gehen oder an welchen er befeitigt fein foll, oder Die Länge, einer 
Sehne und der Pfeil dazu, u. 1. f. 

Die urfprüngliche Länge und Dichte des Fadens ändern fich durch 
bie Spannung; es iſt daher fireng genommen bie Dichte q in den 
Gleichungen (103) u. ff. nicht die urfprüngliche, fondern diejenige, 
welche ber Faden im Gleichgewichtszuftande ‚angenommen Hat, und 
wenn bie urfprüngliche Länge eines Fadens und zwei Befefligungspunfte 
gegeben find, fo muß für die firenge Betrachtung auch bie durch bie 
Spannung bewirkte Verlängerung berüdfichtigt werden. In ben meiften 
Fällen find dieſe Aenderungen der Dichte und Länge fo Fein, daß fie 
ohne merklichen Fehler vernachläffigt werben Tünnen, und auch gewöhn⸗ 
lich in folchen Unterſuchungen vernachläffigt werden. Die nachfolgende 
Betrachtung wird übrigens zeigen, wie biefe Aenderungen berüdfichtigt 
werden Tönnen. 

Denken wir und zuerft einen homogenen Faden, an welchen Die 
nach berfelben Geraben und durchaus in demſelben Sinne thätige geome⸗ 
trifche Kraft gX angreift, welcher alfo offenbar die Geftalt einer Ge⸗ 
raden annehmen muß, wenn ber eine Endpunkt feftgehalten wird. Set 
x bie Verlängerung. welche eine von dieſem Endpunkt an gemeſſene 
Länge x burch die Spanuumg T erleidet, alſo x + 1x die Berlänge- 
rung der Länge x+ 41x buch die. Spannung T-+-4T.. Es wird 


MR 


bann Ax die Verlängermg des dabenſtückes 1x. fen, und biefe einer 
eonftänten Spannung T-Ha AT zugeſchrieben werben können, welde 
wiſchen 7 und T+AT liegt, " daß man na 5. 62 bie Sleichung: 


en ob 


A=(d— a%) —— sin —E alt, to ar) +0 


bat, wenn man beachtet, baß x — 2x bie urfprüngliche Länge von 
Ax war. Daraus folgt für die geometrifche Dehnung in dem Enb- 
punkte ber Länge x oder in dem Punkte m, beffen Abſciſſe in. Bezug 
auf ben Anfangspunft bed Fadens x tft, bie Beziehung: ‚ 


welche mit Vernachläffigung des nach unferer Vorausſetzung ſehr Heinen 
Bruches 7 neben der Einheit, alſo für bie der Gleichung (101) zu 
Grunde Tegende Annäherung auf 


1; de _T 


zuruͤckkommt, und bas Integral biefer Gleichung in Beyng a auf x mi 
ſchen den Grenzen + 1 oder! undO gertommen, gibt bie ganze Berlängerung 


r 
T 
l 
A . & 
0 ? 


Ban bat aber nach bey Gleichung (106) im jetigen Falle die Werthe: 


72 70 ıX= r+ [ür qx 
| — x 


und baber ME EN 
7. 7 +jar-ix, | 

.. do 
worin T, die am Anfangspunkte angreifende Kraft vorſtellt, welche ber 
am Ende wirkenden Kraft P und ber von- bee Kraft X erzeugten phy⸗ 
fifchen Wirkung dns Gleichgewicht halten muß, und damit folgt 
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J J *F | 

ee = 4fo: (? + für “). | (109. 
en A; 4J— 

Dieſer Ausorud kann aber auch wieder nur angewendet werben, wenn 

Die Dichte q nad) der Dehnung als gegeben angenommen und darnach 

die urfprüngliche Dichte go für den Pant x— r=x beftimmt wid, 

wozu may Im jebigen Falle bie einfache, Beziehung hats, ni: 


le: — ). . 0 


wie man Nch entweber aub⸗ er: Gheihung (72) in s. 3 5 dmg 
wid ,-indem man or gleich Yull-nimmt,, elf Or. 


% = ge ) 
und für e bie erſten Glieder 146, dann für o den Werth (92) 
ſetzt, der im jebigen Falle auf * nurüdeomu, be auch unmitteldar 
durch den Schluß, daß man ven muß " 


141 —8 
fine |. q 9 q + je u 
Be 
; 
jo q je 455 fit alt +5) . 
I Ba 8% 


Dit der eigen Annäherung Int m man bafer ſinfach 


y= = % Er 

übereinfiimmend mit ben Gleichungen (97) in $. m md ben befefsf 
gemachten Boransfegungen und Folgerungen. Die vorſtehenden Gleichun- 
gen daten aber auch darauf bin, daß man mit dieſer Annahme bie 
obigen Integrale (109) zwifchen. ben Grenzen 1 und O flatt zwiſchen 
V und O nehmen mäfl, ‚um bie Vemachläſſgung elntgerwaßer zu 
compenſiren. 

Wird 3. Bo din ſchwerer homogener Baden lothrecht autgehangt 
un am unten Endpunkte durch eine Kraft P_gelpannt, i ak man 
gX =.qggr=p; 28 wih dar .. 1. 


A | —B ⸗ 
.51 .. ' 


. TePtptloe), (azitgT 
ober wenn das ganze Gewicht pl ber Linte durch Q erfept wirb, 
(= Eh, 


bie Berlingerani iſt alſo in Bidet‘ Batte bieſlbe, als wem ber aben 
gewichtlos gedacht, und d die Haͤlfte ſeines Gewichtes am untern 
Endpunkte mit der Kraft Pvereinigt wirb. 

Gleiche Beziehungen beſtehen auch in Bezug auf die Dehnung des 
nach irgend einer Curve gekrümmten Fabendz man hat auch bier in 
dem Endpunkte bes Bogens s für die geoinetriſche Dehnung in bei 
Richtung des Fadens die Gleichung: 

A 
111.) ‚ ea = T, Eu 
und daher für die durch bie äußern Kräfte eingekien Derlängerung 
dieſes Bogens ben Ausbrud: 


= [a ji — Kart = 
fat, 


welcher wie bie vorbergehenben nur angenähert richtig und nur unter 
der Vorausſetzung anwendbar iſt, baß in ber ganzen Auebehnung 


des Fadens ein ſehr kleiner Bruch iſt. 

Es durfte ferner noch an erwaͤhnen ſein, daß wenn auch bei einem 
vollkommen biegfamen Faden Fir die wirkliche Ausführung von keiner 
Stauung die Rebe fein kann, für bie rationelle Betrachtung immer⸗ 
hin auch ein ſolcher Gleichgewichtszuſtand denkbar iſt, in welchem die 
liußern Kräfte die materielle Anie In’ der Richtung ihrer Länge zuſam⸗ 
menzudrücken oder zu ſtauen ſtreben; es tft denkbar, daß ſich bie ma⸗ 
terielle Linie in ber Geſtalt einer Geraden mit bem einenEndpunkt 
as einen feften Punkt ftäbt and im Gleichgewicht befindet, während 
am andern Endpunkt eine Kraft P angreift, welche gegen jenem Stätte 
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punkt gerichtet iſt, ober an allen Punkten berfelben eine in gleichem 
Sinne geriähtete geometriſche Kraft; es if 3. B. deitbar, daß eine 
ſolche ſchwere biegfame Gerade, in vertikaler Richtung in's Bleichgetsicht 
gebracht und im unterften Punkte unterftüst, im Gleichgewichte bleibt, 
und zwar ebenfowohl,:als es fich denken läßt, daß ein auf:feine Spike 
geftellter Kegel im Gleichgewichte blelbt, und man wird leicht einſehen, 
daß die in dieſem labilen Gleichgewichtszuſtande ſtattfindende Stau- 
ung oder Verkürzung bed Fadens auf dieſelbe Weiſe beſtimmt wich, 
wie die ann RBerUng oder Dehnung im Zuſtande des ſtab ilen 
Sieichgewichtes. .* 


! N 
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i . Die _ allgemeinen Gleichungen für h ben Gleichgewichts uftand be 
materiellen Linte nehmen eine einfachere Form an, wenn bie geumetrifche 
Kraft: in allen Punkten berfelben parallel gerichtet iſt und eine ber 
Cvordinaten⸗Achſen, 3: B. die der z, auch parallel zu diefer conſtanten 
Richtung angenommen wird. Man bat dann. X = 2, Y=6; untere 
Gteishungen * werden einfach 
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und bie beiden erſten derſelben geben bie Beziehungen: 


d d 
T-=T, cos 0, ; TI =Tycosß) y NE umge , (B. 


. ds ds .: . dx cos09 


welche nusſprechen, daß in bein betreffenden Falle die ganze Linie eine 
ebene Curve ‚bilbet und zwar in einer Ebene liegt, welche zur Achſe 
der z ober zue Richtung ber geometriichen Kraft parallel tft: und bie 
Richtung der Spannung To enthält; fie drücken damit aber auch bie 
Bedingung aus, daß die Richtung des am andern Endpunkte bes Bo— 
gend s angreifenden Spannung Ta in berfelben Ebene Tiegen muß. 
Man Tann daher im jetzigen Kalte diefe Ghene ſelbſt als Ebene der zu 
nehmen, woburc die mittlere der vorhergehenden Gleichungen (A) 
überfläifig wird und bie Gleichnngen (106). und (107) auf die ein⸗ 
fachen Formen: 


—— — — 


fen, , W rs di . F, \ ’ 
 LI-D [en = 1 für.ız . 
c.) E und F — a — . u 2 

u: . E- . .h J dx . . 


gurätommen 


Diele Gleichungen Anden unmittelbare Auwendung bei. per BeRingr 
mung ber Geftalt und Spannung eines ſchweren, volltommen biegfamen 
Fadens, welcher an zwei fehlen Punkten aufgehängt und nur ber Wir- 
fung der Schwere unterworfen iſt. Gin folder Faden wirb nach dem 
Borhergehenben eine vertifale ebene :Gurve Bilden, welche gewöhnlich 
Kettenlinte genannt wird, weil fle bie: tbeale Form ber von einer 
frei aufgehängten Kette. gebildeten Frummen Linie votſtellt. Nach dem, 
was barz vorher bemerkt wurde, Tanı'man Rich aber auch eime ſolche 
ſchwere materielle Zinie-in bet umgelehtten Form, wänslich bie convexe 
Seite nach oben gerichtet und fich duf zwei ‚fefte: Punto frützend, im 
Gleichgewichte denken, und fo wird fe bie ideale Form eines Gewölb⸗ 
bogens vorftellen, alfa. ald Gewölblir ie bezeichnet werben, müflen. 
Dffenbar tft die Kette nlinie bie beftänbige, die Sewölbtltnie 
dagegen bie nichtbeftändige Borm für, das Gleichgewicht einer 
ſchweren materiellen Linie, welche in zwei Punkten befeftigt iſt; ebenfo 
wird es einleuchten, daß die Spannung T im erften Falle einen Zug, 
im andern einen Drud vorftellt, und baß daher‘ in biefem rine Stan: 
ung bes Fadens flatt haben muß, werd in jenem ber Haben gebehnt 
ober neftveckt. wird: \ % 


Die lothrechte Ebene, in welcher “hie ſchwere Linie im Buftande 
bes Gleichgewichts enthalten fein muß, geht nothwendig durch Die beiden 
feften Punkte; dieſe Ebene wird man alfo als Ebene bee. xz und darin 
bie Achſe der z parallel zur Richtung ber Schwere annehmen ; bie bo= 
ſitive valfe berfeiben ſei aufwärts gerichnt, und bemnach 


2=—$8 ze —a=p,. E 


worin p bad im Allgemeinen verinderliche geomenriſche Gewicht 
der Linie in bem Punkte xz vorſtellt, bie auf fie wirkrube aͤußere 
Kraft. Die Gleichungen, aus weichen die Geſtalt und die Spannung 
ber Linte beftimmt werben muß, find demnach folgende vier: . 





*⁊ =, en - - s 
ee tee N. un 
0.0, 4. T— d. T 
N ZZ Eu Zu ds’ 0: In. 2 "2.0: a 

. — —=,0 
bt rg 07 MINEN de u FF re BE EP 
om, Drtiin zZ Pe ee re Je 1 EEE Zn BE Ze 27 27 Be J 


BEE En dT.; u „da. fi ni er 3. . an Ss Fa 
ar an. ie. Men Hlfr 177 
Kohl, 4 .. 

und es geht daraus Kern , ah ‘bie "verfisiebenen Formen, melde. die 
ſchyeye Linig annehmen kann, nur von, dem geometriſchen Gewicht p 
—— nämlich davon ob bieſe Kraft in der ganzen Ausdehnung der 
Linie conſtant oder nach einem gegebenen Geſetze veränderlich ft 
‚n Die ’eifte, biefer Gleichungen iſt an; p rn und * 
ourch ihr ee Sueae Une, bei 

d 


x 
J TE = Tome . 
!. jr bl ltr m RR 0. 2: tag 


a. 
ARE „6° 


bie allgemeine Eigenſchaft aus, Bub die norioriele Conponente der 
Spannnng für alle Bunkte der Ketten= oder Gemwölblinte gleich 
bleibt. Die zweite gibt De 

ehe ————— en 
u E J— Torino: * as. B: in, (Be 


... ’ ” . . ’ . / do . ..s s mn" ‘ 
mi . ’ 21 ar. 1 " Pe * x ’ i Ir, 2*. ” ! Hu 


and drückt aug, daß ver Unteejihleb zwiſchen den verlltalen Spannituge⸗ 

Componenten in dem Punkte x, zo und den entſprechenden Componenten 

in dem Punkte xz bem Bewichte des dee dieſen Punkten Legenden 

Bogens gleich ti. I wel 
Aus der dritten ber Gleichungen (D) Folgt die Beziehung: ’”' 


f R ‘ ZN Rx 
| 3 .. Fr ) “ 8 * dz 1 \ 
rn. T — I * 408. 5 9. . . (c. 
413133538 Fl :d8: r ih .. en . ir ol 
. ao *® . . . . 0 . \ 
rue, b 117% Ze re er A. 5, er Ba 


wa: dahin gebeutet werden Pant, daß ber Unteektieh wiſchen den 
Spamnungen Inden genaunten Punkten durch das Gewicht eines glei⸗ 
chen Bogens ansgedrackt wird: deſſen geometriſches Gewicht aber nu 
die kaugentiale Cornprente bes geometriſchen Gewichtes 2 MR. Au⸗ 
ber vierten der obiger Gleſchuengen Aamlich aus 


9 dx dx .. 
F Mi P75® zT P-P Ts u i ed. 


gr, 


enblich folgt das allgemeine Geſetz, daß die Spaunung T, felbR in dem 
Punkie zz durch das Gewicht einer materiellen Linie gemeffen wird, 
welche bem Krämmimgshalbwmefer an Länge unb deren eonſtantes geome⸗ 
kiſches Gewicht der normalen Componenten des geometriſchen Ge— 
wichtes p in dem betteffenden Punkte gleich tft; ober durch das Gewicht 
einer materiellen Linie; welche durchaus das geom rifche Gewicht p beſitzt 
und beren Länge ber verticalen Pro vojeetion bes Krümmungepalbueiiere 
gleich if; vl z ELF — yore steht N 

1 de Dehnung N Sau der‘ ſchweren Ente wirb durch er 
Integral: u | “on 


[ER ” ’ . ” Ey 3 di. 


I < 4-1 j 
E.) = — ri 1° “ * 2). ee Ir ve tfüinets 
0 


gegeben, das durch dasfelbe auogeſprocher⸗ o ſcheint ſich aber nicht 
einfach in Worten ansorüden a laſſer. 
rue E PER 
Die einfachfte Annahnte, welche fich über das geometrifche Bewiät p 
malhen läßt, beſteht offenbar darin, dieſe Größe als unv eränberlig 
für alle * der ma n Linie oder ben Faden als homogen 


2 


Unter Sfr Braun gibt die — b⸗ I" vorher⸗ 
gehenden $.:-: Ionboa, mun all on mei a 09 


f.) TonSrt-n 


und zeigt, daß ber Unterfchieb wwiſchen ben Spannungen zweier Punkte 
blos von ihrem verticalen Abftande abhängt und bem Gewicht eines 
Fadenſtůckes vom; einer dieſem Abſtand gleichen Ränge. gleich iſtz ; Nimmt 
tat, Damm. ben tiefſten Punkt B.der Curve, wo bie Tangente harizonial 
iſt, alo denjenigen, deſſen Coordinaten 0,20 End, in welchen dis 
Spannung gleich To iſt und vom, dem am —— * semeſex wi 
fo hat man e0 0 und baken.. nach Bleidang- (=), ‚oem 


r dx .. | " 
8) ri Zn, ,r , T=W—; 


bie Spannäig iſt daun aud; dee Sekänte bes Meigungsipintels ber 
Tangente gegen bte horigonbale Achſe der x Hropgetlopal.. Yurd) dieſen 
Scheitel B'der Curve Yegen wir ferner bie Achfe der z, fo daß auch 
%=0 wird,.zub, nefemen den Ynfangepunkt O ſo an, daß bie Spas 
nung To in B dem Gewicht eines Badenftüces von der Länge OB=z, 
gleich iſt, daß man alſo hat E 


[u 


she dn 





OR=pn , "= (h. 





und damit aus Gleiung (A) einfa /⸗ 
VOTE & 

nach biefer Annahme wird folglich bie Spannung in. —A 

Punkte durch das Beigcpt eines dadenſtüces von der Ränge ber Orb 

mate dieſes Punktes ganeffen. 

Ebenſo gibt die Gleichteng (b) "nnnvbie einfüchen Beziehungen: "' 


2 mds Due TREE } 
er Amer Tuer 7 


En "7 
xrticele Componente der Spannung 
Bogenſtũdes » gemeſſen wird, ‚die 
+ z bie Hyyotenuſe eines rechtwint· 
atheten von dem ‚Bogen s und ber 
m aud) den Poramieter ber Ket— 
b daß der von den Seiten z und s 
dieſes Dreiedes gebildete Winkel, zugleich bet Winkel ft, welchen bie 
Tangente in bem beizeffenben Swtte-xa mit der Achfe der z macht, 
Zieht man demnach von dem Fußpunkte P ber Orbinate MP=z, 


BD, sine, Geukseähte PS ‚auf die Tangente MT, ‚le, wird daR 








@ MPS das befprochene jein, in weldem MS bie Länge des Bo= 
gens BM vorftellt, und BS=0B—= iſi. 
Aus dieſem Dreief® oder durch Verhindung ber Gleichungen (6), 








(h) und (i) ſchließt. man femer die Sleichung: - G 
© Bo D00sE .n 5 F@ 


weile wit: den Glökfinnpen ik): verbunden. nach Giltnation 6 Dr 
genb':s..da®. Aenderungẽgeſetz der KCoorbinaten unſerer Curve "gibt, 
wit 


#- Viva cn 


un para folgt bie Gleichung berieben unter der dorm; 


u. .. 
9 





x 20 —1.aro cos — oder 2 I 10 cos: — 
.3 V ‚ , - »y— 1 
welche durch die bekannte Deziehung: 


i VE: _evi 

u ca =; N 4 © 

in die u... er 

2 / . rt. It. fs X...» X Da EP 
Ze re EEE Ce 

M.);. nn. 2* 44—2 te: ko. aa in, 


übergeht. Dieſe Gleichung begreift aber nicht nur die Curve ABC bes 
fabilen Gleichgewichtes, ſondern uch, wie in ber Ginkeitung zur 
Analyfis der Stetigkeit gezeigt wird, bie auf ber Seite ber 
negativen -z liegende Curve A’ * C Für Has’ nichtbefttndige Gleich⸗ 
gewicht; während 'alfo- bie erfte Turvebie Geſtalt ber Kettenlinte 
vorſtellt, zeigt die zweite bie Lage und‘ Geftalt ber Gewblblinie. 

J Dividirt man endlich die mitllere der" Gleichungen x) durch die 
Stleihuhg (1), fo folgt, was übgigend auch auf‘ dem Dreiede MPS 
auf einen. Bit hervorgeht, nn FIEEREE RE 9 


wi j may .- dt Tu a a Zi — 

. tun N J 437 J ii N. 
and mi! beim ·aus bei —* itm} ige —* von de 
‚dx 
erhal man bei Mnsbrud: el ahteilluin 


x x 
et dr . ” 0% , 
e ' +. sr. .. ‚he T. To » Fa %] 7 ’ .. 
u ss = —⸗ ke," ®. —: Bi’ fr, * { 3 FH (. N 


worin ber Bogen s durch bie, —— x andgebrückt erſcheint. 
Die vorhergehenden Ergebniffe Können übrigens auch noch auf 
andere Weiſe ahgelotiet.. werden. Ep: Ihnen bie Werthe son: m und: x 
{8 ; Zungkian;von x ammistelian.und unabhängig non einander gefunden 
werden, wenn man in ber Gleichung (1) die Beränberliche durch ihren 
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Werth aus der letzten der Gleichungen (k), nämlich z = Vz? + s? 
erfeßtz denn fie gibt fo 


z 8 
—— Veit * 
ds Væ 2% 
und daraus zieht man anf die Zahlen übergehend 


x 


— — Lo 
s+Voartt=ı+s= ne . 
Terner iſt ' 





(+8). —s)=n8 ; a—-s= n = ne ’ 


unb die Summe der Werthe von z+s und 2 — s gibt 


x x 
(3 
z—=4iu\e +e ’ 


während durch bie Differenz derſelben der Werth: 


x x 
(9 
=in\e —eo 


hervorgeht, wie oben. 

Mit den vorhergehenden Ergebniffen zieht man auch noch aus ber 
Gleichung (d) des vorigen $. einen einfachen Werth für ben Krüm- 
mungshalbmeffer, wenn man biefe mit den Gleichungen (i) und (k) 
verbindet; man findet fo 


p=1—=—, (0. 


und fAießt daraus, daß der Kerümmungshalbmefler in M bie dritte 

geometrifche Proportionale zu dem Parameter z, und zu der Orbinate z 

tft, ober die Hypotenuſe eines rechtwinklichen Dreiecks, beffen eine 

Kathete die Ordinate und worin der von beiden eingefchloffene Winkel 

wieder der Winkel ift, welchen die Tangente in M mit ber Achie ber 

x bildet. Diefes Dreieck ift offenbar dad Dreied MPR, Yig. 20, und 
Decher, Handbuch der Mechanik TIL 2A 
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es folgt daraus unmittelbar, daß der Krümmungshalbmefler auch der 
Normalen MR gleih ift, wenn unter Normale hier, wie ed in ber 
Gurvenlehre gebräuchlich tft, das von ber x=Achje begrenzte Stüd 
ber unbegrenzten Normalen verfianden wird. Es geht bieß übrigens 
auch fehr einfach aus dem bekannten Ausdruck: 


MR — «Yi4 Du 


für die Länge der Normalen hervor, wenn man für 4 7 den Werth — 
einführt und bie Iehte der Gleichungen (k) beachtet, — ſich ergibt 


=] 
Eu 
ss 
I 
nn 


Im Scheitel iſt o dem Parameter z, gleich; für große Werthe von z 
dagegen wird auch o fehr groß, da es wie bad Quadrat von z wählt; 
bie beiden Zweige BA und BC ber Curve ABC nähern ſich alfo in 
ber Geftalt immer mehr geraden Linien, ohne daß man jedoch fefte 


Alymptoten für diefelben bezeichnen könnte, ba 2 und x mit z un- 
endlich wird. 


Endlich zeigen bie bisher abgeleiteten Gleichungen, baß bie meiften 
von ihnen unmittelbar eine noch einfachere Zorm annehmen, wenn man 
darin den Winkel =, welchen die Tangente in M mit ber x= Adhfe 
einjchließt, als unabhängige Veränderliche einführt; man findet damit 
bie Beziehungen: 


dz 
— —tngte , T=pmsecr=T,seor, z=mser, 
dx 
P-) 

' s — zlnt „mn = MeeirT, 


und es bleibt darnach nur noch übrig, auch bie Abſciſſe x in Function 
diefes Winkels auszubrüden. Dazu hat man 


dz 
i. 7 = Z,seoTlangı = 2 se0T, 


und zieht daraus zuerft 


und dann 


—=2z ie = 2, Iogn tan (+ 4 ( 
Ba Far Zune 9 ir +z:) T 


al8 ben verlangten Werth von x in Function von z. 
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Die Anwendung der im Vorhergehenden abgeleiteten Beziehungen 
zwiſchen den verfchiedenen Größen, welche bei einer Kettenlinte vorkom⸗ 
men, febt voraus, daß der Parameter zu, von welchem allein die be= 
fondere Form derſelben abhängt, gegeben ober bekannt ſei; gewöhnlich 
tft aber diefer nicht unmittelbar gegeben, fondern muß zuvor aus andern 
Gegebenen berechnet werden. 

Sm allgemeinften Falle können die horizontalen und verticalen Ab⸗ 
ftände der beiden Aufhängspunfte und entweder noch die Ränge oder 
noch die größte Senkung der Kettenlinte in Bezug auf einen ber ge= 
nannten Punkte gegeben fein. Das lettere ift das natürlichere; es läßt 
fich aber unter diefer Vorausſetzung z, am wentgften Teicht beftimmen. 

Bezeichnet man den horizontalen Abftand AD der Aufhängspunfte 
A und C, Fig. 21, mit 2a, ben verticalen Abftand CD berfelben mit 
c, und bie tieffte Senkung BF der Kettenlinie in Bezug auf die durch 
A gelegte Horizontale mit h, ferner die Abftände AF und FD mit a, 
und a,, fo hat man zur Beftimmung der drei Unbekannten z,, a, und a, 
zuerſt bie drei — 


ns e "ie 9 Bde 
| u +9 = 2, 


CK = h+c+2,=12) (. + e 
aus welchen leicht die neuen Be 


8ı Rı \ 2 8: a \ 2 
(EN un lE-H) 
h=iz,\e —e „h+r=m\e —e ; 

24 
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und 


8, a,\ 2 a Ma 3 
+2, =1n \e +e ‚ +42, 0 e "ie 
hervorgehen. Daraus zieht man ſodann 


h-+22, h-+6-+2z, 
r.) "_yE — FE; 978 


und das Produft diefer Gleichungen gibt 

a 

21, N — — — 
2ue = (Yıh + Yır2u)(VYıre + Vate+2z). 
Ebenfo findet man 


8, 
j — 2 J —— -V h-te 
22, 22, 220 
und daher 


ine "= (Yirin —y n) (VireF% - Vi). 
und fchließt aus dieſen Grgebniffen bie Gleichung: 








a a 
(ES) 
u\e +e = VYh+2%)(h+c+22,) +YVhfh+e) , 
welche in Bezug auf 20 aufzulüfen if Dazu Tann man ihr dadurch, 


bag man 2 —=u, h+e= ! fegt, die Form geben: 


VE 


unter welcher ſie natärlich nur annuͤherungsweiſe aufgelöst werben Tann. 
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Man Tann diefe Gleichung aber auch durch Conſtruction auflöfen, in⸗ 
dem man fie in zwei zerlegt, nämlich in 


u ‚u 
y-=t ( e+e ) 
und ‘ 
ay=uyhh + Yhu+a)(h+a), 
und jebe biefer Gleichungen einzeln conſtruirt; ber Werth von u, wel⸗ 
cher dem Durchſchnittspunkte der entiprechenden Curve angehört, wirb 


dann ber gefuchte Werth fein. Die erfte ber vorſtehenden Gleichungen 
iſt offenbar eine Kettenlinte mit dein Parameter 1 und läßt fich 


x 
leicht mit Hülfe der Tafeln für e conftruiren. Die zweite berfelben, 
unter die Form: 


(ay — aYhr )” — (huta)(ha+a) 
gebracht und entwidelt, kommt auf | 
| aty? — 2aYhhuy — h+h)u— 2=0 


zurüd und zeigt fo, daß fie einer Hyperbel angehört, deren Mittel- 
punkt aber nicht im Anfangspuntt liegt und deren Achſe gegen bie 
Achſe der u um einen Winkel » geneigt ift, für welchen man bat 


Van 
+a 





lang 20 = 
Seht man dann zur Abkürzung 
— + a) = k ,; (Var Fann — a) —1, 


fo hat man für bie Coordinaten des Mittelpunktes dieſer Hyperbel 
die Werthe 


= — N en  ) ß — — Guy 


und bie Gleichung derfelben auf Mittelpunft und Achſe bezogen wird 


ky? — le =a; 
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ihre Halbachſen find demnach 


a a 2 —2 
—FE und ı ober Var und seclu—1l 


Hat man auf dieſe Weiſe u gefunden, fo ergibt ſich daraus unmittelbar 
ber Werth von z, und bie Lage ber x = Achfe in Bezug auf bie feiten 
Punkte. Die Werthe von a, und as ergeben ſich aus ben Gleichungen (r) 
unter der Form: 


u 


wenn man auf beiben Seiten bie Logarithmen nimmt, wodurch man hat 
er "ıye+ı), 
— 2 jogn (V* + vr: + .). 


Die daraus hervorgegangenen Werthe müſſen dann auch die Gleichung 
+2 = 2a befriedigen, und beſtimmen bie Lage ber z=-Achfe in 
Bezug auf die feften Punkte A und C. Die Ausführung eines Bel- 
fpteles muß dem Leſer zur Uebung empfohlen werden, namentlich in 
Bezug auf die Gonftruction ber vorhergehenden Hyperbel. 

Das Auffuchen bed Parameters 20 wird weſentlich einfacher, wenn 
bie beiden feften Punkte A und C in berfelben Hortzontalen Tiegen, 
alfo h" =h iſt, weil dann zufolge ber Gleichungen (r) au a, =, —a 
werden muß. Dean erhält daher 20 durch die Gleichung : 


j | a a 
22, u, _u 


welche fich wieder im zwei zerlegen läßt, nämlich in 





u u h 
ı=z(e-e ) und ’=-ı, 
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deren zweite einer gemeinen Parabel angehört, welche durch die Abſciſſe 
ihres Durchſchnittes mit der durch bie erfte bargeftellten Curve ben 
Werth von u beftimmt. och einfacher dürfte e8 übrigens fein 


1(e ) p h 
= 7z\e —e un  y„-nu 


zu feßen, alfo bie durch die erfte diefer Gleichungen bargeftellte Curve 
durch eine Gerade zu ſchneiden, welche um ben Winkel æ = aro fang * 


gegen bie Achſe der u geneigt iſt, und durch den Scheitel jener Curve geht. 

Für die Berechnung von zy tft e8 vortheilhafter, die Beziehungen (p) 
bes vorhergehenden F. anzumenden, alfo die Gegebenen duch den 
Winkel 7 auszubrüden und zuerft den einem Aufhängspuntte entiprer 
enden Werth biejes Winkels zu berechnen. Bezeichnet man biefen 
Werth mit z,, fo hat man 


2 sin? 
h+2 = zmser , h=z (seer—1) = 2% —— 
a = zlogntang(4r + fr,) 
und zieht daraus | 
a _ logn tang & 4T,) 0er 
h 2 sind tr, . 
Um diefe Gleichung aufzulöfen,, fegt man 
_ y,, logn tang (4 + }r,) BR}. 
y‚- Tan, we log h 


oder 
y = dog log tang (45 +47) +2dE log sin} -+ log cosz, +k, 
worin k den conſtanten Logarithmus 
h h 
log 2,0259 + log, — 0,36222 + Fre 
vorſtellt, und beftimmt , fo, daß y Null wirdz mit diefem Werthe 
von r, ergibt fich dann z, durch die Gleichungen: 


1 1, cost, 


20 — * og ang (Anm +$r) pure 
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Wärez.B.2a—160 , h=16 gegeben, alfo 10, fo wird 


k = 0,36222 + log „ı; = 9,36222 , 
und bie Berechnung bed entiprechenden Werthes von z, tft folgende: 


1) für ,=20°, 4r,=10° 2) für „= 235°, 47,=120%0' 
log tang(4rr-+4:,) = 0,15477 log tang (1r-+4:,) = 0,1981 


log log tang 55° = 9,18969 log log tang 51° — 9,29183 





tog cos 0° — 9,97299 log cos 25° = 9,95728 
d.E. ig sin 10° = 0,76033 d. E. log sin 12° 30 — 0,66466 
„un mn 7 0,76033 nn m ⸗ = 0,66466 

k = 9,36222 k — 9,36222 

— 0,04556 “y = 994065 

= — 0,5 


Der wahre Werth von 7, liegt demnach etwas näher an 20% ald an 25°, 
alfo zwiſchen 229 und 23%; man findet durch eine gleiche Rechnung 


3) für «, = @, frz, — 20 
y = 0,0122 , y=— 0,01%8 


und ſchließt daraus, daB ber gefuchte Werth von z, ben Ynterfchieb 
zwiſchen 229 und 239 im Verhältnig 1:20 thetlt, alſo nahe an 2203 
liegt. Die weitere Rechnung gibt 


5) für 7, = 2207 6) frz, = 2204 
y,= 0,00051 VY. — — 0,00020 


und zeigt, daß z, im Verhaͤltniſſe 2:5 näher an 2202’ liegt, und 
demnach gleich 229 37,4 gefet werben Tann, wie ed denn auch durch 
wiederholte Berechnung von y beflätigt wird. Dan bat auch eine 
weitere Beftätigung in ber boppelten Berechnung von z,, nämlich 


loga = 1,90309 log 4h = 0,90309 

d.E. Zg tang (4° + 47,) = 0,16579 ig cos ı, = 9,97799 
d.E.logM = 9,63778 d.E.logsintr, = 0,71829 

log 2, = 2,30666 non = 0,71829 

„= 02 ‚61, log Zu = 2,3066, 


welche eine vollkommene Uebereinſtimmung ber Werthe von Zog z, ergibt. 
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. Wenn ftatt der Sentung h die urfprüngliche Yänge 21 des bieg⸗ 
ſamen Fadens und bie Lage der beiden Aufhängspuntte wie oben gegeben 
ift, fo muß flveng genommen zuerft die Verlängerung 21 berechnet wer⸗ 
ben, welche durch das Aufhängen erzeugt wird. Dazu hat man nad) 
Gleichung (e) in $. 66 und mit dem vorhergehenden Werthe von 7 
den Ausdruck; 


worin I’ die Länge bes einen Theiles AB, Fig. 21, der anfgehängten 
Kettenlinte und = die Ordinate feines Schwerpunftes bezeichnet, und 
welcher ausfpricht, daß bie Verlängerung diefelbe iſt, als wenn Die 
Spannung des Fadens AB in allen Punkten derjenigen gleich gemacht 
wird, welche in dem Punkte J ftattfindet, der mit dem Schwerpunfte S, 
von AB in bderfelben Horizontalen Liegt, alſo wenn man den gewichtlos 
vorausgeſetzten Faden AB in lothrechter Lage durch ein am untern Ende 
angebrachtes Gewicht pz fpannen würde, 

Für die Ordinate = Haben 1 wir in F. 33 bes zweiten Buches ben 
Werth: 


gefunden, worin z, und x, die Coordinaten vom Endpunkte des Bo— 
gend 1’ bezeichnen, alfo Größen, welche ebenfowenig als der Parameter z, 
unmittelbar gegeben find; e8 würden daher die Gleichungen, welche zur 
Beſtimmung diefer letztern Größe dienen follen, viel zu complicirt, wenn 
man dabei die Verlängerung fogleih mit berüdfichtigen wollte. Man 
wird viel beffer thun, wenn man dieſe in allen Zällen fehr kleine Ver— 
längerung zuerſt vernachläjfigt *), den Parameter z, "auf die nachfol- 
gende Weife mit ber gegebenen Länge beftimmt, und dann, wenn es 
nothwendig erfcheint, für die‘ darauf folgende Geftalt des Fadens bie 
Drdinaten z, und =, der Schwerpunkte der vom Scheitel anfangenben 
beiden Bogentheile berechnet, um damit die Verlängerung bed Fadens 
zu finden und ben vorherbeftimmten Werth von 2, zu verbeflern. 


*) Diefe Verlängerung tft ſelbſt für Fäden aus vulkaniſirtem Kautſchuk, dem dehn⸗ 
„barfien Stoff, den man bis jegt kennt, noch eine fehr geringe, ba für ihn bag 


Verhaltniß 2 doch noch einen ziemlich Heinen Werth Hat, 
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Nehmen wir alſo an, bie wirkliche Länge 21” bes Fadens ſei be⸗ 
kannt, und 1, und I, ſeien bie unbekannten Längen ber beiden vom 
Scheitel anfangenden Bogentheile BA und BC, Fig. 21, fo daß man 
bt, 13 273; ferner ft 2a= AD ber horizontale und c= CD 
ber verticale Abftand der Aufhaͤngspunkte A und C, von denen ber erſte 
wieder aus ben beiden Theilen a =AF und a — PD beſteht, fo baß 


2a, +23. Wir haben dann gemäß ber Gleichung (n) bie Be— 
ziehungen: 


4, 8, 8: 8 
39. (9) 
, = 42 e —oe N , = iz, e —-e N) 


ferner wie im vorhergehenden Falle 


uinaim(lete ) —E— ) 


und ziehen daraus als Summe der beiden erſten und als Differenz der 
beiden letztern die neuen Gleichungen: 


Pe a 
incercml&letre — e ), 


X A⸗ &, &s 
(2.3.3. 
) e=4z @ +e — ee — ee . 


Daraus folgt weiter 


e 8: 21 _i 
( 2, *) Ze ) 
2!’+c=z\e —e ‚ 21/—c=z,\e —e 


und | 
2a 2a a _a\: 
( % 77 ) Le ) 
41_-3=zt!\e te —!)/ =zu’\e —e "3 


macht man alſo m = u, woraus 20 = — folgt, fo erhält man 
bie Gleichung: 
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1( u =.) Al? _ c2 
7 e —e = 2, 





welche in Bezug auf u aufzuloͤſen iſt, und dazu in die zwei Gleichungen: 


u — u _ 02 
 ‚=-e — ee , = yo 
. a, 


zerlegt werden kann. 


Hot man mittels dieſer Gleichungen den Werth von u und daraus 
Zo berechnet, alfo die Lage der x-Achſe in Bezug auf die Aufhängs- 
punkte beſtimmt, fo bleibt noch die Lage des Scheiteld B oder die Lage 
der z=Achfe, d. h. ber Werth von a, oder a, zu berechnen. Dazu 
febt man 
y =(u+vV)n ; y=(u— vv); 


und findet damit nach dem Vorhergehenden die Beziehung: 


V — V 2 c 
7a Zu? 
„(e-e‘) 
deren rechte Seite nur aus bekannten Größen beftcht, und daher leicht 
in Bezug auf v aufgelöst werben Tann. 
Nehmen wir 3. B. bie Horizontale Entfernung ber Aufhängpuntte 


22150 , bie verticale e=20 md bie Länge 2=217 — 200, 
jo folgt 


V(21+e)(21—c) Y220.180 


r 75 — 2,6533 = ku ; 


ferner hat man 


0 


u —u | —_u 
fr 1 ,e=27183, 0 03679, e —e =2,3504, ku—2,6533, 
„1,10, „ =3,001%%, 0,3329, —=26713, „ —2,9186, 


9 
„1%, 33201 —3012. 2 —3,0189, 4 —3 1840, 
„1%, * ==3,6693 , 0,2725 , 2 —3,3068 , 2 —3,49 , 
» —=1,35, n —3,8574, 0,259 , —3,5982 , 9 —3,5820,, 
„134, , 380, U, —, 3,5572, „35555, 
„1,33, en) 3,7810, —D,2645 , 9 3,5165 , 2 3,5290, 
e8 ift alfo 
u _ 
fru=1,3, e-—e —kı= — 0,015, 
„=1,3, ee y = + 0,017 , 


und demnach ber gefuchte Werth u= 1,3388. In ber That findet 


u — u 
man für dieſen Werth übereinſtimmend u —— —3, 5323 
und berechnet damit 


a 75 m 
= 7555 9,00 e) 
2c 40 
„( u )  56,020.3,5523 = 0,2010, 
u\e — ee 


wodurch fich die Gleichung: 


2v v 
e —(0,201e =1, 
ergibt, und dann die Werthe folgen 


N) 


e —1,1083 ‚„ ‚u=5,609 , 4 =659,31 ,„ 2»=%,609, 
Damit berechnen fich die Orbinaten z, und z, ber Aufhängepunkte A 
und C und bie Bogenlängn AB=1, und BC=], 

„,=14,%, 3—14,4, Wh=8,5 , »=111,65 
alfo 
3 — u=c=1)%6 , hK+h= 19,9. 
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Man Hat daher für bie Goorbinaten =, und =; ber Schwerpunkte 
diefer Bogen die Werthe: 


1 m 1 ” 
2 = gut,“ = 74,34, a — gatz,“ = 82,63 9 


und findet demnach, wenn für das Verhaͤltniß — der ziemlich große 


Werth 2 angenommen wird, für die DVerlängerungen I, und I, 
die Zahlen: 


4 m 
4, =88,54.0,07434 = 6,582 y fe = 111,45.0,08263=9 ‚209 2) 


welche eine Länge 27 = 215,79 für ben aufgehängten Faden geben. 
Mit diefer neuen Länge muß num auf bemjelben Wege wie vorher der 
genauere Werth für 20 berechnet, und fo fortgefahren werben, bis alle 
Größen die entiprechende Genauigkeit erhalten haben. 
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Außer den geometrifchen Gigenfchaften, welche in 6. 67 abgeleitet 
wurden, befigt die einfache Kettenlinie noch bie beachtenswerthe 
mechanifche Eigenfchaft, daß der Schwerpunft eines beliebigen 
Bogenftüdes derfelben tiefer Liegt, als ber eines gleich— 
langen Bogens irgend einer andern fhweren homogenen 
Gurve, weldhe durch die beiden Endpunkte jenes Bogen 
gezogen werben fann. 


Es liegt auf ber Hand, daß bie Curve, deren Schwerpuntt bei 
gleicher Bogenlänge und denſelben Aufhängepunkten eine tieffte Lage 
hat, nur eine ebene Curve und ihre Ebene nur vertikal gerichtet fein 
Tann; es genügt aljo in diefer Beziehung, nur Gurven zu vergleichen, 
welche in ber durch bie gegebenen Aufhaͤngepunkte gelegten Bertifal- 
Ebene durch diefe Punkte gezogen werben Tönnen. In biefer Ebene 
nehmen wir daher eine beliebige Lothrechte Gerade als Achfe der z, 
eine beliebige wagrechte ald Achfe der x an, und bezeichnen bie Coor- 
binaten ber beiden Aufhängepuntte in Bezug auf diefe Achien mit x, 20 
und x,z,, die allen Curven zwiſchen biefen Punkten gemeinfchaft- 
liche Länge mit L und den Abitand ihres Schwerpunftes von ber 
x= Achfe mit =. 
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Die Gleichung einer ſolchen Curve wird bie Form 
z=f(x,k) 


erhalten, worin k eine Größe vorftellt, melde für jede einzelne Curve 
eonftant, aber von einer zu andern als veränberlich zu betrachten iſt, 
und von welcher für ben Uebergang von einer Gurve zu andern z und 
x willkürliche Functionen vorſtellen. Diefe Functionen ftehen jedoch 
durch die Gleichung: 


dz Öx 
sk — fx(x,k) = 


% 


dz dx 

dx dk ’ 

welche nach F. A2 der Einleitung das Geſetz für bie Aenderung ber 
Coordinaten bei dem Uebergang von einer Curve zur andern ausbrüdt, 
in gegenfeitiger Abhängigkeit, fo daß nur eines ber beiden Nebergangs- 
geſetze 2 oder er als gänzlich willkürlich beliebig angenommen 


werden Tann. | 
Tür das Moment des Bogens L in Bezug auf bie x = Achfe hat 
man ferner (Buch IL, $. 28) den Ausdruck: 


x, 779718 2 ' 
2 
Lz = (2..Y14(@) j 
Xo 
und fließt daraus für bie Orbinate = bes Schwerpunktes von L bei 
dem Mebergang von einer Curve zur andern das Aenderungsgefeß: 


x — 
s.läx.z 1+() 311/12)’ 
dx X dx a dx 
Li,” ok — * * 
— 


welches, wenn die angedeutete Variation theilweiſe ausgeführt und bie 
Verſetzung ber Zeichen d und d, db. h. die Umänderung in ber Orb» 
nung der Vebergänge von einem Punkt zu einem benachbarten vor⸗ 
genommen wird, auch die Form annimmt: 


x, — — „iz 1.97 
dz dz =) dx "ok 
LS - [ejay: + (+ + 7 dz a dx | 

1 +1 — 
Xo V (+) 
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Das zweite Glied der eingeflammerten Größe unter dem Integral⸗ 
seen zum theilweife integrivt werben und dadurch ergibt fich der 
usdruck: 


Z 
d 8, Z ix x, 2 
LE = NT. —— — _0z — d. ꝰ. —— 
+) i y' +) 


“ 82 d x 
. Z 
+ ey rl) 


dz dz\21 3 
in welchem das Aenderungsgeſetz von 21, [ + (z) in Bezug auf 
x durch das Zeichen Dx angedeutet ift, und welcher fich mit der Bench- 
tung, daß das Uebergangsgeſetz an den beiden Grenzen Null wird, 


weil dieſe Grenzen als feſte Punkte allen Curven gemeinſchaftlich find, 
daß man alſo 


zZ, 2 ix dz 
Zo dz \2 Ok 
V' + (7) 


hat, auf ben einfacheren 


I „42 
dm _ ‘ dz\2 dx 0Zz 
. V'+( 


=0 


— — 


dx 


urüdführen läßt. 


Sol nun diefer Werth ein lleinſter werden, ſo muß die rechte 
Seite anf Null zurückkommen, und dieß iſt wegen des willkürlichen 
Factors 4 mm wöglich, wenn die eingeklammerte Größe für jeden 
Werth von x oder für jeden Punkt der Curve Null wird. Man erhält 
daher für die betreffende Curve bie Bedingungsgleichung: 


a 


(u) Fran; (2) _o 
Ver Vee@T 


woraus nach einigen Teichten Reductionen bie einfache Gleihung: 


A.) 1+(2) -25 >= 


als die bezeichnende Eigenſchaft derjenigen Curve hervorgeht, deren 
Schwerpunkt die tiefſte Lage hat. 
Bringt man aber dieſe Gleichung unter die Form: 


dz\2 
1+(%) 
dx? 


2 = 


und vergleicht Die rechte Seite berfelben mit dem allgemeinen Ausdruck 
für den Krümmungshalbmeffer ebener Curven: 


| | dz\313 

+(&)] 

Zur Pe 
dx? 


fo findet man leicht die Beziehung: 


dz\2 d 
=» VV1+(4) —23, 
welche mit ber Gleichung (o) in $. 67 identiſch iſt und zeigt, daß die 
durch die Gleihung CA) ausgebrüdte Eigenſchaft der einfachen 
Kettenlinte angehört. | 


Man erhält übrigens aus ber Gleichung (A) leicht unmittelbar 
bie Gleichung ber betreffenden Curve, wenn man 


dz N dx 
di Fo g 











5 _ 


febt und die genannte Gleichung in 
dz __Pp 7 
dp. 1+p 
umwandelt; denn man zieht baraus als erſtes Integral unter der Vor⸗ 


ausſetzung, daß man p = = = 0 dat, wenn z= 2 “ 


Ä 
Ä logn = Zbm(i+P), 


oder in andern Formen 


dz\? dz / ı2 | 
Var). ey, 


übereinftiimmendb mit ben frühern in $. 67 erhaltenen Differential- 
Sleihungen, aus welchen wir die Gleichung der Kettenlinte ab- 
geleitet haben. 
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Um auch) eine Anwendung unferer Gleichungen (D) in $. 66 auf 
einen Fall zugeben, wo das geometrifche Gewicht p richt conftant iſt, 
wollen wir die einfache Vorausſetzung machen, daß biefes Gewicht dem 
Coſinus des Winkeld 7 proportional ſei, welchen die Tangente in dem 
betreffenden Punkte mit der wagrechten Achſe der x x bildet, daß man 
alfo hat 


dx u 
p= Po c08 7 = Pas’ 


wenn Po bee geometriſche Gewicht im Sqeitel vorſtellt, wo 0 0 ik. 
Unter dieſer Voxausſetzung geben die beiden erſten der Gleichungen 
(D). die Beziehungen: 


für welche wieder der Scheitel als der Punkt xyz, genommen iſt, in 
bem ber Faden bie Spannung T, hat. Macht man dann To — poh, 


und dividirt die zweite ber vorfichenden Gleichungen un bie erfie, io 
Decher, Handbuch ber Mechanik TIL. 
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erhält man daraus, und wenn 2, —=0 gefeht wird, fo daß der Scheitel 
jelbit Anfang ber Eoordinaten iſt, 


dz_ x 2 
57 3, > x3 — 2hz. 
Unter der jegigen Vorausfeßung muß demnach ber Faden bie Ge⸗ 
ftalt einer gewöhnlichen Barabel erhalten, wenn er im Gleichgewicht 
bleiben fol, und man Tann fi diefen Hall in ſolcher Weiſe vorftellen, 
daß an einem gewichtlofen Faden ABC, ig. 22, ein zweiter aber 
ſchwerer homogener Faden DE mittel& beliebig vieler verticaler gewicht- 
Iofer Fäden ab aufgehängt ſei und dabei die Korm einer Geraden er- 
halten fol; po wird dann das conftante geometrifche Gewicht bes 
Fadens DE fein. 
Fir die Spannung T.erkält man burch bie vorhergehenden Gleichun⸗ 
gen ben Werth: 


d — 
T= —* = To V:+5 = pYh?+x: 


und damit folgt nach (E) in $. 66 bie Verlängerung I bes Fadens 
vom Scheitel an 


ern) 
fear) tele). 


Alle diefe Gleichungen find leicht auf einen gegebenen Fall anzuwenden, 
weil bie Groͤße h leicht zu beftimmen tft, wenn die Lage der Aufhänge- 
punkte und die tieffte Senkung bed Fadens ober auch feine Länge ge= 
geben tft. Sch werbe indeſſen hier nicht näher darauf eingeben, da 
wir bei der Theorie der Kettenbrüden im folgenden Bande einen 
allgemeinen Fall unterfuchen werden, welcher den einfachen vorhergehen⸗ 
den einſchließt. 





s. 11. 


Eine etwas allgemeinere Anwendung als in den vorhergehenden 
Unterſuchungen, finden unſere Gleichungen (103) bis (107) bei der 
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Beftimmung der Geftalt eines ſchweren Fadens, welcher an zwei Punf- 
ten befeftigt iſt, und mit biefen eine gleichförmige Bewegung um eine 
verticale Achſe befist. Unter biefer Borausfekung ergeben ſich nämlich 
aus den in $. 45 abgeleiteten allgemeinen Gleichungen m mit ** 
rückſichtigung der in 


u. ſ. f., folgende Gleichgewichtsbedingungen: 
12 “a 
SHE9)=0, —— +g(H4np2)=0 
‚ (113. 
d. Ku 


——+qzZz=0 








für welche Die Achfe der F als Drehungsachfe genommen tft und ꝙ ” 
eonftante Winkelgefihwindigfeit bedeutet, bie äußern Kräfte E, H, 
aber noch unbeftimmt gelafien find. Für einen ſchweren daden * 
eine verticale Drehungsachſe hat man wieder 

5 == 0 ‚ = ( y ZJ3=—-$g 


und daher die Gleichungen: 


4.18 4.1” 
ds 
— trıpfn=b; 





(114, 
1.1 
ds_ 00 
ds 89 — 2 





welche auch aus den Gleichungen (103) hervorgehen, wenn man fuͤr 
x, y, z bie Coordinaten 5, n, & und für die Kräfte qgX, qY bie 


Gomponenten des geometrifchen Bewegungsbruckes qyayER-+ 7? 
einführt. 

Unter der einfachften Vorausſetzung endlich, daß bie beiden Auf- 
hängepunkte in einer und berjelben Ebene mit der Drehungsachſe liegen 
und daß dann auch der Faden felbft ganz in biefer Ebene enthalten ift, 
welche wir als die ber EL nehmen wollen, Tommen die vorſtehenden 
Gleichungen auf zwei, nämlich Die erfie und britte une 2 und zeigen, 
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daß ſich ber jetzige Zuftand des Fadens von dem frühern hauptfächlich 
durch die horizontale Komponente der Spannung unterfcheidet, welche 
nun nicht mehr conftant tft, wie im frühern Falle. 

Man wird ferner leicht einfehen, daß fich aus ben Gleichungen 
(113) und (114) auf diefelbe Weiſe, wie aus den Gleichungen (103) 
die Gleichungen: 


1—T= [ür.als =+H% — —E — 
und 


115.) T—-T ji le, — oRE 9 


ableiten laſſen, aus welchen die Spannung unmittelbar in Function 
ber Goordinaten & und L berechnet werden Tann, wenn die Yunction 
unter dem Integralzeichen ein vollftändiges Aenderungsgeleb darſtellt, 
alſo namentlich in dem Falle, wo die Dichte q conſtant if; man er⸗ 
halt dann einfach 


T-R= —F — —X — opt (& — 6). 


Auch für die verticale Componente der Spannung ergibt fich wie in 
dem Falle des Aufßern Gleichgewichtes aus der letten! der Gleichungen 
(114) ber. ‚einfache Werth: 
. fi L : ’ pi 

4 1 — Teina; ten: 
für bie horizontale Componente dagegen kann der Werth nicht unmittel⸗ 
bar in Function der Coordinaten oder ber Bogen-Entfernung: s — s0 
bes betreffenden Punktes ausgedruͤckt werden; man erhält aber ben 
Ausdruck: 


— | | 
To c080, — 17 = |ie.ap = = q(ls — nz 


in welchem E, Die Abfſeiſe des Schwerpunktes von dem Bogen s — 50 
bedeutet, und welcher ausfpricht,, daß die‘ Aenderung ber horizontalen 
Somponenten der Spannung dem dynamiſchen Drucke der in ihrem 
Mittelpunfte vereinigten Maſſe q (8 — 5.) des Bogens s — 5; gleich ft. 
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Wenn bie anfänglichen Zuftände der Art find, daß der Scheitel 
ber Gurve in der Drehungsachfe bleibt, fo Tann man dieſen wieber als 
den Punkt annehmen, defien Coordinaten &,, To find, und den Bo- 
gen s in dbemfelben anfangen laflen, fo daß man hat .—=0, H=0. 
Macht man dann auch Tu =ggL, fo erhält man die einfachen 
Gleichungen: 

d 


1 J .o u 
T= (80. 29°") J 1 = 8148, 
und daraus folgt durd) Elimination von T 


=, u 


worin k für Gi ſteht. Man hat zwar auch noch 








d TE , d. „de Ä 
e__ 22 und daraus. 3 __5 
ss 19 s "x 


allein alle diefe Ausdrücke bieten megen ber Vermiſchung der drei Ver- 
änderlichen 5, & und s, welche in gegenfeitiger Abhängigkeit ftehen, 
für die weitere Integration unüberfteigliche Hinderniffe dar, und kön— 
nen nur unter erleichternden Vorausſetzungen annäherungsmeife weiter 
behandelt werben. 


Läßt man dagegen bdiefelbe Vorangfegung zu, wie in bem vorher 
behandelten Falle, nämlich daß die Dichte q dem Coſinus bes Winkels 7 


proportional fein foll, fo Bat man für einen beliebigen Punkt qq, =, 


wenn go die Dichte im Scheitel vorſtellt, und es wird demnach unter 
Beibehaltung ber obigen Annahme in Betreff bed anfänglichen Zuſtandes 
und der Lage der Achſen 


8 
d 1 


dt ° dE - | 
1 = [in.eui — 8905; 
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daraus folgt fogleich das Aenderungsgeſetz: 


— u 2777722 — 


und aus biefem zieht man 


5C— = klogn Tier 


als die Gleichung der von dem Faden gebildeten Curve. Mit ben 
vorhergehenden Componenten von T erhält man bann leicht die Span— 
nung felbft, während fich im jebigen Falle der Ausdruck: 


= ul — 9° 5 — 23 * 


nicht direct integriren laͤßt. Eine weitere Unterſuchung dieſes Falles 
mag dem Intereſſe des Leſers uͤberlaſſen bleiben. 
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Gehen wir nun zur Unterſuchung der innern Bewegung eines 
elaſtiſchen Fadens über, welcher ſich im Zuſtande des aͤußern Gleich⸗ 
gewichtes befindet. 


Die dieſem Zuſtande entſprechenden allgemeinen Gleichungen (78) 
in F. 38 nehmen unter Zugrundlegung ber in F. 63 angewendeten Be- 
teachtungen für einen folcden Baden die Form an: 


dx dy 
6d.T— d.T— 
ds d Ux ds d Uy — 
(x - )0. öy +alr - )=% 
116. ’ 
d.T— 





und gehen dann unter der Vorausfehung, daß die geometrifchen Deh⸗ 
nungen besfelben ſehr Klein bleiben zufolge ber in $. 44 entwidelten 
Betrachtungen in die Gleichungen: | 





dx dy 
Te 8.17 . 
08 de ’ zur TE + LTE ’ 
117 
3.rdz ng 
ds 1 — d ‚ 
ds +4 — 99 


über, welche ben daſelbſt abgeleiteten Gleichungen (98) entiprechen. 

Bet einer materiellen Linte gibt e8 nur eine beftimmte Richtung 
de8 Meberganges von einem Punkte zu einem andern; ed muß. baber 
bier die Richtung der geometrifchen Dehnung mit der Mebergangsrich- 
tung ($. 42) alfo mit der Richtung ber Tangente an der von bem 
Baden gebildeten Curve zufammenfallen; der Winkel I in der Gleichung 
(b) $. 42 wird Null und man Hat demnach für bie geometriiche Deh- 
nung D den Werth: 

& _ dr dx | dyay, dyde 
ds ds ' dsds ' dsds ' 
Sind dann 
‚= f (0) und 20 — (x) 


die Gleichungen für diejenige Form ber materiellen Linie, von melcher 
aus bie Aenderungen 2, H, 3 tn der Lage ber einzelnen Bunfte ge- 
rechnet werben, 

y=yı(X) en) 
ihre Gleichungen am Enbe ber Zeit t, 70) die Spannung der Linie 
in dem Punkte beffen Coordinaten xO, yMD und zn waren und T 
biejenige, weun feine Coordinaten 


x=@4E, =-yYWW+49, ı=W+3 (a. 
geworben find, fo kann man unter der obigen Vorausſetzung fehr Feiner 
Dehnungen, und nach $..69 

_ T=T0+:.9 
feßen, wenn wie früher & ben Glafticitätömodul des betreffenden Fadens 
und D die geometrifche Dehnung im ji x yz bezeichnet; man hat ferner 


dx * 
ds 





+ SE weh 
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bie zu ben Achſen parallelen Gomponenten ber Spannung werben daher 


= mr rn ren, 


18. =D, 


d 200 


= 04 rer, 





und bie geometrifche Dehnung d kann darin mit Vernachläffigung ber 


dn \2 
ſehr Heinen Glieder * 3) (7) , (5 ) durch den Werth: 
_ dg dx dx(®) dy dy” dz d z(0) 


119.) —ds ds 'ds ds ds ds 


erſetzt werden. 

Ebenſo Taffen ſich auch die geometrifchen Kräfte qgX, qY, qz 
mittel8 der vorhergehenden Beziehungen (a) durch die Goorbinaten 
x), yQ, zn) und deren Aenderungen €, 9, 3 audbdrüden, 
und wenn alle diefe Ausdrüde in die Gleichungen (117) eingeführt 
find, fo hängt bie Beftimmung ber Bewegungsgeſetze ber materiellen 
Linie noch von der Auflöfung der Aufgabe ab, für die Veränderlichen 
£, H, 3 Bunetionen von xD , yQ , 20) und t zu finden, 
welche diefen Gleichungen und dem anfänglichen Zuftande des Fadens 
Genüge leiften, indem man dabet beachtet, daß nach der Ableitung ber 


2 

Gleichungen (96) in $. 44 bie Nenderungsgefebe 7 ‚uff, nur 
partielle Aenderungsgeſetze in Bezug auf t allein ausdrücken, während 
| d.T 2 d 

bie Acnderungsgefete — 2, u. ſ. f., von ber Aenderung von t 
unabhängig find und nur in Bezug auf die Aenderung von s ober von x 
befteben. 

6. 73. 


Nehmen wir ald Anwendung ben einfachftien Fall, indem wir vor- 
ausſetzen, daß ein folcher Faden AB, Fig. 23, an einem unverrücdbaren 
Punkte A befeftigt und durch einen zweiten feften Punkt B gezogen fe, 
und durch eine Kraft P gefpannt werde, gegen welche fein Gewicht 
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vernachläffigt werben kann, daß alfo dieſer Faden in feinem Gleich— 
gewichtözuftande ‚bie Geftalt einer Geraden und eine durchaus conflante 
Spannung P befite. Es fet dann A der Anfangspunft der Goorbinaten, 
AB bie Achfe der x und demnach 


o—=-0 , 0 — 0 
bie Gleichungen feiner Geftalt für” das ruhende Gleichgewicht, von 
welcher wir ausgehen wollen, fo daß die Coordinaten eines Punktes m, 


deflen Lage M in jenem Zuftande durch Die Abſciſſe xD beftimmt tft, 
während ber Bewegung ober am Ende ber Zeit t durch 


= m+r ’ ı=h ’ =} 
vorgeftellt werben. 
Nach diefen Borausfegungen haben wir 


(()) dyca d 200) 
TC) P 1 ’ = —0 y 9, 


alfo nach (119) 








es tft aber auch 
Val) +) 


und wenn bie Quadrate ber fehr Heinen Berhättniffe IE ix 8 j ni 








und neben. der Einheit vernachläfftgt werden 
ds — d x dx(0) — dr 
ds) . + dx). ? ds 1- dx) ?. 


alſo mit gleicher Annäherung einfach 
ag 
= d x 


Darnach werben dann bie Komponenten (118) der Spannung T wäh- 
rend der Bewegung die Werthe erhalten: 


M 
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dx 
re (? + 5) (1 + 5) > 
dy ip 
h) lt) 


mn dg dz 
-=(? +e 36) dx0 ° 


von welchen ber erftere mit Vernachläſſigung bes Kleinen Gliedes -: 
neben der Einheit noch auf ben einfacheren 


dı dg 


rt 


zurüdgeführt werden Tann. Man kann ferner wieder in den Aende— 
rungsgefehen biefer Gomponenten in Bezug auf die Aenderung von s 


dieſe Veränderliche durch die xD erfegen, und zur Vereinfachung x 
für xD einführen, wodurch biefelben die Zorn annehmen: © 








dx 
TE ar 
ds ex’ 
dy | 
d.T — 
°.) ds eg 2 d’r 
ds = (p re 2): da +8 dx? 
dz 
d.T — 
"ds d24 dy der 
let 2) dx TE dr Im 


Nimmt man enblid) an, daß der Faden uriprünglich homogen tft 
und in feiner ganzen Ausdehnung eine conftante Glafticität befigt, fo 
daß bie durch die Kraft P bewirkte geometrifche Dehnung auch durch— 
aus conftant tft, fo kann nah 44, Gleichung (97), auch die Dichte q 
während der Bewegung ald conftant betrachtet werben. Bezeichnet man 
dann bie Entfernung der beiden Punkte A und B mit L, und bag 
Gewicht des zwiſchen diefen Punkten liegenden Fadenſtückes im geſpann⸗ 
ten Zuſtande mit p, ſo hat man 
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— 2 
ı=7 ri (d. 
Das obengenannte Fadenſtück wird nach Wegnahme der Kraft P auf 
eine Länge L—I zurüdgehen, fo daß man hat ($. 65) 


l L 
=, e=Plr-1) 


oder unter der Borausfegung, baß groß genug iſt, um die Einheit 
neben dieſem Werthe vernadiläffgen. zu Tonnen, einfach 


L 
e—=P T . (e. 
Führt man nun diefe Werthe mit den Werthen (c) in bie 
Gleichungen (117) ein, beachtet, daß darin für unfere Vorausſetzung 
die Außern Kräfte qX, qY und qZ wegfallen, und madt zur 
Abfürzung 
e PL P P 
— — —lLg = a? — — — Lg bꝛ 
q p 8 a 5; T D g ’ 
fo ergeben fich folgende Gleichungen für die innere Bewegung unjerer 
materiellen Linie: 


29 _ „Ey, 6273— 377). (120. 


t2 d xꝰ dx dx? dxdx? 


23 _ 929° d3d?g  dyd’z 
Mat (23 dx? En) 


welche zeigen, daß die zur Geraben AB parallele Bewegung eines Punktes 
unabhängig ift von feinen ſenkrecht zu derfelben gerichteten Bewegungen, 
daß aber diefe letztern ſelbſt weientlich von ben erftern abhängen. *) 


*) Nach den bisher gegebenen Ableitungen ver Gleichungen (120) (vergl. Poisson, 
Traite de mecanique ; II, $. 483, Duhamel, Cours de mecanique, II, 
S. 204; Lame, Legons sur la theorie mathematique de l’elasticit€ des 


3% 
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Die erfte der vorhergehenden Gleichungen ftellt nur eine einfache 
Beziehung auf, welche zwiſchen ben Aenderungsgefeten ber Veränder⸗ 
lien x als Function von x und t in Bezug anf jede biefer letztern 
allein ftattfinden muß und Tann deßhalb durch fehr viele Yunctionen 
von x und t befriedigt werden, nämlich Durch, alle Sunctionen von ber 
Form: 


gt = fi [k(x 3 at)] 


wie man ſich Teicht durch Differenziren überzeugen wird. Man umfaßt 
demnach alle Fälle, wenn man 


= fılkxı + kat)tfplkx — kat) 


corps solides $. 42.) erſcheinen bie beiden letzten berfelben in derſelben ein- 
fachen Form wie bie erfte, alfo ihre rechten Seiten auf das erfle Glied rednzirt. 
Man hat dabei den Fehler begangen, für biefe beiden Oleichungen das lieb 


ed oder € 2 in den beiden Iehten ber Spannungseomponenten (b) neben P 


zu vernachläffigen ; denn abgefehen bauen, daß man * ſehr groß vorausſetzt, 


daß alſo auch E gemäß F Gleichung (e) fo groß vom P fein wird, daß man 
nicht gerabezu Ed gegen P vernachläffigen Kann, fo müßte doch confequent eine 
folge Vernachlaͤſſigung für alle Spannungseomponenten gültig fein und ange 
nommen werben; damit rebuzirt fi aber 1 auf P allein, und bie erfte ber 
Gleichungen (120) gibt mit ver Beachtung, daß für x—= 0 au, unabhängig 
von t, 2=0 fein muß 


dE _n. 
dx 


mit diefen Werthen kommen dann allerbings bie beiden letzten ber Gleichungen 
(120) auf die einfachen 


24 _ „Ed dd; _ „fs 
dt’ dx! ° dt? dx? 

zurück; dieſe find deßhalb aber auch nicht allgemein richtig, ſondern nur für den 

fpegtellen Kal, daß für alle Punkte g=0 ft, daß alfo Feine longitudinale 

Bewegung ftattfindet oder Feine vorausgeſetzt wird, wie bieß gewöhnlich bei ver 

Unterfuchung der Transverfal- Schwingungen gefpannter Saiten ber Fall tft. 
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ſetzt, worin 4 und fa zwei verſchiedene willkürliche Funrtionen andeuten, 
welche aber für unſere Anwendung ſo beſchaffen ſein müſſen, daß ſie 
dem anfänglichen Zuſtande des Fadens genügen können, d. h. ſowohl 
ben anfänglichen Werth von x, als den anfänglichen Werth von 


, | 
1: = m = hf (ux + kat) x abafa (ax — at) 


auszudrũcken vermögen, ſo daß für jeden beliebigen Punkt die Be⸗ 
dingungen: 


A (ur) + a (kr) — x0 
und 


akıfı (x) 7 Ab falkız) — (7) 


befriedigt werden, wenn % und (3 ) die anfänglichen Werihe von. 
0 


. 


x und SE bezeichnen, 


Nehmen wir 3. B. die Gleichgewichtslnge bed Fadens beztehungs- 
wetfe feindr einzelnen Punkte als die anfängliche Lage, fo iſt = 0, 
und es muß für alle Werthe von x mwiſchen 0 und L ber Gleichung: 

Ack, x) * fh (ax) = = 0 


genügt werben, was offenbar nur möglich tft, wenn man a = _p; und 
k,—k, macht und das, untere Zeichen nimmt, oder nit dem obern 
Seihen = —kı ſetzt und für = fı eine folche Function wählt, 
dag f(—x) = — f(x) wird. Damit dann aber Innere Bewegung 
ftattfindet, müſſen wir den einzelnen Punkten verſchiedene anfängliche 


Geſchwindigkeiten * ertheilt vorausſetzen, welche ſich von 4 bis B 
fletig- ändern, für dieſe Punkte ſelbſt aber Null finds wir müffen alſo 
für (%) deffen Werth nach den vorhergehenden Bedingungen auf 

0 


dt 
(*), un dakr (kx) 


zurückkommt, eine folche Function von x wählen, weiche für x =_0 
und für x—=L Null wird, welche aber zugleich auch Die Eigenſchaft 


BR. BE 


hat, daß fr dieſe Werthe von x der allgemeine Werth von * immer 
Null bleibt. 
Alle dieſe Bedingungen werben am einfachſten erfüllt, wenn man 


f (kx) = $4Aksinkx 


nimmt, woraus zuerft vermöge ber Bedingung: sinkL = 0 für k 
ber Werth: 


‚1 
k=inn 


hervorgeht, worin i irgend eine ganze Zahl bedeutet, und dann 
f(kx) = — 4A coskx 


folgt, fo daß man nad biefer Annahme für bie innere Bewegung bed 
Fadens die Gleichungen erhält: 











= 3 Ali — ein) ’ 
dg 1,,a x+a x —al 
77 * zAinT (onim it + sınins L ) ’ 


ober in einer andern Form, welche zugleich die Uebereinſtimmung bdiefer 
Werthe mit den obigen Bedingungen augenfällig macht, 


x at 

) g= Amin Zewninn, 
IE _ 4 inin at 
y Anze AT minT- 


Man fchließt daraus, daß jeber einzelne Punkt bed Fabens eine 
oſcillirende Bewegung befibt, wie bie, welche wie in $. 84 des erflen 
Buches unterfucht haben, baf nach einer Zeit 


L 
jeder Punkt wieder diefelbe Lage und biefelbe Geſchwindigkeit hat, wie 


am Ende. ber Zeit t, daß man alſo für die Dauer einer Ofelllation 
den Werth: 
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18 


erhält, welcher mit dem durch a erſetzten Ausbruc bie Formen: 


2 q_2 pL ya} pi 
e-2ıy1-2 se "Ya io 


annimmt, und zeigt, daß dieſe Schwingungsbdauer nur von dem Ela⸗ 
fichtätseoeffigienten, der Dichte q und dem Sängentfeile “1 ber mate- 


vielen Linie abhängt, aber nicht von. ber Spannung P 

Benni 1, fo ofeillicen alle Punkte zwifchen A und B in gleichem 
Sinne, der Soeffizient A iſt das Maaß für die größte pofitive oder negative 
Ausweichung bes Mittelpunktes der Länge L aus feiner Gleichgewichtslage, 


ebenfo der Coeffizient mA Z dad Maaß für die größte Gefchwindigfeit 
biefes Punktes, und die Schwingungsbdauer iſt 


— au1/ & <a1/PE: 
t= 21/4 -:y ; (g. 
es macht daher jeder Punkt in einer Sekunde 
_ i1/e: 
M=7 pL 

Schwingungen, wenn ber Werth von g auf bie Sekunde als Zeiteinheit 
bezogen vorausgeſetzt wird. 

Hat man dagegen i—=2, fo wird für alle Werthe von t num auch 


**0, wenn x=14L iſt; " bleibt alfo in diefem Kalle. der Mtittel- 
punft ber Linie AB mie ihre Endpunkte fortwährend in Ruhe, die 


Goeffizientn A und 2n A 7 drücken die größte Ausweichung unb bie 


größte Geſchwindigkeit der Endpunfte bes erften und dritten Viertels 
ber Länge L aus, und ber letztere zeigt, daß für gleiche Ausweichung A 
bie größte Vibrationsgeſchwindigkeit im jebigen Falle boppelt fo groß 
fein muß, als im vorhergehenden. Ferner ſchließt man aus den Gleichun⸗ 
gen (f), daß ſowohl die Ausweichungen als die Geſchwindigkeiten ber 
beiden vorbergenannten Punkte in demſelben Augenblicke immer dem 


_ 0 _ 


Sinne nad) entgegengefeht find. Die Schwingungsbauer T wird nun 
halb fo groß, als vorher, alfo fo wie in dem Falle, wo nur bie halbe 
Linte ohne Ruhe = oder Knotenpunkt ſchwingt. — Für i—3 theilt 
fih der Baden durch zwei Knotenpunkte in drei Thetle, für i — 4 
in vier Theile u. f. f., von benen jeder nach benfelben Geſetzen ſchwingt, 
wie für i=1 bie ganze Linie. 


Aus der erfien der Gleichungen (F) zieht man 
| 3x = in A cosin*- ini 
dx L L L ’ 
und damit folgt aus ber Gleichung (b) für bie Spannung T der 
Werth 


A 
T=P-+ ine cosin- sininT r 


wenn man bie vielleicht vorhandenen fehr Kleinen zu AB fenkrechten 
Somponenten und die fehr Tleine Große R: neben 1 vernachläſſigt. 


Wenn i— 1 ift, haben daher die Endpunkte A und B allein bie größte 
Spannung auszuhalten, nämlich bie Spannung: 


P-+ met = ? (14”-) y 


aber nicht gleichzeitig, fondern abmechfelnd nach einer halben Schwin- . 
gungsdauer ber Bunt A die Spannung P (i +n 2)» B die Spannung 
P (1 — 19) oder A bie Spannung P (i — =) und B die Span⸗ 
nung P (i +7 9— der Unterſchied in der Spannung dieſer Punkte 
if daher 
2? IT T 

und wenn man beachtet, daß 1 ſelbſt ſehr Hein {ft und nicht gar. viel 
größer als 2rrA fein wird, fo wird man biefen Unterſchied als fehr 


beträchtlich erkennen und ſich daraus die durch die Erfahrung nach⸗ 
gewieſene ſtarke Erſchütterung der Befeſtigungspunkte A und B einer 
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wenn auch nur ſchwach geſpannten Saite erklären, welche ihrer Länge 
nach in Schwingungen verfegt wird, und durch ſogenannte longitudi— 
nale Schwingungen einen Ton gibt. 

Die vorhergehenden Unterſuchungen laſſen fich nämlich mit großer 
Annäherung auf bie innere Bewegung. einer Salte anmenden, welche 
im Vergleich zu ihrer Länge AB fehr bünn ift, welche alſo nahezu 
wie eine materielle Linie betrachtet. werden Tann. Die Höhe bed 
muſikaliſchen Tones, welchen eine ſolche Saite gibt, ſteht bekanntlich 
im geraden Berhältnifie der Anzahl ihrer Schwingungen. in einer und 
berfelben Zeitz er kann daher einfach. durch ben Werth 


mathematiſch ausgebrüdt und daraus mitteld der Gegebenen p, L und a 
berechnet werben. Für i==1 erhält man ben Grundton der Saite, 
für i=2 die erſte Octave denfelben, für i—=3 die Quinte von biefer 
Octav, fir i= 4 bie zweite Ortave, u. ſ. f. Nehmen wir 3. B. eine 
Saite von 1 Meter Länge, welche 9,9 Gramm wiegt, und durch 10 
Kilogramm um „un ihrer Länge gebehnt wird, fo haben wir in ben 
obigen Ausdrud für m die Werthe: 


m gr —W m 
g =9,308 ,  P = 10000 » p=0,9 , L=0,M1 


einzuführen, wodurch ſich far i=1, alſo file den Grundton 
n = 520 


ergibt; dieſe Saite wird demnach in Sekunde 5220 Langenſchwingun— 
gen machen und ſehr nahe den Ton geben, welcher in der Muſik das 
fünf geſtrichene o genannt wird, wenn man für das eingeſtrichene a 
(dad a ber Stimmgabel) 430 Schwingungen annimmt. 


8. 75. 


Ganz ähnlichen Geſetzen find bie Quer = oder Transverſal⸗Schwin⸗ 
gungen ber Saiten unterworfen, welche entweder durch Streichen der⸗ 
felben fenkrecht zu ihrer Länge ober durch ein Ausbiegen ber Saite aus 
three Gleichgewichtslage und ein raſches Zurüdichnellenlaffen hervor⸗ 
gerufen und beionders zur Erzeugung mufltaltfcher Töne benüßt werben. 

Decher, Handbuch rer Mechanik II. 2% 


⸗ 


er 


In beiden Fällen kann & alſo Auch * und? —* 5 gleich Null angenom⸗ 


men werben; *) wenn wir alfo bie Ti * Striches ober ber au 
fänglichen Ausbiegung als Ebene der xy annehmen, fo wird bie zweite 
der Gleichungen (120) unter ber Form: 


i.) 9,9 


die Geſche der Bewegung ber Saite enthalten. Die Integrale biefer 
Gleichung werden nun bie Form: 


Y=flhrtkbt) * falur—kbt) 


= —R F bkyfaCkax—kabt) 


erhalten, und für bie im vorhergehenden Kalle gemachten Voraus⸗ 
fegungen, daß die anfängliche Lage der Saite die Gleichgewichtslage 
fet und ihr durch das Streichen eine mfanglick Geſchwindigkeit ertheilt 
werde, durch bie Functionen: 


bt 
w „= Beinin — L rin in 
kJ M 
I Bin mini 
"dt 7. INT Fk RT ve 


befriedigt werden. Dan fchließt daraus, daß! die Dauer einer ſol 
Sm Querſchringung durch 


uk ab. 
(=, = a 


ausgebrüdt wirb, daß aljo in der Zeiteinheit 


a. nt 1 eP- 
3 i . . . 7 Ir 





* Strenggenomgen tft dieß nur. der Sal, ‚wenn bie anfängliche Ausbiegung der 
Saite durchaus fommetrifh iſt in Bezug auf ihre Mitte, 
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folcher Schwingungen gemacht werben und ein. muſikaliſcher Ton von 
entiprechenbee: Höhe erzeugt wird, Diefer Ton hangt aljo nicht von ber 
Elaſticitaͤt ber Saite, ſondern nur von ihrer Spannung ab. 

Für i 1: fhwingen alle Punkte ber Satte bis auf die feften 
Endpunkte derfelben; fie bildet alfo in irgend einem Angenblice eine 
halbe Sinuscurve und gibt ihren Grundton 


welcher zu dem Grundton der Langenſchwingungen in dem durch bie 
Erfahrung beftätigten Verhältniſſe: 


N 
m 


n VT 


fteht. Für die obige Satte ergibt fh darnach bei einer Spannung 
von 10 Kil. die Schwingungszahl 


m’ — 165 


oder nahe der Ton ‚, welcher in der Muſik einfach mit e bezeichnet wird 
“und der um 5 Octaven tiefer iſt, als der obenberechnetes denn man hat 


1 — 1 | 
V+ = y0,001 = 31,62... | 


n — 25.W » 


alfo nahezu 


Für i — 2, bleibt die Mitte der Saite in Ruhe ober bildet einen 
Schwingungsknoten; die Satte felbft Hat alfo in irgend einem Augen- 
blide die Geftalt einer ganzen Sinuscurve, da immer die eine Hälfte 
im Sinne der. pofitiven y, bie andere tm Sinne ber negativen. aus⸗ 
gebogen erfeheintz der Zon ber Satte iſt bie Octave des Grundtons. 
Für i— 3 bilden fih zwei Schwingungsfnoten, und der Ton erhebt 
fih zur Quinte von bem vorhergehenden; u. f. f. Bei langen und 
fangfam ſchwingenden Saiten laſſen fi die Schwingungsknoten mit 
bioßem Auge wahrnehmen; bet ſchnellſchwingenden macht man fie durch 
fogenannte Reiterchen firhtbar, welche überall raſch abgetworfen werben, 

26 % 


a 


wo bie Saite, während fie tönt, in Bewegung ift, während fie an ben 
Knotenpuntten figen bleiben. Die Theilung ber Saite laͤßt fich leicht 
Dadurch bewerkftelligen, baß man fie während des Streichens in bem 
Theilungspunkte, welcher einem Ende zunächkt liegt, leicht mit bem 
Finger berührt, 


Nehmen wir nun ben Fall an, daß man ber Saite eine anfäng” 
liche Ausbiegung gibt und dann fich felbft überläßt, daß alfo für =0 


bie Geſchwindigkeit 2 für alle Punkte Null fet und die Ordinate 9 


eine beliebige 8 von x, nur von ber Art, daß fie ſowohl für 
20, wie für —=L Nufl wird, Für diefen Fall hat man alſo bie 
Bedingungen: 


y=9()=fAlkhxı)Enlkr) 

D= 0 =kfıchr) Ffılhn) 
von welcher bie zweite wieder auf bie Bedingungen : 
mh, hW@=hW) be k=—k, r W=—fıl) 
alſo auch, da es ſich hier nur um Formen Handelt, 
1.) fı(kx) = 19 (x) 
führt. Damit ergeben fich für bie Beivegung ber Satte bie Gleichungen: 

9 = f[k(x+bt)] + f[k(x—bi)] , 

© = kbf[k(x+bt)] — kbf[k(x—bt)], 

welche aber auch noch der -Bedingung Genige zu leiſten haben, daß 


für jeden Werth von t ſowohl y als > Null wird, wenn man darin 


x0 oder x=L ſetzt. Es kann daher in dieſen Gleichungen nur 
dann f(kx-+kbt) unmittelbar buch 49 (x + bt) erſetzt werden, 
wenn die gegebene Function ꝙ (x) felbft den letztern Bedingungen zu 
enifprechen vermag. Dieß iſt z. B. der Fall, wenn man 
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p(x) = Beinin — , 


febt, worin i eine ganze Zahl bebeutetz denn man hat dann 








1. . _ x-tbt „. x—bt 
y = ZB (snin L + sinin L ) 


x+bt 7”) 





— cosin —— 


dy 
— zei L I 


dt 2 
ober . 
B 00 oo 
9 = sininT sinT 
(m. 


in Bd ainin E einim 
— — INT FT ANITnT 


| —X 


und dieſe Gleichungen leiſten unſern Bedingungen augenſcheinlich Ge⸗ 
nüge; fie find auch im Grunde dieſelben, wie die Gleichungen (k) 
nur mit dem Unterfchtebe, daß Hier die Zeit t mit der größten pofitiven 
Ausweichung ber Saite aus ihrer Gleichgewichtslage anfängt, während 
bort ber Anfang ber Zeit für ben im Sinne ber pofitiven 9 fattfinden- 
ben Durchgang durch die Gleichgewichtslage beſtimmt, alfo um ein 
Biertel der Schwingungsbauer früher angenommen iſt. Es gehen daher 
bie Gleichungen (m) aus den Gleichungen (k) hervor, wenn man 
in dieſen 


———— 


einführt. 


Wenn dagegen die gegebene Function ꝙ (x) nicht ſelbſt ben zu⸗ 
leigzt genannten Bebingungen genügen kann, fo muß man ber Function 
fı (kz) in der Gleihung (1) eine ſolche Form geben, daß biefe 
Gleichung und jene Bedingungen befriedigt werben, 3. B. dadurch, daß 
man biefe Function aus mehreren Gliedern zufammenfekt, von denen 
jebes einzelne ben betreffenden Bedingungen’ genügt, und deren Summe 
für 8 = 0 ber gegebenen Function 9 (x) gleich wird. 


Man wird fich nämlich leicht überzeugen, daß bie urſoringliche 
Gleichung: 


— ⸗ 


und die Bedingungen: 2* — 0 für —0, > und 9 = 0 für 


x=(0 und x=Lun fir jedes t, nicht blos durch die Yunctionen (m) 
befriedigt werden, worin i einen einzigen beftändigen Werth hat, ſon⸗ 
dern auch durch eine beliebige Anzahl folcher Glieder, worin verſchiedene 
Werthe hat, alſo durch die Functionen: 


nn x. bi 
y * B. sinn con + B, sin ige —— cosig7e 7“ 


+ B5 sinn Lesen" +- xte, 


b j "bt \ bt 
n-—_- [u ®. nm siniym, + 1gBa sinign — sinigre 


+ igBs einig singen. + oe | , 


worin ig, ig; ig, etc. beliebige ganze Zahlen vorfiellen. Auch zeigt 
die Erfahrung , daß eine Saite mehrere Töne zugleich geben kann, und 
zwar die fogenannten harmonifchen Töne, indem nicht nur bie Saite 
im Ganzen ſchwingt, wie für i=1, fondern auch jebe. Hälfte, jedes 
Drittheil, u. f. f. für fih noch befondere Schwingungen macht. Am 
leichteften erhalt man durch Streichen gleichzeitig ben Grundton und 
die Octavez die fo tönende Saite hat dann in ber größten Aus⸗ 
mweichung aus ber Gleichgewichtslage bie in Fig. 24 dargeſtellte Geftalt, 
und die Gleichungen ihrer Bewegung haben bie Form: 


. x bt , x bt 
»=B, sinn — Can T + Bs sin2n | cosdn T 


einn + 2B, sind L-sin?".) . 


di L L L L 


iy — — xb E sin n— 
Jedes der beiden Glieder auf ber rechten Seite biefer Gleichungen gibt 
demnach gleichjfam einen Ton für ſich, und es hängt von der Größe 
der Goeffizienten B, und B, ab, welcher der flärkere von beiben Tönen 
if. Nimmt man an, daß die Stärke eines Tones dem Quadrat der 
Vibrationsgeſchwindigkeit proportional iſt, To verhalten ſich Die beiden 
Töne der Stärke nach wie Bj? zu 4B,2; fie tönen alfo beide gleich 
ftart, wenn Ba=4B,, und e8 wird ber Grundton oder bie Oc⸗ 
tave vorherrfchen, je nachdem B, größer oder Fleiner als 2B, iſt. 
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Darnach Tonnen wir Ne Gleichungen: 


iso x bt 
u 2. j Breinin  cminT 

(n. 

dy nb'=® bt . 
1707 Are . 1Bisin in —- min w 
als die allganeinften Integrale der Gleihung:  ; 
2 
BR mw —* ee ei 


unter denen, weiche unfern Bebingungen Aber. ben. anfünglichen- Baar; 
der Saite entiprechen, aufftellen, und es wird ſich noch darum handeln, 
bie Coeffiienten B; ſo zu beſtimmen, daß man hat 


io 


zZ. in =), (0 


N 


wenn tie oben u =op(x) bie Geftalt ber anfänglichen Ausblegung 
der Saite ausdrüdt, „für welche er Null iſt. Diefe Gleichung wird 
befriedigt, wenn man RE α 


L n 
DI TOP, . ( p. 
0 


nimmt, dabei aber beachtet, daß dieſes beitimmte Integral in möhrere 
Theile zerlegt werben muß, wenn die anfänglicde Ausbiegung der Saite 
nicht eine fletige- Curve bildet, ſondern aus Theilen verſchledener Cur⸗ 
ven befteht. *) 


5) Was den Beweis dieſes Satzes beirifft, fo muß für benfelben auf bie Lehrbücher 
der Analyfis verwiefen werden. Man wird fig übrigens leicht überzeugen, daß 
der Ausprud (p) auch dem Kalle genügt, wo ꝙ (x) bie einfache Form: 

1 .r j er u ? , : . 


o(x)=H mb, 


bat, indem dann alle B; für i i > sher <h Null werden, alfo nur Br — H 
übrig bleibt; darin legt aber auch der Grund jener Bleihung (pP), ba nad) 
(0) YLx) nur aus GMliedern bon ber vorhergehenden Fotm beſteht. 


Nehmen wir 3. B. den oft vorkommenden Fall, daß bie Saite 
burch Anzupfen (pizzicato) zum Tönen gebracht wird, daß fie alfo in 
ber anfänglichen Ausbiegung aus zwei Geraden befleht, welche einen 
fehr ftumpfen Winkel einfließen. Seien f die Ordinate des Scheitels 
biefes Winkels, m und n bie Längen ber "beiben Schenkel ober ihrer 
Projeetionen auf bie Gleichgewichtslage, alſo L=m-+n, und 


Ä x 
‚=! und v=rz(i+7 


die Gleichungen ber beiden Schenkel, von benen aber bie erfle nur von 
x=(0 bis x= m, und bie zweite nur von x=m bi x—=L gültig 
if: für diefen Fall hat man baum 


_ 2 du N nint + du tz (144) ni _ 
au 9 Pa LT) aD) @@T 
au nehmen und findet fo nach ben gehörigen Rebucttonen 


B = 25 „einin-. 
i% 753 L 


Man kann dann noch 

m=4L+k ,„ n=4L—k 
feben, wodurch der vorftehende Ausdruck fich in 
B = age m (eng rein + 0085 rs sinint r) 
auflöst, und für ein gerabes i== 27" auf | 


L® 1 nn. k 
Bu: = Bf ge: IT AR Ir jrsm osinein2inT 


und für ein ungerades i=2/7 +1 uf 


L3 
Boy ı = ge AR Ferreetal 75.008 (2i' +Hi)aZ 


zurüdtommt. Die Gleichungen (n) nehmen bamit bie Form an: 
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cos in Z en! 
RT! RT L 


1. k. x bi 
zen 2n T sininTcosdn 


’ m 1 e083 Kn3n zmD! 
H<äfnt(l—AR) 9 en a ee3nT ; 
bt 
L 


+ ont indnt sn | 


+ 2 sin Arı r sinAn = oos äA — 


— eieo. 


cos k x bt 
nenn ẽ INT 


1. k. x , bt 
— zZeinin— sinin- sin2nT- 


d — 1 0083 K ind —— 
D=-sm 3 L L L\, 
1. k . x, bt 
+ in An rin An ̃ cin An 
1 ,„k.,„x,.,. bt 
+ z sdneindnT, sinönz 


— eto. 
und zeigen, daß die Saite in dieſem Falle alle auf einanderfolgenden 
harmoniſchen Töne gibt, daß ſich aber die Intenſitaͤten dieſer Toͤne wie 
1 


k 1 k k 1 k 
€ 3 DU 2 rn — 2 —— um 
er: er nz: 5 08 InT ; i Fin nz: : etc. 


verhalten, 3. B. wenn bie Saite | in ber Mitte angesupft wird und 
k=0 if, wie 
1 1 


1:0 5 : 0: 5. 0 : etc 


für k= }L dagegen, d. 5. wenn bie Saite am Ende des erften ober 
britten Viretels ihre größte Ausbiegung erhält, wie 


1 ⸗ 1 ⸗ 1 . v 1 . 
F 0 ® 18 ‘ Ö ð 50 ® eic. 


2 4 
Sn bem erften dieſer Fälle wird man deßhalb nur ben Grundton beut- 
lih vernehmen, im zweiten aber wird bie erſte Octave noch ſchwach 
mitflingen. Diefe höhern Nebentöne verklingen aber auch fehr ſchnell 
wegen der unvollkommenen Biegſamkeit der Saite und biefe nimmt 
beßhalb nie mehr bie anfängliche Form an, wie es den obigen Bleihun- 
gen zufolge nach ben Zeiten t == 24 = 42 , etc. fein follte. 

Man fieht aus bdiefen Gleichungen ferner, daß die Iutenfität bes 
Tones, welchen mar beim Anzupfen vernimt, ſich mit k ändert, und 
bem Ausbrud: _ 

32h32 , 
— — ——— ae) 


proportional iſt. Für die beiden ortertehenten Fälle hat man z. B. 
das Verhaͤltniß: 


taten Ä Vatstatnte, 


oder nahe wie 
1,2 : 1, 8445. 


Es, geht daraus übereinftinmenb mit ber Erfahrung hervor, daß ber 
Ton um fo flärfer wirb, je weiter von der Mitte man die Satte an- 
zupft, neuogeſeſt, daß dabei die größte Ansbiegung f immer gleich 
groß bleib 

Dan. dar aber babel nicht überfehen, daß nur für k=0 die 


Bedingung E0, welche der vorheegtrhenden Unterſuchung über die 


— zu Grunde liegt, erfüllt wird, waͤhrend für andere 
Werthe von k zugleich Laͤngenſchwingungen auftreten, und daher bie 
zweite der Gleichungen (120) in ihrer vollländigen Form zur Anwwen- 
bung kommen müßte... Dieſe Längenfchiwingungen find. wahrſcheinlich 
bie Mrfache der viel größern Härte bes Tones in dem Fall, wo bie 
Saite näher an ben Befeftigungspunften angezupft wird; es würde 
indeſſen hier zu weit führen; auf eine tiefere Unterfüchung biefes Falles 
einzugehen. 

Ans gleichem Grunde muß Ich mich auch begnügen, darauf hinzu⸗ 
deuten, daß die Functionen (m) nicht mehr genögen, um bie Bewegung 
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einer Seite barzuftellen, welche durch Anſchlagen einen Ton gibt, wie 
dieß bei den Klavieren gefchieht. Denn In’ diefem Falle entfteht durch 
den Schlag in ber Nähe des einen Endpunktes A eine theilweife Aus- 
biegung ber Satte wie in Fig. 25, a, welche au berſelben bis zum 
andern Endpunfte B fortläuft, dort auf bie entgegengefehte Seite fich 
wendet, wie Fig. 25, b zeigt, und nach A zurüdfehrt, hier wieder auf 
die anfängliche Seite zurücktritt und wieder nach B eilt, u. f. f. und 
zwar mit einer folchen Geſchwindigkeit, daß bie doppelte Sattentänge 


in der Zeit 
2L 


(=, | 
zurüdgelegt wird, d. 5. tn derfelben Zeit, in welcher die ganze Saite 
eine Schwingung macht, fo daß alfo bie Saite in dieſem Kalle wie 
bei ben’ vorhergehenden Bewegungen nach diefer Zeit 6 fich wieder in 
ihrem urfprünglichen Zuftande befindet und daher auch ihren Grundton 
gibt, wie bet ber durch die Gleichungen (x) oder (m) bargeftellten 
Bewegung. Dan kann dieſe Bewegung fehr Teicht an einem langen 
ſchwach gefpaunten Seile, auf welches man.nahe an dem einen befeftigten 
Ende einen rafchen Schlag führt, wahrnehmen und ſich durch ben 
Augenfchein überzeugen, daß tm jebigen Falle ein Punkt der Saite 
nicht in ununterbrochener Bewegung eine ganze Schwingung vollendet, 
fondern nad) einer halben pofitiven Schwingung einige Zeit in Ruhe 
bleibt, "und. dann erſt eine halbe Schwingung im Sinne ber negativen-y 
macht, daß alfo dieſe Bewegung nicht durch Funetionen 'oon ber Form 
der Gleichungen (m) ausgebrüdt werden Tann, abgeiehen davon, baf 
es ſchon dem Gefühle widerſtrebt, auch eine ſolche Bewegung unter 
Anwendung der Gleihungen (n), (0) und (p) aus einer unendlichen 
Anzahl Oſeillationen zufammenzufehen. 

Bevor ich jedoch dieſen Gegenſtand verlaſſe, muß ich noch einen 
Augenblick bei der Unterſuchung der Spannung der Saite und ins⸗ 
beſondere ihrer Endpunkte verweilen für ben Fall, wo bie ganze 
Saite ſchwingt, und 38 — Of. Aus den Werthen Cb) in J 72 
ergibt, ſich für dieſen Far 
dx 7 dy — Pr d 2, 

ds 


— — 9 


die im Sinne der Sänge der Saite aerlätee Bonbon der Eu 
nung iſt demnach conflant gleich dem ſpannenden Gewicht; die Dazu 
fenkrechte Componente Dagegen wird nach ber erfien ber Gleichungen (m) 
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dy —=P. in. sin bi 
FF ẽ co : cosinT , 


und damit folgt für die ganze Spannung ber Ausbrud: 
T=P 1+ mt ori cosin 
— L L 
ober mit hinreichender Annäherung, ba iB gegen L immer ſehr klein iſt, 


T=P (+5 Tr int ontin)) . 


L? L 
Der gi t Unterfchteb in der Spannung eines beliegen Punktes ift daher 
471* En De can , 


und wird für die Enbpunkte, fowte für bie Schwingungoknoten, wo er 
am größten iſt, 


alfo ſehr Fein im Bergleich zu bem bei Laͤngenſchwingungen ſtattfin⸗ 
denden Spannungs = Unterfchieb. 


$. 76. 


An die Unterfuhung ber innern Zuſtände einer elaftifihen Linie 
ſchließt fich zunächit die Betrachtung. ber Gefeke für das innere Gfeich- 
gewicht und bie innere Bewegung einer elaſtiſchen Fläche, d. i. 
eines fletigen Syſtems von materiellen Punkten, welche ſich ohne Ein⸗ 
wirkung Außerer Kräfte in irgend einer ebenen oder krummen Yläche 
durch die zwifchen ihnen thätigen gegenfeltigen innern Kräfte im Gleich- 
gewichte befinden, jeber Veränderung in ihrer gegenfeltigen Lage einen 
Widerſtand entgegenfeten und das Beſtreben befiten, in ihre frühere 
Lage wieder zurädzulcehren, wenn bie. äußern Wirkungen aufhören. 
Wie bei ber elaftifchen Linte fehe ich voraus, daß die Innern Kräfte 
nme zwiſchen ben. zunaͤchſt gelegenen Punkten -eine wahrnchmbare In⸗ 
tenfität haben, daß alſo jener Widerftand gegen eine Aenderung ber 
gegenſeitigen Rage fowie dns Beſtreben, biefe wieder herzuſtellen, . nur 
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langs ber Fläche felbft oder nach einer tangenttalen Richtung flattfinden, 
daß es folglich nur nach tangentialen Richtungen Spannungen in 
ber Fläche geben Tann. 


Bet ber elaftifchen Linie war bie Spannung eine mit Gewicht 
homogene phyſiſche Kraft, weil jeder Schnitt derfelben nur einen Punkt 
gibt, Bei einer Fläche dagegen if jeder Schnitt eine Linie und die 
Spannung in einem beliebigen Punkte eines folchen Schnitte wird 
num eine auf Die Aenderung der Länge fich beziehenbe geometrifche 
Kraft, während ſich die Außern geometrifchen Kräfte qX, qY, qz 
auf bie Aenderung des Flächeninhaltes beziehen. 

Denken wir und demnach einen Theil der zu unterfuchenden elaſti⸗ 
fchen Fläche in einem Punkte M, deſſen Goorbinaten x und y find, 
durch zwei ebene Schnitte begrenzt, welche ben Ebenen ber yz und xz 
parallel find und welche aufammen für bas Folgende kurz Barallel- 
ſchnitte genannt werben follen, und bezeichnen wie früher die zu den 
Achfen parallelen phyſiſchen Wirkungen, welche von den äußern Kräften 
auf das begrenzte Flächenſtück von dem Ylächeninhalte O ausgeübt wer- 
den, mit &, B, 3, fo haben wir nun bie Beziehungen: 


= (3 d20 
& - (af ar.0, 4J 5 j02jör — 
X U Yo 
3 = jörfor ————— 


ober nach F. 54 des zweiten Buches, wenn » den Winkel ber Porz 
malen im Punkte M mit der vn ber z bezeichnet, 


2 je qXsecv Fa o-|2|0r qYseev, j: 
(a. 
3 = joe|ör. qZsev. 


und der Werth von seo» folgt-aus ber Gleichung der elaſtiſchen vlache 
in der Form: 


4 = f&r) 
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mitteid des Auidrudes: 


—— + 2). 


Bezeichnet man ferner wie in F. 37 die zu ben Goorbinaten- 
Achſen parallelen Gomponenten ber geometrifchen Spannung T®, 
welche In einem Punkte des zur Ebene ber yz parallelen Schnittes her⸗ 


vorgerufen wird, mit 1”, 77, 70, bie entipredienben phy— 
fiichen Spannungen für biefen ganzen Schnitt mit zn, æ, En, 
ferner bie Länge biefer Schnitteurve mit s, , fo Bat man 





re‘ x) x) 
d*, 76 3%, — 79) X, 1) 
ut et Zen 


Man hat aber au 


ö8, 1 dz 2 
sy — +(55) == secH, ; 


weil für dieſe Schnitteurve x als conſtant zu betrachten tft, und m, 


den Winkel vorftellt, welchen bie zur Ebene der yz parallele oder zur 
Achſe der x fenkrechte Tangente an bean Punkte M mit ber Achſe ber y 
bildet. Es wird daher auch) 


z” - [ir Tsecm, , —* = Br. 1” sech, ; 
b.) ’ ” 
zn - |» Y. 7» secm, 


In gleicher Weiſe findet man zwiſchen ben phyſtſchen Spannungen Ei, 
x” , ZI längs des zup Ebene ber xz parallelen Schnittes und 
den geometrifchen Gomponenten T), 77, 79 in einem Bunkte 
besfelben die Beziehungen: 


:415 
Er IR, —— 
— . 
6, .. dx Fra x eh * wm, 
u. ſ. f. 
oher 
a dx. 17 wel, B J Be TO sch, , 
| 2 | 
j - (eo. 
| zn — 3x. —* 
Xo 


worin nik 4 hen Winkel zwiſchen ber zu Achſe ber y ſeukrechten 
Tangente und ber x=Achfe bedeutet und sec, durch den Ausbrud: 


ee, = Yı+lz) 
gegeben tft. 


Kür dag Gleichgewicht der an dem begrenzten Flaͤchenſtück thaͤtigen 
fördernden Wirkungen hat man aber die Bedingungen: 


— B0, 
„rer 


wenn die Gönrhinaten X; Yo5 20 einem Punkte angehörig vorau⸗ 
geſetzt werden, wo ſaͤmmtliche Spannungen Null ſind; man zieht daraus 
mittels der Werthe (a), (b) und (c) für die gleichzeitige Aeuderung 
von x und y bie uebergangegeſete: 


u :d. T® zecm, d.TP secl 
x seov + — — 4 — — 





Öx öy — 
6.79 -SccH, d.TP sech, . u 
av secv +, ———— 4 Fr I_ A ,.(121. 


d. 1” sec], d. Tr sec I, 
gäsgev + dx T dY.. > 
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worin alle Größen als Zunchonen von x und y zu betrachten find, 
indem fie, wenn nicht als folche unmittelbar gegeben, durch Glimina- 
tion von z mitteld der Gleichung ber elafttichen Fläche auf ſolche Func⸗ 
tionen zurückgeführt werden können. 


Zwiſchen den ſechs Spannungen, welche die Gleichungen (121) 
enthalten, beſtehen wie bei ben neun Spannungdcomponenten ber all⸗ 
gemeinen Gleichungen (75) mehrere Bedingungsgleihungen, welche 
fi wie dort durch bie Beblngungen für das Gleichgewicht ber drehen⸗ 
ben Wirkungen ergeben. Behalten wir bie in 6. 38 angewendete Be- 
zeichnung bei, fo haben wir für bie ebengenannten Bedingungen die 
Gleichungen: 


—E— _206) +(&7 —* 
— £z,— 3x.) + (2 02% ©) + (Ur, Er u)» 
0-3) HE) +8) > 


worin nun bie eigeinen Glieder folgende Werthe erſetzen: 


9x, [afir. qYxsev , Ey. - jexjer. qXysecy , 
&z, ala 1X eo» ’ 35; ae qlx sec» , 


uf 


. Fur ”. y ” 
— r fi T,.x secm, ; x 9” = Id 1.10, secm, ; 
’ eo. Ye .; 


‚, fx x 
48). 
= 8 - |’ Tv: sec, N Try” e |: 2.17 secl, , 


Xs X 
u. ſ. f. | 
und aus welchen man demnach die Uebergangägefehe ableitet: 
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s.LxT"-T®\ seem_ - d.[xT”-YTT)secl 
O=(xY-yÄ)qgsec a NT red, 


OX dy 
d. ( zT 9x7) secm_ 6. (zT7-xT m )eeel 
— (X. x zı x 2 y\. 
0=(1ıX )qsee»rt ——— — — 
6.(T,°-T7 ) secm, 8. (vr?- -ıT7’ )aecl, 
0=(4-1V)qsecr — I — 


Diefe nehmen aber auch mit Rücficht auf die Abhaͤngigkeit ber z bie 
Sorm an: 








| ( d.T seem, . d. —* secm, 
0= Gr—yX)q secv+ ı — re) 
7) my) . 
+ 6 —— Y * \ —y — = = 5) + (17 ‚sec m, — tr sec 1,) 
| | 8.T” secm, 8.19 seem 
—=(2X— xıZ)gsev-+ (: — — —Xx — I) 
F 6.TPsed IT ed) nd 
— 2 * — cm re 32 .q0 see Kr —T, en) 
5.71% secm d.T“ ) secm 
0=(yZ—zY)gsev-+ ( —ı — 
νν-— Teen z.— T se «i) 


und führen fo auf bie gefuchten Bebingungsgleichungen, wenn man fie 
mit den aus ben Gleichungen (121) folgenden Ergebniffen verbindet, 
d. h. wenn'man bie erfle dieſer Gleichungen mit y, die zweite mit x 
multipligtet und die Differenz dieſer Producte zu der erften ber voraus⸗ 
gehenden Gleichungen addirt, und mit ben übrigen Gleichungen in 
entiprechender Weiſe verfäͤhrt. Man findet damit. durch die erſte der 
vorhergehenden Gleichungen die Bedingung: 


I, sech, = Tr sech, (d. 


und mit biefer folgen aus den Beiden legten die weitern Beziehungen: 
De cher, Handbuch der Mechanik W. 27 
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(x) F (ädz 
T, -T + T, 5 
e.) 
(7) 73 42 ypıdz 
Verst 


Die erfte diefer Bebingungsgleichungen, nämlich bie (d) entfpricht den 
allgemeinen Gleichungen (76) in 6. 38, unb fpricht aus, daß im 
jeßigen Falle nicht die Gomponenten T,? unb T,” felbft gleich find, 
Iondern die nach hen Tangenten ber Schnittcurven gerichteten verſchie⸗ 
benden Spannungen T” secl, und T," secm, . 


Zerlegt man nämlich bie Spannung T” nach ben Tangenten an 
ben beiden PBarallelfchnitten und bezeichnet bie entiprechendben Componen⸗ 
ten mit TI” und S, , fo hat man offenbar 


T” =T” cos], , T, =$,cosm, , T?—T)” sin], —+-S, sin m, ; 
ebenfo hat man für bie nach denſelben Tangenten gerichteten Compo—⸗ 
nenten T und S, ber Spannung TT die Beziehungen: 


69) (y) y ( YV)_ . 
TP=S,col, , T”’=T, com, , TP=T”sinm, +8,snl,, 


L) 


und zieht daraus 
= T sen =TMsech=S$,. 


Die Bebeutung ber beiden Gleichungen (c), von benen man fi 
teicht überzeugt, daß fie mit den focben abgeleiteten Werthen von TI” 
und T,T identiſch find, erkennt man, wenn man fie mit cos» multi⸗ 
plizirt und beachtet, daß nach F. 34 ber Einleitung 


— nd — cos und —E co⸗ 
dx — dy m 


bie Gofinus der Winkel A und zu find, welche bie Normale im Punkte M 
mit den Achfen ber x und y inſchließt; ; jene Gleichungen nehmen da⸗ 
mit bie Form an: 
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TI? cos 2 + T? cos u + T® cv —=0, 
Ty cos} + T” cos u + cosv—=0, 


und ſprechen aus, daß die Richtungen ber beiden Spannungen mn 
und TT? ſenkrecht zur Normalen -find ober in der Tangential = Ebene 
liegen, wie es oben fchon vorausgeſetzt wurde, und ed ‚geht daraus 
hervor, daß dieſe Vorausſetzung Teine willtürliche, fonbern eine noth= 
wendige Yolge der bei einer materiellen Zläche ftattfindenden Verhält⸗ 
niſſe iſt. 


Nach dieſen Bebingungen bleiben nur drei der ſechs Spannungs⸗ 
componenten T7” , 770, u. ſ. f. durch die Gleichungen (121) zu 


beſtimmen, und man "Yan biefen eine einfadene Zorm geben, wenn 
man bie drei Größen 
Tr secm, , T, g secm, = Tr secl, und 17 sech, 
einfach durch 
8. u" und S, 


bezeichnet; fie werden dadurch zuerft 


— + 3 * + gqXsecv = 0 


+ * 4 —3 —=( 


(122. 
dz dz 
0.877 9: "a, 0a sn Iı Zxec 0 
dx * dx dy 1 u 


Bntwidelt man dann bie vier erſten Glieder der letzten dieſer Gleichun⸗ 
gen, und addirt zu derſelben die beiden erſten, nachdem man dieſe mit 


— Fr und — rn multiplizirt hat, ſo findet man noch die neue Gleichung: 


d3z 


rt a(2— In Yn)aer=0, (123. 


und biefe Tann wit ber Beachtung, daß * 


a 


N= ıla-xz :-15 eoey—=q(Zoosy-+XcosA-+-Y cosu) 


bie normale Gomponente ber äußern geometrifchen Kraft im Punkte M 
anddrüct, bie Form: 


27 d? d’z 
124.) + 28, 1217 + Sagya + Noectv = 0 


erhalten, unter welcher fie der Gleichung (107) für die elaftifchen 
Linien entipricht. 


Man findet danach 3. B. für eine cylindriſche Yläche, deren Er⸗ 
zeugende zur Achſe ber y parallel ift, deren Gleichung alſo bie Form hat: 


ı = f(x) 
bie einfache Beziehung: 


ar rfrle)]=0 
und dieſe geht mit der Beachtung, baß man Bat 


s = 1» secm, — Ti” secm,cosl, , 


alfo 
S, = T” 1 
dz 
V'+(@) 

und daß 
' ' diz 

1 dx? 

x — — — 
0 


die Krümmung in dem zur Erzeugenden ſenkrechten Normalſchnitte 
ausdrüct, in bie Gleichung: 


n=-N% 


über, welche übereinftimmend mit der Gleichung (107) audſpricht, daß 
die zur Erzeugenden fenfrechte tangentiale Spannung einer elaftifchen 
Eylinderfläche proportional ift dem normalen genmetrifchen Drude und 
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Dem Krümmungshalbmefler bed zur Erzeugenden ſenkrechten Normal⸗ 
ſchnittes. *) | 

Endlich Tann man noch aus ben beiden erften ber Gleichungen 
(122) die Function q sec» eliminiren und dadurch die Gleichung: 


2433) _ (2 4 )=0 (125. 


herſtellen, welche von ber Dichte unb ber Geſtalt ber Fläche unabhängig 
ift, und nur eine Beziehung zwifchen den Spannungen S,, Sa, Sy 
und ben beiden geometrifchen Gomponenten X und Y ausbrüdt. 


g. 77. 


Die Bedingungen, welche wir im Vorhergehenden für das Gleich— 
gewicht einer Fläche abgeleitet haben, follen im Allgemeinen Dazu dienen, 
eine dreifache Aufgabe aufzulöfen, nämlich‘ 


1) entweder die Größe und Richtung ber geometrifchen Kraft qR 


*) Die Gleichungen (121), (122) und (123), welche wir oben für das Gleich⸗ 
gewicht einer elaſtiſchen Fläche abgeleitet Haben, find der Form nad weſentlich 
verfigieden von benen, welche Lame in feinen Lecons sur la theorie mathe- 
matique de l’elasticite des corps solides, Seite 110, für dieſen Fall auf⸗ 
ſtellt, und die er dadurch findet, daß er die elaftiiche Fläche als einen von zwei 
ſehr nahe Legenden und nahe parallelen Flächen begrenzten Körper betrachtet, 
ans dieſem durch vier ebene Schnitte, von. denen zwei zur xsAchfe und zwei 
zue ysAdfe ſenkrecht find, ein fogenanntes unendlich kleines Paralleliped aus⸗ 
ſchneidet und die Gleichgewichtsbedingungen für dieſes Paralleliped aufftellt, dabei 
aber auch vorausſetzt, daß alle Spannungen nur tangential zu ber mittleren 
Fläche gerichtet fein tönnen. Gr findet fo bie drei Gleichungen: 


d.chN 1 d. * 


d.cehT, un 
dx +7 


+gX=0, ri 














-+q eh = — 0 ; 
(a. 


in welchen h für sec» ſteht, e bie normale Dide der Flaͤche bezeichnet und bie 
Spannungen 


N , N ,; Tı N) Ts mb 7. 
DB, mw, mw, m 7? 


a 


zu beftimmen, unter beren GBinfluß eine materielle Flͤche von gegebener 
Geſtalt im Gleichgewicht bleibt und gegebene Spannungen beſitzt, 


2) ober biefe Spannungen in Function von x und y auszudrücken, 
wenn die Gleichung der Fläche gegeben iſt und bie Somponenten X, 
Y, Z, unter deren Einwirkung fie im Gleichgewichte bleiben fol, 


3) oder bie Geſtalt bee Fläche abzuleiten, welche unter dem Ein⸗ 
flufje einer gegebenen geometrifchen Kraft fi im Zuftande des Gleich⸗ 
gewichtes befinden Tann, und damit wie vorher bie Spammungen ber 
jelben zu berechnen. . 


Bon dieſen drei Aufgaben iſt inbeffen nur bie erſte Immer Ibsbar 
und beftimmt. Soll 3. B. bie Fläche eine ebene fein, fo wird ihre 
Gleichung die allgemeine Form: 


xcosi + Ycosu + zb0sy = p 
haben, und bie Gleichung (124) fih auf 


dz ds 
N=0 se =, tr 


in 65. 87, u. ff. gleiche Bebeutung Haben, alfo auf bie Aenderung der Fläche 


bezogen find, während In unferer obigen Unterfuchung bie Spannungen T” ‚uff 
fi auf die Aenderung ber Länge beziehen: 

Um daher aus ben Spannungen N,, Ns u. f. f. die wirklichen, tangentialen 
Spannungen 770, TTI zu erhalten, umB man fid immer die Flaͤche des bes 
treffenden Parallelſchnittes hinzudenken, ober doc das auch für eine conflante 
normale Diee e veränderliche, Berhältniß diefer normalen Dicke zu der normalen 

.. Breite des betreffenden Parallelſchaittes, während man bei allen Unterſuchungen, 
welche das Gleichgewicht und die Bewegung elaſtiſcher Flächen ober "Linien bes 
treffen, von einer Dide ganz Umgang nimmt, und biefe auch für bie Anwens 
bung auf dünne elaftifhe Membranen nur infoferne Einfluß hat, als fi darnach 
die Dichte q der idealen elaftifchen Flaͤche oder Linte ändert. Die obigen Gleichun⸗ 
gen (a), welche übrigens ſchon von Poiſſon durch eine ähnliche Betrachtung 
abgeleitet wurden, ftehen demnach nicht im Einklang mit den firengen geometri⸗ 
fhen Berhältnifien, für welche fle allein ftreng gültig find. Bet der elaſtiſchen 
Linie Hat Lame ſelbſt jene auf bie Schnittfläche fi bezichenden Spannungen 
N,, N, u. ſ. f durch die wirflihen Spannungscomponenten 17 ‚ut f. 
einer idealen oder geometriſchen elaſtiſchen Linie erfeut, und. wenn man in gleicher 
Weiſe für die elaftifche Fläche verführt, fo geben die Gleichungen (a) in unfere 
Gleichungen (121) über. 
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reduziren; man ſchließt daraus, daß eine materielle Ebene nur im 
Gleichgewicht bleiben kann, wenn die Richtung der geometriſchen Kraft R 
in der Ebene ſelbſt liegt. Die beiden erſten der Gleichungen (122) 
beftimmen dann die Somponenten qX und qY, wenn bie Spannungen 
S,, 8, und S, in Function von x und y gegeben find. Es geht 
Daraus unmittelbar hervor, was indeffen auch fo einleuchtet, daß dieſe 
Componenten Null fein müffen, daß alfo überhaupt Feine geometrifche 
Kraft an ber Ebene angreifen darf, wenn bie Spannungen durchaus 
unveränderlich fein follen. 


Was ferner die Auflöfung ber zweiten Aufgabe betrifft, fo wirb 
man beachten, daß bie beiden erften ber Gleichungen (1241) oder bie 
daraus gefolgerte Gleichung (125) nur partielle Aenderungsgefeke ber 
Spannungen S,, S,; und S; enthalten, und daher im Allgemeinen 
durch mehrere verſchiedene Werthe biefer Veränderlichen befriedigt mer- 
ben können; dieſe Werthe find dann aber noch ber Beſchränkung unter- 
worfen, daß fie auch ber Gleichung (123) oder (124) Genüge leiſten 
müffen, wodurch die Auflöfung der Aufgabe nicht wenig erfchwert wird. 


Nehmen wir z. B. eine Kugelfläche in einer ſolchen Lage gegen 
bas Coordinatenſyſtem, daß ihre Gleichung die Form Hat 


el ler, 


und feben wir voraus, daß die äußere geometrifche Kraft qR conflant 
und in allen Punkten normal zur Kugelfläche gerichtet fei, fo haben wir 








qX secv = Ncosiseccv = — yiz — N , 
dx zZ 
— J _nY. 
qY sec» N oos u sec» = N = N ; 
ferner wird 
dz _ 2 — y?3 @Ez xy d2z 8 __x?3 
da 079°  dxdy 2?’ day 73 


und unfere drei Gleichungen zur Veſtiameng der Spannungen nehmen 
bie Form an: 
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. 


J ——— —Lo, 


— 281 + S (rt — x) = Nra- 


Die beiden erften biefer Gleichungen können durch fehr verfchiebene 
Werthe von S,, 82 und 8, befriebigt werben, 3. B. durch bie ein- 
fachen Werthe: 


s=-,=-N , &=0 
Ss, =N(x+:) , 8, =N(ı-y) , & =N(:—y); 


allein es iſt Leicht au fehen, daß dieſe Werthe nicht auch der dritten 
Gleichung (a) genügen, alfo unbrauchbar find, und es dürfte ziemlich 
viel Zett koſten, a priori folche Werthe für bie drei Spannungen auf- 
zufuchen, welche ben drei Gleichungen (a) zugleich entfprechen; denn 
die Auflöfung dieſer Gleichungen kann direct nur Durch ein formliches 
Brobiren von Bunctionen gefunden werben. 

Beachtet man aber, daß im gegenwärtigen Falle nach ber Natur 
ber gegebenen Fläche und ber Richtung der Kraft bie irgend einem 
Parallel = Schnitte entſprechende geometrifche Spannung ſenkrecht zu 
diefem Schnitte gerichtet und conflant fen wird, fo Tann man 


76 — k, , 70) — k , 


fegen und biefe Spannungen nach derjenigen Tangente gerichtet anneh⸗ 
men, welche zu dem entfprechenden Schnitte fentrecht if. Die Winkel 
l, m, n zwifchen dieſer Tangente und den drei Achfen beitimmen fich 
durch die Bedingungen, daß fie fowohl auf dem Halbmeffer im Punkte 
xyz, als auch auf der Tangente ded Barallel- Schnittes fenkrecht ſteht, 
oder daß fie Tangente iſt an dem größten Kreife, welcher durch bem 
Punkt xyz gebt und zu dem betreffenden Barallelichnitte ſenkrecht if. 
Man findet daher für die Winkel ber Spannung Tx bie Beziehungen: 


2__ . . 
Vr x⸗ xy __ xz 











c08 Y = 























Man bat ferner - 











und damit folgt - 


— x? 
5, =T'scn, = -,,:=-MWen=-h-. 





Ebenſo findet man für bie Conbonerten von TT oder k, die Werthe: 








‘ x Vrr—y 3 __y2 zZ 
ryYrr—y? r r Very? 
und damit 4 
ı x nt 
s=— bh) , S=h—-, 


da man auch bat 
1, = Yı+(#) : _ Vet ya 
:) - zZ 


Es müffen aber bie Werthe von Sy gleich fein, alſo k, =k, werden, 
und wenn man bie vorſtehenden Ausdrüde für S,, S, und S, tn die 
Gleichungen (a) einführt, fo findet man, daß fie alle drei befriedigt 
werben, wenn man k,.—=4Nr nimmt. 88 wird alfo dadurch unfere 
obige Annahme :über die Richtung ber Spannungen 70 und 70 He 
ſtaͤtigt und zugleich feſtgeſtellt, daß 


m aim — 4Nr. 


Diefe geometrifchen Spannungen find demnach fowohl für alle Paralel⸗ 
Schnitte, als für die ganze Länge eines ſolchen conſtant; es können 
jeboch damit bie phyſiſchen Spannungen &” und X” unmittelbar 
nur für-folche Schnitte berechnet werden, bei welchen die Richtung ‚bey 
entipyeegenben geometriſchen Spannungen immer parallel zu berjelben 
Geraden bleibt, . 

 Rehmen wir z. B. ben Hauptſchnitt, für welchen v0 if, en wish 


an * 0., 17 == gm = 4Nr , Tr = 0, 


6 
und daher, wenn L bie Länge dieſes Schnittes bedeutet 
x" — ZT’ = 4NıL. 


Für einen ganzen Umfang L—= 2rr folgt daraus das Ergebniß 
Tin—Nnr2, deſſen Richtigkelt einleuchten wird, wenn man erwägt, 
daß biefe phyfiſche Spannung der zur y=Achfe parallelen phyſiſchen 
Somponenten des Druckes gleich fein muß, welcher von ber normalen 
geometrifchen Kraft N auf bie von jenem Schnitte begrenzte Halbkugel 
ausgeübt wird, daß die zu ber genannten Achfe parallele Gomponente 
dieſes geometrifchen Drudes 


N cosu = NZ 


tft, und daher die entfprechende phyſiſche Wirkung burch 


Vr_—_z! — y 
9-2 1r 7 ysecv —= 2N in ———— 
Vr—x!—y 


= Nun 





gemeflen wirb. 

Im Allgemeinen können immer nur die phyſiſchen Gomponenten 
zn, a, x” „ u. fe f berechnet und wie Kräfte an einem 
feften Sofem je * Umſtaͤnden zu einer allgemeinen Refultirenden & ”) 
ober UT vereinigt, oder nur auf eine fördernde Nefultirende und auf 
eine drehende Wirkung zurückgeführt werben, wie es in $. 22 für den 
Drud und die Reibung -angebeutet wurde und insbeſondere im folgen- 
ben Buche bei der Unterfuchung des Drudes, welchen eine Flüſſigkeit 
auf irgend eine begrenzte Flaͤche ausübt, weiter ausgeführt werben foll. 


$. 78. 


Was endlich die Auflöfung der dritten Aufgabe betrifft, nämlich 
bet Aufgabe, bie Geftalt und Spannung derjenigen Fläche zu beftim- 
men, welche unter bem Einfluſſe einer gegebenen geometriſchen Kraft 
im Gleichgewichte bleiben Tann, jo tft nach bem Vorhergehenben erſicht⸗ 
lich, daß diefe um fo viel ſchwieriger fein wirb, als Hier für bie vier 
Beränderlihen S,, Sa, Ss; und z Zunctionen von x und y zu wählen 
find, welche zugleich ben beiden erfien der Gleichungen (122) ımb ber 
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Gleichung (123) ober (124) Genũuͤge leiſten, und es iſt dabei offenbar, 
daß es in dieſem Falle mehrere verſchiedene Auflöſungen geben Tann, d; h. 
mehrere verſchiedene Flächen, welche, natürlich auch mit verſchiedenen 
Spannungen, unter dem Einfluffe einer und derfelben Kraft im Gleich⸗ 
gewicht bleiben Tonnen, wobei aber wohl zu bemerken ift, daß Hier nur 
durchaus gelpannte Flächen verfianden werben, bei welchen ſich die 
Spannungen von Punkt zu Punkt ftetig ändern, und welde daher 
eben fowohl eine nicht ſtabile als eine ſtabile Gleichgewichtolage an⸗ 
nehmen. 

Soll z. B. eine homogene. wateriell Fläche wur dem Ginflufe dev 
Schwere unterworfen fein, jo bat man für bie gewöhnliche Lage. ber 
Soordinaten » Achien, eine Verticale als z= Achfe genommen 


x=0 4 Y=0, 2=—g,. 
und unfere Gleichungen nehmen bie Form an: 


083 — — — 4 —* — 0 
, dy ar 


En + free + — = +)’ 


worin das geometrifche Gewicht p=gq auch das Gewicht der Flaͤchen⸗ 
einheit vorftellt. 


Diefe Gleichungen müſſen offenbar befriebigt werden, mern man 


x _xı\. ü 
2 le +e ) 


ſetzt, d. h. eine Cylinderfläche annimmt, deren normaler Schnitt eine 
einfache Ketten⸗ oder Gewölblinie iſt und welche daher als iberale 
Tonnengewölb-Fläche bezeichnet werden kann z man ſindet damit 
aus der dritken der t Gleichungen (b) 


Ss =ph, 


und biefer Werth in bie erſte eingeführt, gibt 5, —k,, womit aus 
ber zweiten auch Sz — k; folgt: Dieſe beiden Spammungen find bems 
nach conſtant und werden daher Null in dem einfachen Yalle, wo bie 
Fläche von zwei zur Erzeugenden normalen Sänitten ver und 


längs zweier Erzeugenden auftzehaͤngt ober. geſtütt IB... 


— — 


Denkt man ſich ferner eine Umdrehungsflaͤche, welche durch ihr 
Gewicht im geſpannten Gleichgewichtszuſtande gehalten wird, durch 
zwei Meridian-Ebenen, die einen ſehr kleinen Winkel einſchließen, ge⸗ 
ſchnitten, und die Maſſe des ausgeſchnittenen Streifens in dem mitt⸗ 
leren Meridian zu einer Linie verdichtet, fo wird man für die veränder- 


liche Dichte q biefer Linie den Werth: q = D— erhalten, wobei bie 


mittlere Meridian⸗ Ebene als Ebene der x z gebacht tft und D bie Dichte 
für x=a bedeutet, Um die Gleichung für bie Gleichgewichtsgeſtalt 
einer ſolchen Linie abzuleiten, bat man baher nach 6. 66 die Be- 
ziehungen: 


a. 7* ur 
ds ds x x 
ds —9. ds =D =nT 


und zieht baraus unter m Vorausſebung , daß in einem Punkte, 
welchen man x550 und * — 1 hat, bie Spamung glei T, in 


bie Gleichungen: 
77T755* na my: 


von denen bie zweite auch bie Borm: _ 


"dx x ds 
I, har iyı4(a) 


annimmt und durch die Integration. auf die neue Gleichung: 


| d d 31. | 
Toon | + V'+()] = zn > 
führt. Ans biefer zieht mıan bad Aenberungsgefeb. der Coordinaten ber 


geſuchten Curve auf ähnlichem Lege, wie wir in 6. 67 bie Gleichung 
ber, Keltenlinie, ‚abgeleitet haben, Indem man 208 "ht ſetzt und 


beachtet, daß aus der vorhergehenden Seeichung 


folgt z max: findet. damit 


’ 4 x? x?’ 1 x?’ x? 
zz II »_ Mb ds _ 1 h’ hi 
= 1er e )  — =azle te Ce. 


und fchließt daraus, daß weber die Ordinate z, noch ber. Bogen = 
diefer Curve in einer geſchloſſenen Function von x dargeſtellt werben 
Tonnen. 

Laſſen wir num diefe Eurve ſich um die Achle der z drehen, fo 
erzeugt fie eine Umbdrehungsfläche, beren Gleichung fi) aus ber jener 
Gurve ergibt, wenn man für x ben horizontalen Abftand r— Yx?-+y? 
eines Punktes von der Derhungeaä einführt; man erhält daher für 
biefe Fläche mit. ber Beachtung, da 


dr _ x  de_y 
di r ’ dy r’ 
ans ber erften der Gleichungen (c) die Aenderungegeſetze 
r? r r? r 
a dd 1ix( v0 nm) a _ iyfl m h' 
“ ıviık 27 P”’yI,\° —® 
und ſchließt ans dieſen weiter 
d2z =. 22. dz > HR 77 
is 777 De Pe 7 Sala A u A Bu 


5 a =x (5 * 
äxdy mn 5) ” 
worin zur Wöfkrung 


e  _r ER _r \ 
Erd, . 
gefegt worden iſt. Endlich Hat man noch | 


— — 


secy = 1+(2) + 6* u, 


und damit kann für bie betreffende Kläche bie britte ber Sleichungen (b) 
unter bie Form gebracht werben: 


(4228, 2748,22) 7 "+14 pe. 
Um biefer Gleichung allgemein zu genſigen, kann man 

sy — 28, xy 4 Ss, x? = 0 

sr 2x 8, y? = {prh? 
ide j und daraus bie Begiefung ableiten 








_i h 1 h 
Ve+r 
Macht man dann biefen entiprechend 
1 ,hx? 1 hy? 
ss =-z7zrh5 ». Img 
fo gibt bie erſte ber vorhergehenden Gleichungen 
1 hxy 


womit natürlich auch bie zweite befriebigt werben muß. Diefe Werthe 
von S,, Ss und S, müflen aber auch noch ben beiden erften Gleichun⸗ 
gen (b) gemügen, und bieß iſt in ber That der Fallz denn man hat 


98, s 
dx zP r5 gr 
öS, _ 1,2 -Y) — _ IS 
dy 2 rd — dx 


wie ed die genannten Gleichungen forbern. 


Unfere Fläche, deren Differential Gleichung nach deu Gleichun⸗ 
gen (d) die Form hat: 
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. ’ ’ 1 ( x! + y? . v) ’ q 
a ya I  _,. [x 27 
Vv.+r',=z\e e (5 + n) ’ 


iſt alfo diejenige ober vieleicht eine von denjenigen ſchweren Umdrehungs⸗ 
flächen, welche fich fowohl ſtehend als Hängend im Gleichgewichts- 
zuftande befinden; fie kann baher als Kuppelgewölb-Fläche 
bezeichnet werben , indem fe die ideale Form eines freiftchenden Ku p- 
pelgewölbes barftellt; ein Meridianſchnitt derfelben hat etwa die in 
Fig. 26 dargeſtellte Geſtalt, und das Befonbere, daß nicht die Zweige 
BA und AC bderfelben Gurve angehören, fondbern DAB ober EAC bie 
erzeugende Curve if. Man hat nämlich als Werth ber Orbinate z 
das Integral: ' 


2 r? 
r - — 
= 1füle‘ e ü) 
0. 
welches durch Entwickelung ber Erponentialgrößen bie Neiße 


1 rn 1 77 1 - ri 

2* (3 nt zaTn Tagan tr ee.) 

gibt und zeigt, daß z mit r das Zeichen wechfelt, daß aber für gleich 
große poſitive ober niegative r auch z einen gleichen abfoluten Werth 
behält, ober. baf bie Zweige AD und AB ber erzeugenden Gurve 
eongruent find. Diefe Reihe convergirt zwar für alle Werthe von r, 
ſchnell indeſſen nur für nicht fehr viel größere Werthe von r als h, 
und gibt auch für jedes r nur einen Werth für z. Bringt man aber 
das vorhergehende Integral unter bie Form 


:=zufa. (ee) 


0 


und integrirt theilweiſe fort in Bezug auf bie Potenzen von Yu, fo 
erhält man bie Reihe: 


= ze lle-e)erle) +aarahe) +) 


_ (e’ + e0) 6 4 (FF) + ec.) | , 
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in welcher die Factorn e' te" nach dem, mas in $. 67 über bie 
Gleichung (m) bemerkt wurde, für jeden Werth von u boppelte Werthe 
von -ensgegengefegten Zeichen annehmen, welche alfo für jeden Werth 
von r zwei entgegengefehte Werthe von z gibt und bie beiden Curven 
DAB und EAC tn fich begreift. Diefe Eurven ſchneiden und berühren 
fih in A, fie haben alfo eine Berührung zweiter Orbnung daſelbſt 
unter fi) und mit ber Tangente; benn man hat auch 


r 

#: _ r/( . dis — 

— te ) . le 0 für=0 
und ſchließt darans, daß bie Krümmung in A Null, oder der Krüms 
mungshalbmeffer unendlih if. Die erzeugte Umbdrehungsflädhe gebt 
demnach in A auch mit einer horizontalen Ehene eine Berührung zweiter 
Ordnung ein, ift alfo um den Punkt A herum ſelbſt ſehr nahe eben 
oder flach gedrückt. 

Schneiden wie ferner unfer Flaͤche durch eine Ebene, welche zur 
yz= bene parallel ift, fo Haben wir für bie ‚beiden tangentialen 
Spannungen in einem Punkte biefes Sänittee bie Werthe: 





—g — x 243) 
4a) ” 


4 ;hay. 
Seh a. 


| Arfa® +(@ 14) LTR 
T?=8,secl, cosm, a in dx) . 4 be VE 1x 
1 


r3 J 
folglich für ben Punkt y= 0 ‚ı=r bes Hauptſchnittes 
@ J 
r -i,ih, , S=0. 


Die erſte diefer Spannungen ‘gibt dann parallel zu ben Achſen der x 
und z bie Gomponenten: 


r’ r” 
1 ,h 1 2 
7 =Zph— , = ph it (ei -e 5). 


und aus dem letztern Ausdruck ſchließt man, daß der verticale phyſiſche 


— — — — — 





B3 


Druck T, der Fläche auf einen horizontalen Kreisſchuitt vom Halbe 
mefier R den Werth hat 


R' _R 
T, = 2nR.T® = rupus (e — 5) 


Man hat aber auch für den Flächeninhalt O ber über demſelben Kreis⸗ 
ſchnitte ſtehenden Haube nach $. 46 bes zweiten Buches den Ausdruck: 


r! 


8 k ds k h’ 5 
0= du iu. = 2 = “*8 +e ) 
0 do 0 


und daher für das Gewicht P derfelben ben Werth: 


R' _R 
j P= ia pu(et — ir) 


folglich wie e8 fein muß 
P=%,. 


$. 79. 


Bei den vorhergehenden Unterfuchungen wurde auf bie Dehnung 
oder Stauung ber Fläche Feine Nückficht genommen, oder es ift dabei 
ſtillſchweigend vorausgefekt, daß die Dichte q diejenige fet, welche bie 
Zläche im Gleichgewichtszuſtande angenommen hat oder befikt, und 
nach der Erörterung bed $. 44 Tann man wie bei ber elafttfchen Linie 
für folge Stoffe, für welche jene Dehnungen und Stauungen immer 
fehr klein bleiben, die urfprüngliche Dichte qu der Fläche für einen 
Zuftand, worin fie Feiner äußern Kraft unterworfen ift, auch für ihren 
Gleichgewichtszuſtand unter Einwirkung einer gegebenen genmetrifchen 


- Kraft gelten laſſen. 


Es kann jeboch auch Fälle geben, wo bie Dehnungen ober Stau- 
ungen einer Fläche Durch Äußere phyſiſche Kräfte, welche längs beftimmter 
Schnitte derfelben angreifen, fehr bedeutend werben, unb jene Aenbe- 
rungen in dem innern Zuftande müflen jedenfalls berückfichtigt werben, 
wenn es ſich um bie Unterfuchung der innern Bewegung einer Fläche 

Decher, Handbuch der Nechanik LIL 
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handelt; #8 liegt und alfo zunaͤchſt De Aufgabe ob, Die Beziehungen 
zwifchen den Spannungen und Dehnungen einer Fläche feſtzuſtellen. 


Dazu Wollen wir zuerft ein elaſtiſches Band von ber Länge L und 
einer durchaus gleichen Breite B betrachten, das an beiden Enden fenfrecht 
zur Länge begrenzt iſt und durch zwei gleiche phyſiſche Kräfte P gefpannt 
wird, deren Wirkung ſich auf die Breite des Bandes gleichmäßig ver- 
theilt. Die Erfahrung lehrt, daß unter diefen Verhäͤltniſſen ein elaftt- 
ſches Band’ nicht nur der Laͤnge nach gedehnt, fondern auch der Breite 
nach geftaut wird, oder daß feine Breite mit wachfender Zugkraft im- 
mer mehr abnimmt; es ift daher ber geometrifche Zug p für einen 
Bunft des Querfchnittes nicht — 5 „ fondern = — oder — ; 
wenn wir bie Breite, welche das Band burch die Zugkraft P annimmt, 
mit B’, und die Berminderung ber urfpränglichen Breite B mit b 
bezeichnen. 


Denken wir ung ferner ein ſolches Band in feiner wirklichen phy- 
fiichen Befchaffenheit aus einzelnen materiellen Punkten beftehend, welche 
nach einer gewiffen Ordnung vertheilt find, und wählen wir dazu bie 
in Fig. 27 dargeftellte Anordnung, nach welcher je vier zunächft lie— 
genden Punkte die Ecken eines Rechteckes bilden, deſſen Seiten mm’ 
und mn parallel zur Länge und Breite des Bandes liegen und mit a 
und b bezeichnet feten. Diefe Punkte befinden ſich im natürlichen Zu— 
ftande des Bandes vermöge der zwiſchen ihnen thätigen Kräfte im 
Gleichgewicht, und fuchen dieſe ihre gegenfeitige Lage wieder einzunch- 
men, wenn bad Gleichgewicht geftört worden war und bie flörende 
Urfache zu wirken aufhört. Es müflen daher nicht nur zwilchen ben 
Punkten m und m’, und n und m, m und n, m’ und n’ innere Ge 
genwirkungen thätig fein, ſondern auch ſolche nach den Diagonalen oder 
zwifchen ben Punkten m und n’, m’ und n finttfinden,, weil. fonft auch 
Gleichgewicht beſtehen muͤßte, wenn die vier Punkte die Ecken irgend 
eines der Parallelogramme einnähmen, die mit den Seiten a und b 
eonfiruist werden Tonnen. Wir mäflen demnach annehmen, daß jebe 
Aenderung in ber relativen Lage bed Punktes m’ in Bezug auf die 
Punkte m, n und mn’ drei Kräfte hervorruft, welche ihn in die frühere 
Entfernung von jenen Punkten zurüdzuführen ftreben, und Tonnen für 
nicht fehr bedeutende Aenderungen zugeben, daß biefe Kräfte wie bei 
der elaftifchen Linie den Aenderungen ber Entfernung proportional find. 


Bezeichnen wir alſo Die Menderung in der Entfernung der Punkte 
m und m’, oder n und m’ mit x, bie der Entfernung b von m und n 





Tr TTTT nA 


EB 


oder von m’ und n’ mit 9, dann die ber Entfernung d — Ya?-+ b? 
von m und n’ oder von m’ und n mit m, die entiprechenden Kräfte 
mit p’, p' und p” , fo werben wir bie Beziehungen haben: 

ı __ u x DR FE | y m m » 

P=€E 7 ’ '=E€7 Zu pr =e Fi 
Wird num ein folches Syſtem, mie oben voransgeſetzt wurde, durch 
eine zu mm’ parallele Zugkraft geſtreckt, welche ſich auf alle zur Rich- 
tung mn parallele Linien gleichmäßtg. vertheilt,. fo daB auf jede Linie 
die geometrifche Kraft p wirkt, fo werben fih die Punkte m’ und n’ 
parallel von m und n entfernen ‚ bis die an einem diefer Punkte in 
ber Nichtung man’ oder an’ wirkenden innern Kräfte bem Zug p gleich 
geworden find; zu gleicher Zeit werben fich diefe Punkte aber auch ein- 
ander nähern müffen, weil bie von m’ nach n und von n’ nach m ge⸗ 
richteten Kräfte Componenten von n’ nach m’ und von m’ nad m’ 
geben, welche eine Verminderung der Entfernung b bewirken; die vier 
Punkte mnm'n’ werden daher nad) eingetretenem Wleichgewichte bie 
gegenfeitige Lage urw v’, Fig. 28, einnehmen, nämlich die Eckpunkte 
eines Rechteckes bilden, befien Seiten a+x und b— y find. 


Die Diagonale » u —d’ biefed Rechteckes iſt gleich Y (a+r)?+ (by)! 
oder mit Bernadläffigung der Quadrate und Producte von + und y 


annähernd 
ver) = + »): 


und man hat damit einmal bie Verlängerung der Diagonale d 


LI 
d d? 


erıciın 


und dann bie entfprechende innere Wirkung, 


r=-r:=.(5:-5?%) 
— 7 Near eh). 


Diefe nach den Richtungen uw’ und w » zerlegt, gibt Die Componenten 


ar „®—- 
dr ER u dm 


BB 


welche mit gleicher Annäherung wie vorher bie einfachen Werthe: 
„j® : ab? 9 „jab r b® y 
(ar-F) wm rin 


annehmen, und mit den Kräften p’ und p’, von denen bie erfie von 
w nad) u, bie zweite in ber Verlängerung von »’w’ wirkt, für ben 
Punkt die Sleichgewichtsbebingungen geben: 


I \n a ; ab? .) 
Pest lan a) 

y „[abr b2 y 

yre F:-#)° 

Würde dagegen basfelbe elaſtiſche Band durch benfelben geometri- 


ſchen Zug p nach ber Breite oder nach ber Richtung mn geſtreckt, fo 
hätte man offenbar bie Bedingungen: 


0 = # 


Peter - Br) 
b.) 


Beftimmen wir ferner, daß das Band ober der Stoff, aus wel- 
chem es geſchnitten wurde, homogen und ber Länge und Breite nach 
von eonftanter Elaſticitaͤt fein fol, fo müflen alle a und alle b gleich 


fein und bie Verhältnifie — und — fo wie die Goeffiztenten &', a” 


und e” in der ganzen Ausdehnung bed Bandes conflante Werthe be- 
halten; es wird baher 

; | y b 

Te a Fe Ya 
werden, und zwar für bie beiden vorhergehenden Fälle, wenn man num 
unter L und B bie urfprünglichen Ausbehnungen des Bandes nad) ben 
Richtungen mm’ und mn begreift und unter 4 und b die Verlängerungen 
oder Verkürzungen berfelben. Sind dieſe Verhältniffe durch zwei nach 
ber obigen Angabe angeftellte Verſuche bekannt, fo werben bie vier 
Gleichungen (a) und (b) dazu dienen, die drei Goeffizienten e’, e” 
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und e” und das Verhältnig = für den betreffenden Stoff zu beſtim⸗ 


men. DBeichränten wir und aber auf die Annahme, baß das Band 
nach jeder Richtung ieſcibe Elaſticitäͤt befiten ſoll, fo vu ber Werth 


der Verlängerung —- beim erfien Berfuch bem von gi beim zweiten, 


und bie Stauung = beim erften ber Stamng — bveim zweiten gleich 


werden, und man zieht mit dieſer Vorausſetzung aus ben Gleichungen 
(a) und (b) die neuen Bedingungen : 


(2 — e")d? = €” (b? — a?) 
(da — eb) d? = e" (bt — ar) 


aus welchen auf ben erften Blick hervorgeht, daß wenn. ee = et iſt, 
auch a — b bi muß. Dan fchließt aber auch daraus 


(c. 


! = — —eE y Le 


wenn alfo &’ und e” nicht gleich wären, fo müßte &” ihnen bem Zei⸗ 
hen nach entgegengefebt fein, d. h. es müßte zwiſchen den Punkten m 
und n’ bei größerer Entfernung eine abftoßende, bei größerer An- 
näberung eine anziehende Wirkung eintreten. Dieſes wiberfpricht aber 
unferer urfprünglichen Annahme; die Gleichungen (c) můſſen alfo un= 
abhängig von einer beflimmten Beziehung zwifchen &’ und &” oder 
e” und e” befriedigt, folglich &® = €, b= a werdbden. Man er 
Hält dann die Werthe von ⸗ und e” durch einen einzigen Verſuch; 
benn bie @leichungen (a) geben ebenfo wie bie Gleichungen (b) bie 
Beziehungen: 


„Vet? b- 
— — —— —— ' 8 „\_— 
PS are (@VE+r)z 


worin b insbefondere bie bei ber Verlängerung I fid ergebende Ber- 
minderung ber Breite bebeutet, und woraus ſich für beobachtete Werthe 
von p, I und b die Coeffizienten e’ und e” mittels der einfachen 


Ausdrüde: | — 
‚_ _P „_ „BV8 


— ⸗— 


worin zur Abkürzung A für n und 4 für 2 ſteht, berechnen laſſen. 
Es iſt dann aber vortheilhafter für den Coeffizienten — die Bezeich⸗ 
8 


nung &, einzuführen, und z, flatt e’ zu ſetzen, indem dadurch die 
Gleichungen (a) die einfachere Form: 


x y y x 
p=(a te) N) I=latas)y - az 


„arte F 
Yate a 


— 
—— E 


annehmen. 
Betrachten wir ferner noch den Fall, wo bad Band nach der Ränge 
und Breite zugleich geſtreckt wird, und zwar ber Länge nad) durch 
einen geometrifchen Zug p,, ber "Breite nach durch die geometrifche 
Spannung pa, und bezeichnen wir wieber mit x und y bie pofltiven 
Dehnungen nad) diefen Richtungen, fo erhalten wir für unfere vier 
Punfte mnm’n offenbar bie Beziehungen : 
u aſs * ab? y 
net late): 


d.) “ 
’ „y „fahr bo y 
prꝛ —48 21439. 


welche für eine nad) jeber Richtung conſtante Elaſticität im 

W u er 
pr =latas)7 + &y 9 Pa = (4+a)7 + &7 
ober auch in | | 2 

l b b J 
p=late)7 tay Zu B=(a4t&a)5 + s; 
übergeben. Wenn ps-= pı wird, folgt daramıd 

-=+ , h=(a+22)—; 


wird demnach das Band nach zwei Richtungen durch biefelbe geome⸗ 
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die Gleichungen der elaftifchen Fläche vor und nach ber Dehnung vor= 
fellen, fo bat man 


j=1ı—- "=flx,y) -hlı-r, y-9)° 
und zieht Daraus | 


ö} dz dz) 5x d 29 8 yo 


— Zi — — mt un u — 


öx dx dx” dx . dy”ox 


da _dz da dg , d2 09 
dx di”) a" dx dy®ox 


93 dz dz'” 9 yo dz'” 9x 


— 
— — — — — — 
— u — — — 


dy dy dy®oy dx'® 3y 


_dz dz” 420 49 dz” or 
dy a" da y”öy dx” dy 


Es gibt demnach für jede Uebergangsrichtung nur drei unabhängige 
Dehnungen, nämlich 


a, 2226 und IE +8 og; 


es können alfo auch bie Spannungen in einem beliebigen Punkte als 
Zunctionen diefer Dehnungen betrachtet, und nach ben vorhergehenden 
&rörterungen burch die einfachen Summen: 


KMa+Bb+Gf, Aa+tBb+Gf, uff. 


ausgebrüdt werden, wortn A, „ Bi; C;, Ag, etc. „ noch 
näher zu beftimmende Coeffizienten vorftellen. 

Diefe Eoeffizienten werben im Allgemeinen fowohl von ber Geftalt 
der Fläche als von ihrer Elaſticität in bem betreffenden Punkte ab⸗ 
hängen, da fie ihrer Bedeutung nah Kräfte find, welche, in der 
Richtung ber Fläche wirkend, Dehnungen von beftimmter Größe zu 
erzeugen vermögen; beichränfen wir und aber auf den einfacheren Fall, 
wo bie Glaftieität in irgend einem Punkte nach jeber Richtung Hin die⸗ 
felbe tft, und wählen wir für die Spannungen, welche den vorher- 
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erfeben und daraus im Allgemeinen den Schluß ziehen, daß die Span⸗ 
nungen in einem Punkte eines beliebigen Schnitte einer elaftifchen 
Fläche, als Functionen ber in diefem Punkte flattfindenden geometrifchen 
Dehnungen genommen, tn Reihen entwidelt gebacht werben können, 
welche nach auffteigenden Potenzen dieſer Dehnungen fortfchreiten und 
bie, infofern nur fehr Feine Debnungen berüdfichtigt werben, für 
bie erfte Annäherung auf diejenigen Glieder befchräntt werben dürfen, 
worin jene Dehnungen nur in ber erften Potenz vorkommen. 

Was nun zunächft biefe Dehmungen felbft betrifft, fo hat man im 
jebigen Falle, wo alle Dehnungen und Spannungen nur Yunctionen 
der beiden unabhängigen Veränberlichen x und y find, für die geome- 
teifche Dehnung D, welche einer beftimmten Mebergangsrichtung auf ber 
Fläche entfpricht nach F. 42, (a) die Gomponenten: 


__6g __ IK dx öxdy _dg 


J 

d. 0 α ze 
69 _dydx , dydy _dY tl) 

ante 
43 _ dadx | dydy _ 03 63 

d. a t ger 


und erhält damit für bie in ber Richtung bed Veberganges flattfinbenbe 
Dehnung 


BD cos$3 =D, cosa + D.coß + D, cosy 
ben Ausdrud: 


o⸗ ö d ö 
DB co} —= SE 000: 0 + (58 + =) c080cosß + Rn cos? ß 
+ 3 oosa 000} + oT, c0sY. 
| 5 d3 
Es iſt aber Teicht zu fehen, daß bie Debnungen Fr und dy von den 
Geſtalten der elaftifchen Flaͤche vor und nach ber Dehnung und von 


mE, 39, IE. 99 
ben Debnungen 3x’ 3y’ 3y und Fr abhängen, beun wenn 


"nl" ,””) m 2=f@,y) 
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Die Gleichungen der elaftifchen Fläche dor und nach ber Dehnung vor= 
ftellen, fo Bat man 


j=ı-7 ran  f(x—$; 9 
und zieht daraus 


ö3 __dz 20) 9x9 dz'” y® 


ds de dz dx da 


da oo 4 20 0 5 — 204 5% 
dx dad” u * öx d day Öx 


3 42 dag" 4,0 3x" 


— — TE CHE —, — — 


dz _ dz (0) dz” dy dz” dg 
dy dy 7.0 dy 70) dy dx" dY 


Es gibt demnach für jebe uebergangerichtung nur drei unabhängige 
Dehnungen, nämlich 


ER _ 9 _ IE, IH _ op. 
Fri ’ y’ und trat: 


ed Tonnen alfo auch die Spannungen in einem beliebigen Punkte als 
Zunctionen dieſer Debnungen betrachtet, und nach ben vorhergehenden 
Grörterungen burch bie einfachen Summen: 


Ma+Bb+Ccf, Aa+Bb+Gf, weh 


ausgebrüdt werden, worin A, ,„ Bi ,„ C,, Ag, ee, vo 
näher zu beftimmenbe Coeffizienten vorſtellen. 

Dieſe Coeffizienten werden im Allgemeinen ſowohl von der Geftalt 
ber Fläche als von ihrer Elaſticität in dem betreffenden Punkte ab- 
hängen, da fie threr Bedeutung nach Kräfte find, welche, in der 
Richtung ber Fläche wirkend, Dehnungen von beftimmter Größe. au 
erzeugen vermögen; befehränfen wir und aber auf den einfacheren Fall, 
wo bie Elaſticitaͤt in irgend einem Punkte nach jeder Richtung hin die⸗ 
felbe iſt, und wählen wir für die Spannungen, welche ben vorher- 


BE. 


gehenden Summen gleichgefeht werben follen, Diejenigen, von benen bie 
Spannung für irgend eine Webergangsrichtung ober für irgend eine 
andere Lage der x=Achfe in ber xy= Ebene abhängt, fo werben jene 
Goeffizienten von diefer Lage ber Achfen unabhängig werben und nur 
noch mit einer Function bes Winkels » behaftet fein, da nur biefer für 
alle Hebergangsrichtungen unveränderlich iſt. 

Um nun zunächft bie betreffenden Spannungen zu erhalten, beziehen 
wir, wie in $. 39, die Lage eines Punktes ber beliebigen elaftifchen 
Fläche auf ein neues Coordinatenſyſtem dr E, n, & , welches 
mit dem urfprünglichen die 2=Achfe gemein Hat und beflen E- Achfe 
ben Winkel w mit der Achfe der x einfchließt. Durch den Punkt Erd 
oder xyz führen wir dann zwei Schnitte paxallel zu ben Ebenen ber 
Ex und nz, und bezeichnen bie ben Spannungen S, £ S und S, ent- 
fprechenden neuen Spannungen mit 


- 


d 2 
PT y: + (5) 1" som, 


() __ mim) dz\? „Em 
9 = TC 1+(5) = sel, 
S; —E m secm, — 1 secl, , 
indem wir ber frähern Bezeichnung entſprechenb die zu den neuen Achſen 
parallelen Componenten der Spannungen 70) und 70), welche den 
gemachten. Parallelſchuitten zukommen, bh 1” 10, 19 


m 1m, „IP vorftellen. Sind dann in 48, aH, gqZ 


die zu benſelben fen parallelen Componenten der in dem Punkte Ent 
wirkenden geometriſchen Kraft, fo erhalten wir figtt der beiden erſten 
der Gleichungen 121) in s 76 bie eniipreipenben v neuen Gleichungen: 


3.70 som, 3.1 sen! 

FE | ro en 
d.T® seem, 98. T seel 
n $ 7 ” 


— — — 
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+gHsecv=d. 
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1 sec m, 6089 = (r® c8a+ 19 cos 8 + 79 cos y) secM, , 


welcher mit Berücfichtigung ber vorhergehenden Gleichungen (d), (e) 
und (f) und mit ber Beachtung, daß man tm jebigen alle hat 


cc —=CcosW any, caß—=sinwsiny , siny=coel, *) 
bie Form: 


Tsocm,secl,cor 9* — 4 F i 2) +S —* 2 cos? w 


Habs (Hl) 
HEHE HR) 
annimmt, und zeigt, baß bie Spannungen für alle Nebergangsrich- 


tungen um ben Punkt xyz herum von den drei zuſammengeſetzten 
Spannungen: 


e,-5.[+( — ———— 
e. [+ (2) +) re tmEE 


abhängen und als Bunctionen berfelben betrachtet werden können, und 
daß Daher biefe Spannungen &, , &, und &, es find, welche für 
jede Vebergangsrichtung conftant bleiben. 





*) 6 if nämli no (f) 


cosy= (@ cos * sin .) siny, sin’ [+2 cos FAN, * "sin J]- 1 


ser, =1+(7;) = =1+ (z nt) 


u. 1 f. 
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g=x1000 yY tin „ n=Ycow — xsinw 


zu Hülfe und behandelt bie Gleichungen (c) in gleicher Weiſe, wie 
bie Gleichungen (e) in $. 39, fo findet man bie den Gleichungen (79) 
entiprechenden: 


T® secMm, = S, cos 0-+S, snow , 7m Sg cos co — S. sino, 


MO) 
7 


secm, —=S, cos w+S,sinw , 18, c08 u.— Ss sın w. 


Endlich wird man fi mit Hülfe ber Gleichungen: 


dz _ _dzdx -dzdy dz dzdx dzdy 


dE dxds dyds °” dn dxdn ' dydn 
leicht überzeugen, ba man auch hat [$. 76), (e)] - 


E) _mddz , mie) dz 
T, 1, ErT m -T ar? dy ’ 
e. 
DM) _ ya)dz ()dz _ (m) dz )dz 
T, -1T, Er, mt ar! dy 


Wählt man num auf der elaftifchen Fläche von dem Punkte xyz aus 
eine beliebige Webergangerichtung, welche mit den drei Goorbinaten- 
achien ber x, y und z bie Winkel 


Ä . dx dy 0, d2 
a = arccws — , PT=arccos — ;, y=arcchs 5, 


ds ds 
bildet, fo daß man hat 


f.) csy= Zeona +3 +7 dy Z cos. 


und ſchneidet diefe Fläche in bemjelben Punkte durch eine Ebene, welche 
ſenkrecht iſt zur Projection jener Mebergangsrichtung in ber xy=&bene, 
fo findet man für bie entiprechende im Sinne bes Mebergamges gerichtete 
Spannung zuerft ben Ausbrud: 
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T® sec m, 6089 = (19 cos r cos ® + 7% cos y) secm, , 


welcher mit Berücfichtigung ber vorhergehenden Gleichungen (d), (e) 
und (f) und mit ber Beachtung, daß man im jebigen Falle hat 


sa —=cosW siny, coß—=sinweiny , siny=cosl, *) 


die Form: 


TPssom,secl, cos 95 — 4 ( 9 8 2 cos? w 
Hrn) 


+]»(2+(&) +HE))+e+9% =] sin @ coe w 


annimmt, und zeigt, daß bie Spannungen für alle Uebergangsrich⸗ 
tungen um den Bunft xyz herum von den drei zuſammengeſetzten 
Spannungen: 


e[s@]säg [let 


&=s[2+ (2) + ()]+r+s: F 


abhaͤngen und als Functionen derſelben betrachtet werden können, und 
daß daher dieſe Spannungen S., &, und &, es find, welche für 
jede Uebergangsrichtung conftant bleiben. 


*) Es iſt nämli no (f) 
cosy= (dev 4 sin .) siny, sin + cos PR. Fr "sin -)]- 1 


er) 


u. ſ. f. 


Sehen wir demnach 
| ‚=A/a+B’b+C/'f, 
h.) &, =ha+Bib+if, 
Es =Aa+Bb+Cf, 


fo werben die Goeffizienten Ay’, By’, etc. nad) den obigen Bemer⸗ 
kungen nur infofern von ber Geſtalt und Richtung ber Fläche in dem 
Punkte xyz abhängen, als fie noch Functionen des Winkel » ent- 
halten. Die Beziehungen (h) müflen aber für alle Punkte ber elafti- 
ſchen Fläche auf gleiche Weife beſtehen; jene Goeffizienten bürfen ſich 
alfo auch mit dem Winkel »nur in berfelden Weiſe ändern, d. 5. fie 
müſſen alle eine und biefelbe Function Son » als Factor enthalten, 
welcher ausgeſchieden, auf bie linke Seite gebracht und einftweilen mit 
» bezeichnet werden Tann, fo baß bie Beziehungen (h) nun bie Form 
annehmen : 


— 
‚&, =Aa+Bb+Cf, 
i.) »&, — Aꝛa -Beb 0O,f, 
| >&, =Aa+B5b+Gf, 


worin bann bie Eoeffigienten A,, B,, etc. nur noch Blaftigitätscoef- 
figtenten find und, bei gleichem Geſetze für bie Aenderung der Elaſtizitaͤt 
von einem Punkt zum aybein, für Flächen von jeder beliebigen Form 
gelten, welche allo namentlich fuͤr den Fall einer Fläche von durchaus 
eonftanter Glaftizttät auch durchaus conftant fein werben. Ebenſo bleibt 
die Function y für jede Form der elaftiichen Fläche dieſelbe und kann 
daher durch die Betrachtung einfacher Fälle, in welchen die Beziehungen 
zwifchen Spannungen und Debnungen unmittelbar zu erkennen find, 
beftimmt werben. 


$ 81. | u 


Die Gleichungen (i) enthalten neun verfchiebene Eoeffizienten, und 
ed wären baber zu ihrer Beftimmung drei Verſuche nothwendig; es 
wird aber einleuchten, daß ‚wenn bie Glaftizttät einer Fläche um einen 
Punkt herum ſich für die verſchiedenen Mebergangsrichtungen fletig ändert, 
alfo eine Function des Winkel! » if, zwei Berfuche hinreichen nrüflen, 
um jene Goeffizienten zu beftimmen, und daß für unfere oben gemachte 





— — 
Vorausſetzung einer nach jeder Richtung gleichen Glaſtizitaͤt ein einziger 
Berfuch dazu genügen muß; im erften Falle können daher jene Goef- 
fizienten höchftens von fechs, im letzteren höchftens von drei verfchiebenen 
Gonftanten abhängen und die folgende Betrachtung wird dazu dienen, 
biefe Abhängigkeit im zweiten Falle zu ermitteln. 

Wenn die Claftizität einer ‚materiellen Yläche von einem Bunte 
xyz aus nach jeder Richtung hin die gleiche iſt, fo müflen, wie fchon 
bemerft wurde, die Goeffizienten der Gleichungen (i) von der Lage ber 
Achſen unabhängig fet, alfo namentlich diefelben bleiben, wenn man 
die Fläche auf ein neues Coordinatenſyſtem der &, 7, C bezieht, deſſen 
5-Achſe mit der früheren x⸗Achſe einen beliebigen Winkel m bildet, 
während die z=Mchie beiden gemeinfchaftlich bleibt. Bezeichnet man 
alfo die den neuen Achſen entiprechenden Größen mit einem Accent, fo 
muß man haben 


»,& = Ae®+tBb+Cf , 
>&,/ = 0 +Bb+6f, | (k. 
»‚&, =, +Bb +Gf, 

und ed tft in diefen Gleichungen - 


—D——— 
u ſ. f. 


EU LIE, 
Man wird ferner wie im vorhergehenden 6. haben 
3* 8 seo u; ‚= 1,” sec I ‚Ss= 1» see m, * Ye sec I, , 
und da mich aus den daſelbſt aufgeflellten Beziehungen 
1” = 19 cos co - * sin u , m — 7m csw-- 17 sin w 


cos co — 10. m — —* cow — Ip sin 


Te _7®) no, 
7 7 


folgt, mitielſt der Gleichungen (d) weiter ableiten 
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S,' = 9, cos?ꝰ + S,in!w + 25, nm cosw , 
S, = Sc08?w + S,sia!w — 25, 8in cos , 


S = (S,—$,)sinwcosw + Sl(cow—sin?w) . 


Beachtet man ferner bie Beziehungen: 


dz dzdx dz dy dz . 
EHETHE Get er“ 
dz dz dx dzdy dz 

fo findet man 


&, =($5,c0o+S,sin!o+28,sinwcosw) 1 de cos ein 
' dx dy 


dz dz . dz dz . 
— 4 —8 (Zero = —2 x 


ICBS, — S.) unwcow + S,(ca!w — sin?o)] , 


und nach der Entwidelung und dem fich ergebenden Reductionen wird 
f dz\? dzd 
®& = [s: (1+ (7) ) +5 2 32 2 


[6 @) + sh) 

+ [+82 rel) +5) re no - 
Berfährt man ebenfo mit den Werthen von &,’ und ©,’ , fo ergeben 
fich die Beziehungen: 

(AS S co + & sintw + &, sinwcosw , 
1.) I &' = &, corr o + &, sinw — ©, sinw cosw , 
& = &,(esw—siniw) +2, — &,)einwcosu . 





— ⸗ 
Auf der anderi Seite hat man aich3 


** en west Ya y- eo Ste — + ano 


tin eo TI alas En 38 ’ 
FI Arina, . —8X -y" a x" no 
=, 5 — ME ” 7" 0 t=1-x" ;.9= y =" 
dx RR}; 8X 1 5 — . sr ie; i Zur 
se = 5; E + 7 JE ir còos 4 —E iin w 
u zu | — u. Gi I - El Gun a, 
k dd 


d j h 
= PLN -h re eh (ir ) ein. cor w 
u ſ. f. LC ö jr 
ober KUEUUEEwEE Ye -- ma den —W — 
a’ „F cos, Tu b sinfw +, 2f.ein » cos @ ut], 
= Data Ana rano nn ı., GM 
r =ffes’o—3n?0) 4 (brya)sigyeygo. }, 
Machen wir nun zuerſt „47, ſo folgen... die Werthg:, 
& 7 ©, ei S,, = SS. ” _,&, , 
I HER En :b. 1. — a. BE BIER — 2. 75 > lin 
und die Gleichungen (k) gehen in bier fülgenbeniübene in. ——— 
ı Earth; 
>®, —6 4 BE? 9 13 Su 
.H ) ty — se, ug) 
<= As b + Ba — üf, 
un fi 4 43 2 ig or (4 
welche, je eine mit Er niigteenben d der Slelhuigen (i ) bergfi en, 
folgende Beziehungen liefen: U -: co 
(Ay) en AR CIE rin 
(A; — B,)a tu —Aypb rg% +0)f=0, 
A =0. 
— „ae tra +b) Ca 


Dieſe muͤſſen aber unabhängig * den befondern| Werthen von a, b 
und f befichen, und führen daher auf bie, Bebingungen : 
Decher, Handbuch der Mechanil TIL 29 


40 
,=B , B=A4A , G=—C, B=—%4, 


durch welche bie Coeffizienten ber Gleichungen (i) und Ck) auf fünf 
zurüdgeführt werben. Yührt man bann .in bie letztern auf ber linken 
Seite für ©, & und &, die Werte (1) mb in biefe ſelbſt 


wieber bie aus ben Gleichungen (i) für » &, , »&, , »&, ſich 
ergebenden Werthe ein, und ſetzt auf ber rechten Seite für a’, b’ und f 
die vorhergehenden Werthe (m), fü wirb die erſte der Gleichengen Ck) 


(aa+Bb+Cf)coswo + (Ba + Ab — C,f) sinto 
+ [As (a — 5) + Caf] sin cos w 
— A (a cosr w + Bein’o + 2fsinwcosw) . 
+B, (a sn!o + Bcos!w — 2fsinwcosw) 
+ CC, [fleos!o — sin? 0) +'(B — a) sinw ca w] 
und reduzirt ſich ebenfo wie bie zweite auf Die Beziehung: 
(A + %)la - B3 + [is — za — Bir =b, 
welche fich in die Bedingungen: | 
M+G=0 m Geil) 


auflöst. Die dritte jener Gleichungen Degen sinr nad den entfpre 
chenden Rebuctimen bie Begiehung: 


- [24 —B)— Gb +) ct 0 
ab daher bie Bedingungen: . u 
G=2(4,—B,) 1 0; 
von denen die Tee mittels ber vorherhehenden auf auf, 
h —=( .:-... 
führt, fo daß die Gleichungen (6 anf die einfachen. hg 
= Aa +55, 
u.) | ve = -BatAb 
Neem. a. 
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zurüdfommen; welche zwar brei verſchiedene Goeffizienten, aber nur zwei 
unabhängige Gonftanten enthalten und zeigen, daß unfer einfacher 
Verſuch mit einem ebenen Bande ($. 79) genügt, um bie verfchiebenen 
Glaftizttäte = oder Dehnungscoeffizienten für alle elaftiichen Ylächen, 
deren Gfaftizität nach jeder Richtung bin conftant iſt, zu beftimmen. 


Bon biefem einfachen Verſuche gehen wir nun auch aus, um bie 
Function » zu beflimmen. Zuerft nehmen wir bie Ebene bes. recht⸗ 
winklig begrenzten Bandes als Ebene der xy, zwei anliegende Seiten 
desfelben als Achſen ber x und y und fehen voraus, daß tn der Rich- 
tung der x⸗Achſe ber geometrifche Zug p, , in ber Seidhtung ber 'y = Achfe 
die geometriſche Kraft Pa wirke; wir haben Bann bie befondern Werthe: 


dz 


„m » 7 =D, ©= —=S.-T”"=p, ) &,=5,=T"=p,, &,=0; 


ferner tft au »—=0, und da man offenbar Haben muß 
yeAa-+Bb re BprR=Ab+ Be, (o. 
N . 


fo folgt daraus zunaͤchſt d = 1. 


Drehen wir dann bad Coordinatenſyſtem um die y=Achfe, fo baß 
bie Shene des Bandes irgend einen Wintel » mit der Ebene bar xy 
bildet, alles übrige aber unverändert bleibt ‚, fo werben folgende beſon⸗ 
dere Werthe ſtatthaben: 


dz' dr \ (dz’\? 
iz = | fang» I dx’ =. nl j 1 + (17) = «iv, 
‚__ min) nnd dz\] 
S,'=T, secm, —=p; cos» , ı = Pı cos v +9 ]= m»; 
. , En 


dz\2 u 
& =S, '—T” vn 14) = sech, — 


und es nehmen daher bie Gleichungen (2) für von jebigen ga⸗ ki 
Form an: 


ypecyr— Ad + BB , »pascv= AB * B. @. (P. 
Ferner hat man zur. Bergleichung bee newer Dehnwagen a ms v 
wit den frühern a.) DB ;die Beziehungen: . . 


9 


—⸗ 


u X.cos 4 35 rer X kr, gr N yo » +, 


OPFER EIN} TERROR 
u Pe ae . vs, 


welche it den‘ Gleichungen (pP) verbunden’ hard) d deren n Bergleichung. 
mit den‘ vorhergehenden o bie Bedingung liefern: Y scvr—1 
ober y = cos» . 

Erſetzen wir demnach⸗ in den allgemeinen Gleichungen n) noch 
unſerer fruͤhern Bezeichnung gemaͤß A, durch ha, Bi durch e 
und daher auch A, — Bs durch zu, fo haben wir nun für jede ela⸗ 
ſtiſche Flaäͤche die iachen allgemeinen Beziehungen: 


7 — —ã +) 


ox “dx 


126.) j — —* ent +39), 


© corv — h 6 + ta) 


, st vw. 25 ſJ . id 








aus melden durih Athen: en wine od . 
han Tina wurd in in m 
dx — —F unsre 
(ct 28) ©, — ante cosW; 
2} 7 BEE α 
127. — 2 2 
92 —B © — & MORE © cv, 


2 


Un, TWET 5 Br Et ·2253 Bu "% . ” 
vy 3 


De 


file die Dehnungen error, ch BA einer’ Fläche von: konſtanier 
Elaſtizitäͤt bei dem Uebergange aus ihrem natürlichen , nicht geſpannten 


Bviſtanhe des; Diner amdere.,; buuch Air Ati nz Mia Hai vn 


Sa MER, 

z—=f (x ’ " 
Fnrgeffette Kork , für die fe "her Spahninden s, “6 uni 8. unter: 
worden tik, hexvenarrufen ne tee rg mm iu Yanse-, 
Diefe Gleichungen find aber noch Unktdeh BA ıprzele 


u ee re 

OX dx“ \ dx". Fr dx dy” dy 

128.) ° 1 a 

- . BE 92 ar 5. iz") ‘y + - Az dy : 

"dy 'dy ” dy® ay® dr dx dx" dx ' u 

zu verbinden, um auch die. Dehnungen in ber KRichtung ber 2⸗ Höfe 
beftimmen zu Fonnen. 

. $. 82. 


Bevor ich indeffen aus ben vorhergehenden Giechungen weitere 
Folgerungen ziehe, will ich Diefelben auf einige finfache, zum Theil im 
Früheren ſchon bettachteie Fälle anwenden. \ - ı 

Für eine urfprünglich ebene Fläche, deren Ebene als die ber xy 
genommen wird, and welche auch im gegyannten Zuſtande chen bleikt, 
fommen, wie wir gefehen haben, die Spannungen ©, S&, und &, auf 
S; , S; und 25, oder T”, 1 und 270 ober 21° jurück. Diefe 


Spannungen fünnen auch in dem Halle, baß an der läge keine geome⸗ 
triſche Kraft angreift, ſehr verſchiedene und für die verſchiedenen Buntte 
der Fläche veränderliche Werthe haben; wenn fle conftant find, laſſen 
ſich aus den Gleichuggen (427) Die entſprechenden Verſchiebnugen 2 
und 3 leicht ableiten, mb mon wird. für dar Fall, daß S, Mull iſt 
die m 8. 79 abgeleiteten Beziehungen xexhalten. Ich will daher milt 
noch bemerken, daß wenn SS, uud 8, == 0 iſt, man nach ben 
Beziehungen des vorhergehenden $. au S/’ —= S/=S, und S, — 

bat, daß alſo in dieſem Falle die Fläche nach jeder tung bin die⸗ 


ſelbe Ve Spannung “ — p befigtz es iſt dann —* 
= EM ıg;, 

ON 3 ———— 9 er“ = Rz; — 0 —— e 

und baher auch IR der Gleichungen “ )* Bee At 

. = Wza- 7a? | x 11) 


d, h. es find, dann die Dehnungen für jede Richtung-gleich. 
FH Denten wir und ferner ein elaftifches Band au einer Cyl re 
zufammengerollt und in Bezug auf bie Goorbinaken - Achſen fo gelegt 
daß die Gleichung derſelben die dom: ’ om 


Au. 


2 08 0 ,. 9 
„0 + Mo ‚92 F 


BB 


hat, und uchmen wir an, daß Teine geometrifche Kraft an ken Punk⸗ 
ten berfelben thaͤtig iſt, ſondern nur zwei gleiche und entgegengeſetzte 
Zugkräfte P, welche parallel zur Achſe wirken und ſich auf bie beiden 
begrenzenden Umfänge gleichmaͤßig vertheilen, an ihr angreifen, fo wer- 
ben bie Gleichungen ( 122) befriedigt, wenn wir für die nene Geſtalt 
diefer Flaͤche bie Gleichung: 


"lyor 


aufftellen und, da offenbar T” = p = a if, 


dz\? r 
=" 1+(2) =P7T N Ss =0 4: Ss = 0 


ſehen. — haben dann ®, = 8. N ®&, = 0 2 S. — 0 
cry = —, und bie oleicangeꝛ (127) geben 

8 ut — — ẽ3. p ög 9 _g9 
5x — 5 ’ dy 6x 


Die Verlängerung und bie relative Verminderung bes Durchmeſſers iſt 
alfo für dieſe Eylinberfläche biefelbe, wie Bei bem ebenen Bande die 
Dehnung nach ber Länge und bie relative DBerminderung ber Breite, 
wenn basjelbe bloß in der Richtung ber Länge gezogen wi überein- 


ftimmend mit der ſhemns. Setzt man zur Abkürzung — . 
ſo folgt 

9=1-P"=—-ır, y9=ylitr), erd+R), 
und daraus fchließt man 


& et) 


ua__ı___ I ___YV  _„_Y_w 
dy 2 Vr_y | VP®_ von zZÖ  ayd 


bie zweite. ber Gleichungen (128) gibt demmach mit der Beachtung, 
daß 3⸗0 wird fir — 
6 _ 


— — — — — — — 42. 
67 er, 


— 


Zieht man dagegen bie vorhergehende — :über einen 


feften culindrifchen Kern vom Halbmeſſer r' .„ fo daß fi ber 
Durchmeſſer jener Fläche nicht ändern Tann, n er biefelbe in allen 
Punkten einen normalen geometriſchen Druck N auf den Kern ausüben, 
unb umgelchrt diefer auf bie Fläche; bei gleicher Rage ber Goorbinaten- 
Achien wird daher die Gleichung (124) in 


Saga + Naccty mm 0 
Übegehen un ie in * w0 . 
Ss, = TT secl, eosm, — N-= — N:. 
Es iſt ferner wie vorher ° | 
& =, =r— ; &=3l1+(5)]=r7 , &,=0; 
bie erfte dev Gleichungen (127) wird demnach 


5 & + Eg Nr 
aleare) a(a+28) 


die Bedingung, daß ” unveränberfi oder y = 0 it, in bie e weie 
eingeführt, gi 


e 4a — ög | 
a (ra) . ro +2) Ps. Nr & +a'’ | 
unb damit folgt aus ber vorhergehenden Gleichung 


Die Verhaͤltniſſe find demnach auch hier ſehr aͤhnlich den bei einem 
ebenen Bande ſtattfindenden, welches durch einen geometriſchen Zug p, 
nach der Länge geſtreckt und durch einen andern ps, der fentrecht zur 
Länge gerichtet tft, bei conflanter Breite erhalten wird. Es geht da⸗ 
raus hervor, daß ſich bie. Berlängerungen im letztern Kalle zu benen 
tm vorhergehenden, wo nur ein Zug nach ber Länge wirkt, verhalten wie 





. Zu Dal SH 8. — 2 
her lat Ben) ).. 4la+28): (ita!%. 
Auf gleiche Weiſe laͤßt ſich leicht die Vergrößerung des Durchmeſſers 
der Cylinderfläche und die Verminderung ihrer Länge unter der Vor— 
ausfetzung beftimmen‘, "baß fe, ‚nur durch einen sonftanten normalen 
Druck gebehnt werde und keine Spannung der Rrtge nad) wirke. 
Sch will daher nur noch die in $. 77 unterſuchte elaftiiche Kugel⸗ 
fläche betrachten, welche burch einen conſtguten normalen Drud N ge= 
fpannt wird, welche urfprüngli bie Geftalt einer Kugelfläche vom 


Halbmefier r'” Hatte und durch jenen Brut Yu Lier neuen n Dutgelſche 
vom Halbmefler r auegedehnt wurde. Für dieſen Fall haben wir dort 








gefunden | Ze 
ht het mat 
und, ſchilcen daraus \ 5.2 
—E —— rn ira BEN r 
®, +7 V az ++ — 1co 0. 


Die —* fi ) ‚geben daher 1 
eb genay 


ox _ 39 ı 1 oe _ 320 
6x — dy at? 2 i FT Vo — 

und Tays” den Gieichungen ( 128). folg en damit ht oder rauen, 

daß man 3 = 0 hat für x = y = r, und mit der Beachtung, 

daß wie im vorhergehenden: Ballet... um ma rue tal nenne 


dz _dz u dz +7dz 


dx 498’ .dy ı 50 


iſt , die Werthe an. u, 





rl ochbug Fo drei en BI 7 
ag 91 f: une 4 00] nie, 
Pa ÖX . * —X Tl FR Y4. 
Ar 6%: ndz 6y * Sonripeen 3 Di I: on rend 


nA eo u TI Wen me TI TTS 
" a rt ‚N 8%” ar By" * 4263)7 Nat. „Iser, 
been! 153% ira TREE TEE PRINT Da 





Erfegt man alfo bie rechte Seite Nee FR durch i i, ſo 
hat man - ” Dre 


t=lı, y=Ay, sh > 7.9 = ır-! 
und fließt daraus In’ Üebereinfinimung, mit. ber Natuy ider| Sache, 
daß jeber Punkt der Kugelfläche in ber Richtung des Halbmeſſars ver⸗ 
ſchoben und "ba der Saldıngfer rO detſelben durch. ph⸗ Dehnung um 





bergrößent auochen. AR, wohel aber u beahjen Bleiht, dah der.Dehr 
nungscoeffizient A fi renggenommen. "auf bie bei ber gechnten Flãche 
ſtattfindenden Berhältnife Mais j , 


8. 83. 


Wenn man Ye Ableinumg der: Gtekäuingen: 1a), ie s’ 37 und 
dee Gleichungen (75) in $ 38 mit derjenigen ber Gleichungen Bir) 
in $. 76 vergleicht und hegchtet, daß fin, eine mer y 
Maffe M eines durch Phrhlleifehnitte begsenpten Theuͤes bh 


-jeje ic jr dsecy 


—E wi, . — man nd iigt übergen 
gen für. die Inuere ‚Beinggung:: einer, ſolchen Flaͤch 
Bonbt des infern Gleicpgemichtes. befindet, ans. 
men: Norman, r 
bie Dilferepagmı a : 


er 
d.u, a, d.u, 
DJ 


un Ber Br — 








geſetzt meiden, Diefe Gteitungen ati bemnaa im a genden dir 


Röder oa nor 








— _ 


d. u, en 65, 
u — dt I seo» = qXsecy  —- + dr N 
d.u, os 6s 
I !seccv = qYsecv + nr +75 Fr 


129.) 
d’z d3z d? z 
U 1 3 — — ie 
— qN sec y 4 — * 2855 + 8, dy? 


und geben unter ber Vorausſetzung, baß die inneren Aenderungen ſehr 
klein bleiben, zufolge der in F. AA angeftellten Betrachtungen in bie 
folgenden über, welche ben bortigen leigengen 8) eniſprechen: 


d’x ni 058; 
Im eo= qXsecv +% 9°’ 
a ency == qlsco» + at + 93 
”) ae dr dıd'y 
eg _dz A zZ Te) 
Wn ya) er 


diz 
= qNsedlv+ Sa + aaa + — 


Um aber dieſe Gleichungen anwenden zu koͤnnen, müſſen wir noch 
de Spannungen 9, , Sa, 8, tn Function der Dehnungen auddrücken, 
alfo bie Werthe berielben amd ben GSleichungen (126) herleiten, um 
diefe und ihre partiellen Aenderungsgeſetze in die vorſtehenden Sleichun⸗ 
gen einzuführen. Jene Gleichungen geben inbeffen ziemlich zuſammen⸗ 
gefebte Werthe für bie betreſfenden Spannungen; feßt man zur Ab⸗ 
kürzung 


ve +5) rt 3) =, mh 


fo findet man auf bem germötntiigen Wege der Wiiminatien 
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— t — — — 


s secv=(& + £2) ns8 +8 * 


EN) 


o 


S,secer—=(& tra)az, + ang: 














(131. 
el Fi lt 7) 
Serum 64 
Bere) 


und es ift Leicht einzufehen, daß die theilweiſen Aenderungsgefebe dieſer 
Werthe nach x und y noch viel verwickelter werden muͤſſen, daß alfo 
dei dem jehigen Zuftande ber Analyſis die vorhergehenden Gleichungen 
für die Innere Bewegung einer Fläche nur für bie Unterfuchung ſehr 
einfacher Faͤlle und auch dann nur angewendet werben Tünnen, wenn 
man ſich mit einer erſten, fehr geringen Annäherung begwügt, 


Die vorfiehenden Werthe von S,, 5, und S, beziehen fich ferner 
auf den Fall, daß die Aenderungn g, 9, z von dem natürlichen 
ungefpannten Zuſtande ber Fläche an gerechnet werben. Geht man ba- 
gegen von einem bereits gefpannten Zuſtande berfelben aus, fo wer 
den die neuen Debnungen, die wir immer wieder fehr Elein vorausfeßen, 
— dunctionen von dem Unterföebe der Spannungen S, und 

‚8 und 820, 8, und S,” fein, wie bie vollftändigen Deh— 
engen von ben Spannungen S; , S, und Ss ſelbſt; man wird daher in 
biefem alle die Beziehungen: 

‘y 


S, secv = ur Peer + +e)n tan. 


S,secy = 5." sec» +(a4+ ALLE m58 _ etc. | \as 





Buner = er (BEIM) un 
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erhalten, in welchen man noch bie: ‚geometzifce Klähenausbeh- 
nung —\ 9% 343 > durch o’ erjeken ann, um bie daraus folgenden 


ei vor * u. ſ. f. und ihre ‚partiellen Aenberungögefede in bie 
Gleichungen (130) einzuführen. 

t dieſen Gleichungen figd endlich wach die Bedingungen für 
einen Beftimmten Zuftand beftimmter Punkte ber Flache, 3. B. ihrer 
alten Begrenzung, welcher während der Bewegung berfelben ftatthaben 
fol, zu verbinden, Hm aus denſelben bie Gläichungen für dieſe Bewe- 
gung abzuleiten. Man wird Indefien aus der Form der vorhergehenden 
Beztehumgen leicht fchließen, daß bie daraus fich ergebenden Gleichungen 
ber Bewegung noch weniger beftimmt find, als hei ber elaftifchen Linie, 
indem fie noch mehr willfürliche Functtonen enthalten werben, deren 
Form den oben genannten Bedingugen gertäß zu beſtimmen iſt. 


$. 84. 

Den einfachſten Fall für die Anwendung bee vorhergehenden 
Gleichungen bietet die Umterfucheung der Schwingungsgeſetze einer ela- 
ſtiſchen Membrane, welche im -eimen chenen fehlen Rahmen ringefpannt 
Mm, und bei:welcher man vun ber Schwere. Umgang: nimmt, welche 
Alſo im Gleichgewichtszuſtande Die Geftalt einer Ebene annehmen wird, 
und deren ‚einzelnen Punkte ſich bei bev age derſelben nur ° fe 
x yon Gleichgewichtslage teren vn. 


el.dı 


man EEE Te 
41 20, nn D | 

Ware un. =}. Ye ==: 21 4, u L I ‘, 
mm. Ta j 
Die Spannungen go 8,9 , ACH werden conſtant „und wir wollen 
daher einfach 

et J ..: 
8, 0 PR; EL = pP, 's, 0) — 0 

ſeten; ferner önngn, wir für ie erſte Annäherung die feinen ‚Glieder 

2), i (2) An ve i2d n neben ber Einheit vernachläſſigen, alſo 
in den! Gleichungen: (1 2 m y = =1,.p=0wmmb ser = 
nehmen, fo daß wir haben: . BE er ' 


— 


Ss, =Pı Hate) * an 3* * rad tan 


I 


Sg — D —— Hu, A. 


ug: 17 . \ to 
1. fd, du: me. | 
= 4. (28 428); W 
Wir Kin Ta . _ | ft 2 — un ; . Ta 
se ar 20 Mr3 a. \ 28 68. IE a9. 356 
ax. ae s 3 Dix. 4 si “IY: : dx 1 [POT es . 


a 28 * 4% il kb 232085 sl, 
rn ie j —* "un ers 








Er 


ktnd 20 


⸗ n 1 


lem D I, + 1. 4 
a % u, 2 a dy0 dyy— on 
— x’ 5 ey — a dy. 





Bir Enno * wit gleicher Annihemuig, | indem wir bie BR Yen 
dig, € 27 wfjf daten ber Ehigt adekn die Broducte 


—21 
Pr Be X um den fein Defmmiogen * . ei, hama 


läffigen, b bie 'x "und. Y wit xG und BE vertäufchen "oder. ber, "eige 
facheren Bezeichnung wegen die x uud y als bie, urfpränglichen oor⸗ 
dinaten eines Punktes der ‚Meınbrafe, Befsachtch; ‚wir haben bamı.-. 


uk  rr 
3. 3, 


te + 2; ns + ie Dre er 


8 anlln hr GERT 2 GEN! 


dy days "away 55* dy i 


uf heit na dr nülelt un 


08: _ Fe — ae) A 1 —E 


u te € F 
Eſehen wir dann na) bie, Quptienten und ) burch.a? ynp ho. 
ſo nehmen: die‘ beiden eefben der⸗Gleichnngen € 130) die Zorm int! 


alt! _ 
de „de, 1 (= 1.) 
im ww tt) 5 
Tann 
e' dx 
77 u Tr Ir 


Beide zufammen brüden offenbar bie Geſetze ber horizontalen Schwin⸗ 
gungen (bie Ebene ber xy als wagrecht gebacht ) eines Punktes ber 
Membrane aus und zeigen, daß biele auf Die Ebene der xy proficihrten 
Bewegungen für bie erſte Annäherung fowohl von ben urſprünglichen 
Spannungen Pı und P,, als. bon ben berticalen ober. transnerfalen 
Bewegungen unabhängig find. Die Geſetze dieſer letztern bagegen find 
im Allgemeinen viel verwickelter; benn die britte der Gleichungen (130) 
geht unter ben vorhergehenden Borausfeßungen und, wenn man noch 


— Img feht, in die folgende über: _ 


dis da3.dıg- d a u dg dh d2z 
m. 2 237 du =(e er rve nn) 
a | ae; a9 ine 

s\I3 
+ (+2) —A Er Fr 
und kommi nur unter ber 3 ‚, daß “Tee horizontalen Be- 
wegungen ſtatthaben, daß ale immer = y: = ( ‚bleibt ‚auf bie ein- 
fachere dorm: 


1344.) J [iR ‚ZB. a 4 Be ’ 


und wenn noch angenommen wird/ daß EB, = P,, daß alſo bie ur⸗ 
ſprüngliche Spannung nach allen Kichtungen gleich ſei, auf 


a: ala, in. 
134.) a Az Fap)oı u 


in ähnlicher Meile ‚, wie es bei ber elafttfchen Linie ber Fall war. *) 


Hr, 





—— m — — — — 
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In allen dieſen Gleichungen ſtellen die Bunetionen TE TE 8 u. ſ. f. 


nur partielle Aenderungsgeſetze in Bezug auf t allein vor; Die Gleichun⸗ 
gen (1332) und (134) enthalten alſo nur partielle Aenderungsgeſetze 
ber zweiten Ordnung und Tonnen daher durch ſehr alarm Func⸗ 
tionen befriedigt werben. Der Gleichung (134) B. genügen alle 
Sunckonen don ber Form: 


'j- lc + koy —D ) 
und der Gieichmn (13%) ſolche von der Sonn: 
3* r(kx +kyt eykr FR) 


wie man ſich leicht durch Differenziren überzeugen wird, und man 
kann baher. ben Ausdruck: 


3=2. x + mr. “) | CB, 


als ein vollftändiges Integral der Ichten Gleichung beiradyten. Ban 
kann der Gleichung (130) aber auch dadureh entſprechen, daß m 


3 = Z.g1lkir + uy)ge(Viit Iit.or) ober 

= 2.2) ler lYr Fir.) uf 

fegt imd die Junctlonen gu, Pu, 9s fo wählt, daß man Hat - 
. »Ckx) =aktp’ (kr). . u 

worin n ein beliebiger, aber für-alle Functionen 9 in demſelben Pro⸗ 


(€. 


Linie eine der Gleichung (.133b ) eine Bosın annehmen, wenn wan. darin 
zufolge der erſten jener Steigungen, a & vu exfeht; ; fie werben naͤm⸗ 


Fr 
uch baburd 
d’ dy d'x .dg\ diy | 
ru er 
Tri Berl), — 
de. dede (wre Ya | = 


ducte gleichoſewender conſtanter Factor iſt, und dieſe Bedingung wird 
offenbar erfüllt , wenn man für p kx) eine der ern: 


“sle —— ER Si tl le * de” Je] on 
wählt, "worin: i send eine nſtante Grdße Bebenten. Tann, und von 
benen bie zweite auch bie Yunctionen sin kx und coskx einſchließt. 
Es wird ſich dann gber: pie, Bei; der glaftifchen Liß noch barum ban- 
dein, bie Form ber Functionen f oder 9 fo zu beſtimmen, daß fie 
ſowohl dem anfaͤnglichen/ Zuſtande der. ganzen Memhrate, ale, and 
dem bedingten Zuftande befonberer Punkte berfelben während ber Be 
wegung Genügk elften Emgens 7, 0 2... 

Soll 3. B. ber feſte Rahmen die Geſtalt cines echteckes haben, 
von welchem zwei änfiegende Selten L; mb L, "als fen der x und 
der y genommen werben, fo muß man während‘ der eweging, alfo 


mabhängig ben bes Zeihd, immo! 3 = 0 amd? Jcd haben für 


2 0.00.,n hun für 93 Om; ee Map ‚Tann 
baumnoch, einem ſolchen Bufisnd ala anfänglichen. wählen, in melsen 
bie Geſchwindigkeiten fämmtlicher Punkte der Membrane Null find und 


ie Gehalt der latcertz durch eine he uno: u n.2 : 
.I). 

| 14 u. 9.8, do Vν,, dr hm 2 ; 
bie aber, au ‚Für. ER ‚ppxhergebenben Werthe von, x, und Y.Null were 
ben muß, gegeben iſt er, er UV Yrnıye Pr} Pr ER 


Die zunächft fich barbutende Function Biefer Art iſt 


BKL Ue | 72 | DIE RY Bu HB ta Te lan nu an yield an ei 
. sin ij — sıni n— 
u Fr FE 


worini m; ganze gahlen beheuten, und da biele: FZuncklon ber’ Bedingung 
ber Funcklonen (0) aitſprichi, and tar =’ vn wre — n2 
it, fo werden alle vorhergehenden Bedingungen erfüßt 7% , wenn man 


allgemein für jefedb Elten.Angexſlia 9 3 b 


4%: 
E.) — Bein ihr); cbsh Li; dei 
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nimmt; benn man hat dann auch 


> . 2 
=— VE 5 sin hm; sin hp ein Latest! 


alfo 23 =0fürt=0, nd unabhimgig yon t für x=0, ı=L, 


und für y — O, y=Ls. Unter dieſer Borausfegung oſeillirt daher 
jeder Punkt der Membrane in einer Senfrechten zur Gleichgemichtölage 
derſelben, und bie gemeinichaftliche Schwingungsdauer für alle ift 


2 


t=-— — 
n eV irti 


Iſt i,— ie = 1, fo bleiben nur die mit dem Rahmen in Verbindung 
ftebenden Punkte in Ruhe, während alle übrigen in gleichem Sinne 
ſchwingen; für; = 2, ig = 1 zieht ſich durch den Mittelpunkt ber 
Membrane eine zur y=Achfe parallele Knotenlinte, deren Punkte fort- 
während in Ruhe bleiben; für , —=2, ig —= 2 haben wir zwei folcher 
Knotenlinien/ welche fih in der Mitte fenfrecht durchſchneiden; für 
i — 3, iz — 2 enfftehen drei Knotenlinien, von denen zwei zur 
y-Achſe parallel find und die Membrane in drei gleiche Rechtecke zer⸗ 
legen, während’ bie dritte auf ihnen fenfrecht ſteht und fie halbirt, u. 1. f. 
Die akuſtiſchen Verhältnifie zu unterfschen, muß dem Leſer überlaflen 
werden. 

Wenn die anfängliche Geftalt der in ben rechteefigen Rahmen- ein- 
geſpannten eloftifchen. Flaͤche nicht durch bie Gleichung (D) dargeftellt 
wird, fo kann fie Immer aus einer Reihe von Glicdern von biefer 
Form ausgedrückt werden, ſo daß man allgemein het 





F(x,y)= > 7 —  Bu.snunz ĩ 
2 


et = L, 


wenn man bie Goeffizienten Bi, ,i, biefer Glieder durch das Integral: 
7. 


l 
B;, ,i, = Aa dufdv. F(u, v) sinium — einig (F. 
L, Is 0 . N . W J L L, 


Decher, Handbuch der Mechanik IM. 30 
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beftinmtz; man wird dann allen Bebingungen, bie anfängliche Ge⸗ 
ſchwindigkeit gleich Null vorausgefeht, durch bie Reihen: 





no 8 x ct 
. — — ———— Fer J 
’ 4_ S’5 B;, i, m — sini no sinis nJ sin TE et 
dt — | PS | en * „ia ' L. L ki, üe 


Genüge leiſten, worin ‚1 - für 12? ne. Durch diefes Ver⸗ 


fahren wird die —8 eines —8 Dleichſam aus einer unbe⸗ 
grenzten Menge von Oſcillationen zuſammengeſetzt; basfelbe ift daher 
nur für folche Fälle anwendbar, fuͤr welche bie Coeffizienten Bi, mit 
wachſenden i rajch abnehmen. 


Will man dagegen von ber Gleichgewichtslage der Membrane als 
anfänglichem Zuftande ausgehen und ein beffimmtes, durch die Gleichung: 


w, = (2), = F,(x,y) 
ausgebrüdtes Geſetz für bie anfängliche Gefchwinbigfeit ber einzelnen 
Punkte aufftellen, fo muß dieſes zunächft der Bedingung: 

— 0 für x — O, x — L, und für y — D, y=L. 
genügen. Es muß aber auch für dieſelben Werthe von x und y und 
für jeden Werth von t bie Geſchwindigkeit w — er Null werben; 
die entſprechendſte Form der Function F, iſt daher eher 

ww, = Geini m siniam ; | 


und man wird allen Bedingungen und ber Gleichung (134) genügen, 
wenn man 


ı FE. BE 
dt = Geinun, az, 
H) * 


J Gai. 
3* — — 


5 


cos »——— 


Mr et ‚ folglich 


ct 
hu „ia 





BEER... EEE 
nimmt, worin wieber vi + burch I erfeht AR. Au— 


gemeiner noch kann man für die vorhergehende Anafın bie Be⸗ 
ziebungen: 


hohe; di, ,i Gi, iz x y et 
=2. —_— 2 — sini R;, sin nr — 
3 1 en rc 1 L, ? Ai, ji 
’ (3. 
3. i i, y ct 
5.7.6 2 sin 1 sini c08 II — 
dt jet 0. AL 277, Ai, 


aufſtellen und für irgend ein Geſch w, = F,(x,y) der anfänglichen 
Geſchwindigkeit die &, ‚i, durch das Integral: 


G;,,., = in. Fi(u, Yaniın Neinign (K. 
44 L, 


beftimmen, wenn jenes Geſetz der Art ift, daß biefe Goeffizienten mit 
wachienden i gegen bie ber erften Glieder der Reihe (J) verfchwindend 
Flein werben. 

Um ein Beiſpiel für die Anwendung des Integrais (F) ober 
(K) zu geben, wollen wir annehmen, bie anfängliche Geftalt ber Mem- 
brane ſei durch die Steigung: 


= om xy(L,—x) (L —y) 
gegeben, fo daß f, die Ordinate im Kreuzungspunkt der beiden Diago— 


nalen des Rahmens, ben jebenfalls fehr Kleinen größten Werth von 3, 
vorstellt, und Im, fei Null. Wir haben dann 


ln. u 
Be fe fi v. —DVDVVVVVVO——— 


und durch theilweiſes Jutegriren in Bezug auf die Wirtelfanctienen 
wird man leicht finden 


16f 
Bi. = ai em) i—enir); ; 


30 * 
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es find daher alle Bi,i, für gerade i, und iz Null, und es genügt 


oder“ (21° 
, Bah= I TyarT (7) 


zwiſchen den Grenzen O und co für i, und is zunehmen, fo ba man 
bie Reihe: 





Yoosn.<* — +elc. 


2 x Yo. 
-@)' 1örleinn ; ‚Sina core L, Asa 


L, * —* Im J 


——— 
+ zen sindn,, böse” „+ geindn; [end con; "etc. 


, +5 * — ————— 4 ek 


L Aus: 
+ se] 
oe 
= ine sin (2i, n vr — sin (ig 4 1) nn 
= 5} 161 2 ——*— — 5* to, COBIK L; 


erhält, deren Convergenz unmittelbar in bie Augen fällt. 


Nach dem Worhergehenden wird es nicht fchwer fein, für einen 
rechtefigen Rahmen ben alfgemeinften Fall, namlich ben, wenn ſowohl 
bie anfängliche Form ber Fläche, als das Geſetz der anfänglichen Ge— 
ſchwindigbeit ihrer Punkte beftimmt iſt, zu behandeln. Sch will Daher 
ben weitern: Fall betrachten, wo ber Rahmen, in welchen bie Meanbrane 
nach jeder Richtung hin mit einer gleichen Spannung: P befeftigt if, 
bie Geftalt eines Kreijes vom Halbmeſſer R hat, deſſen Mittelpunft 
der, Anfang der x und y ſei. Man muß dann zu jeder Zeit z — 0 


und! 23 — o haben, wenn x? 4 y2 — R? ift, und wird daher in 


Hefe Falle befier thun, wenn man Cylindercoordinaten ftatt ber recht- 
winkligen Goorbinaten einführt, alſo x und y durcher und W ausbrüdt 
und bie 3 beibehält. Die Beziehungen: 


ar Por, tes rarma, uyo=-, 


IE 
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d3 dydr. ddn dd O3 "0 O3 din 








dx Site u Tag ——— r. * 
;1 
ds. dz 
423 5 dm 0 gr n a —— \ 
dx _ dr dx do dx 
1.23 sino : — 9 
do r dr dw 
dr dx 5 dx: | 
5 2 u: d’3 sinwecosw -Uyıpwı ı 
dr eos w 2 io or dw? r? 
.d3. sin? w 42% sin 008 W . j _ u m 
dr vr r2 Er 
u. ſ. f. 
verwandeln dann die Gleichung (132) in bie folgende: 
d2z da2 , td 10% 3 
de — (m + dert 1m). 48. 


welcher man jedenfalls! durch eine ſolche Function von Fr, wo und t 
Genüge leiften muß, daß 3 unabhängig von t und » Null wird für 
r=R. Es ſcheint indeflen, daß es keine geſchloſſene Functlon ben 
Art gibt, und die obengeſtellte dorderung nur durch eine unbegrenzte 
Reihe zu befriedigen iſt. 

Für die beſondere Vorausſetzung z. B., daß z von w unabhaͤngig 
bleiben ſoll, daß alſo die gleichſn ingenden Punkte der Membrane am: 
centriſche Kreiſe bilden, genügt man der vorhergehenden Gleichung (135 ), 
worin nun das letzte Glied wegfält, und der Bedingung: w, = 0 
durch die für ale Werthe von r .convergivende unbegrenzte Reihe: 


ee 


wenn man bie Gonftante k jo beftimmt ,daß man pt 717 


01) rl le) te 
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Solcher Werthe von k gibt es aber nicht nur einen, ſondern wahrſchein⸗ 


lich eine unbegrenzte Menge; denn bringt man bie verfichende Reihe 
unter die Form: 


41\2 1 92 | 2 
M.) =1-1+(75) (155) *+(154) x- ete., 


2 
indem man (5) durch x erfeht und ihren Werth für ein beliebiges 


x mit y bezeichnet, und löst bie @leichungen: 


0-1, 0=1i-nH44mf, 0-14 nt 


auf oder beftimmt mwentgften® die Grenzen, zwiſchen deuen bie entfpre- 
chenden pofitiven Werthe von x liegen, und führt diefe in bie Gleichung 
(M) ein, fo findet man 


RENTEN Et 
hr. 
3143. rl) GAB — (5545) ABS +Ee.>0. 


Es liegt alfo ber erſte Werih von x, welcher y—0 macht, an 
1,43... und 2, und die weiter geführte Annäherung gibt x 1,4458. 


1 1,4458 

man bat demnach (ök, 5 = a k, =: 0,4158..R und 

wird ſich leicht überzeugen, daß der eniſprechende Werth von 3, 

naͤmlich 

r? et 

N.) = el 14.5 +47 ) (1,44..)°- Rt Manni, 
1 

nur durch deu Werth r—R unabhängig von t Null werden kann, daß 

alſo in dieſem Falle alle Punkte der Membrane gleichzeitig ſchwingen, 

und zwar alle in der Zeit t, = 2m. eine Schwingung vollenden. 


Geht man-bann bei den Subflitutionen für x in. der Gleichung 
CM) in der Reihe. der ganzen Zahlen weiter, fo findet man bald 


a 


zwilchen 7 und 8 einen zweiten Werth für x, durch welchen y = 0 
wird, und bie Weihe foxigeſetzte nd gibt x = 7,6179.. 


alfo Hat man auch — = UNZLEEE — 0, f261. . R, unb 





zu 2,2 R? 
bie damit ſich ergebende Sunchon: 


3 c(1 76.54 (4 1)" (7,6. re) nl! 


entfpricht num dem alle, wo fich zwifchen dem Mittelpuntte der Mem- 
brane und bem feften Rahmen ‘eine Treisfürmige Knotenlinie bildet; 
denn man bat nun niht nur 3 = 0 fürr =R, fondern auch nach 
der Gleichung (N) 


3* 0, wenn 7, 618r? — — 1,4458R? oder r = 0 ,4357..R 


Der Kreis vom Halbmeſſer r = 0,4357..R bleibt alſo in Ruhe und 
theilt die Membrane in zwei concentrifche Theile, deren Punkte in jebem 
Augenblicke in entgegengefeßtem Sinne ſchwingen und diefelbe Schwin- 


gungedauer 4, — 2m — J 26 = 0.6161..4, befigen. (86 ſindet 


demnach im jehigen gafle kin rationale Berhältnig zwifchen 4, und 
ta ſtatt. 


Zuletzt ſei noch bemerkt, DaB man bie Steigung (135) wieder 
allgemeiner befriedigen kann, wenn man 


3=2. [:- (x) +6) G- tete. ] (Georg HB) 


febt, darin für die ky die verſchiedenen Werthe von k, welche der 
Gleichung (L) genügen, einführt und die Goeffigienten C; und Ei fo 
beſtimmt, daß bie Functionen: 


2 
TREE EA IN ERTEEER TER NFER 


die anfängliche: Geftalt der Membrane und bie enfängtie Geſchwin⸗ 
vor ihrer Punkte ausbrüden. 


472 


G. 88. - 

Fir bie Unterſuchung ber Zuſtände elaſtiſcher Körper finden 
bie in den F. . 35 bis 45 abgeleiteten Beziehungen ihre unmittelbare 
Anwendung; wir werben uns jedoch auch hier wieder auf die Betrachtung 
homogener Körper von conftanter Elaftteität befchränfen und bie in 
6. 44 gemachten andiepungen zu Grunde legen, fo daß die ein⸗ 
fachen Beziehungen: 


2— _ı I E 
FT 7 Fan 2 Tre 
136.) 1-0, =; 
I, 9, 4 _ 
ent trane 


ftattfinden. Fügen wir bann noch Die weitere Beſtimmung binzu, daß 
fi) der Körper im Zuftande des Außern ruhenden Gleichgewichtes be— 
finden fol, fo werben aus ben Gleichungen (93) dafelbft für das in⸗ 
nere Gleichgewicht die Bedingungen: 


oT, 6S, y 
try tn +qgX=0, 
068, 07, 08, 
137.) ar tar! 
ös os oT 
— — 4. — 0* 
a Tytg.r 12: I 
hervorgehen, und für die innere Bewegung bie Gleichungen 
IT, :dS, 98 de | : 
% 17% 1x din 5 
os oT öS, Ä day . 
1 — I Lu. Zi g 
138. ) .) 77 
os .6$ oT,.: _- -: 
_—T’ “ı__? qZz 08 
ÖxX Oy dz di? 
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Dieſe Gleichungen und jene Bedingungen enthalten nur partielle 
Aenderungsgeſetze der Spannungen Tx, Sa, Sy, u. ſ. f. und der 
Verſchiebungen x, Y, 3 und können daher für gegebene Werthe von 
X, Y und 2 duch ſehrr viele Functionen für bie, Spannungen und 
Verſchiebungen befriedigt werben; bie Wahl derfelben wird nur burch 
die an den Begrenzungsflächen - ftattfindenben Verhältniſſe, infofem es 
ſich um den Gleichgewichtszuſtand handelt, und für den Bewegungszuſtand 
durch dieſe, die anfängliche gegenſeitige Lage und die anfängliche Geſchwin⸗ 
digkeit der einzelnen Punkte des Syſtems beſchrankt. Ferner iſt die Anzahl 
der Beränderlihen Tz , Tr, Sr, u: ſ. fa H, z weit größer als bie 
Zahl der Gleichungen, welche zu ihrer Beſtimmung dienen follen, und 
ba es fich nicht nur bei der Unterfuchung der Bewegung, fondern auch 
bei der Betrachtung des GBleichgewichtsguftandes eines veränderlichen 
Syftems mit vorherefchender Gohäflen nicht fowohl um bie Kenniniß 
der Innern Spannungen; als vielmehr um die der Dehnungen und 
Borhänberungen” desfelben handelt, fo iſt e8 vor Allem nothwendig, 
bie Beztehungen zwiſchen den Spannungen und Dehnungen eines Tolchen 
Syſtems feſtzuſtellen. Dabet werben mir aber wie früher einerſeits bie 
Vorausſetzung ſehk Heiner Dehnungen zu Grunde legen md bengemäß 
bie zweite und die höhern Potenzen diefer Dehnungen in ber Enlwicke⸗ 
lung der Spannımgen vernadhläffigen und uns auf der andern Seite 
wieder auf folche Syfteme befchränten, deren Elaſticität um einen Punkt 
herum nach jeder Richtung Hin diefelbe iſt, fo daß bie Beziehungen 
zwiſchen den Spannungen und Dehnungen unabhängig bon ‚der 
Lage der Coordinaten-Achſen. 


Aus den Betrachtungen über die Spannungs- und Dehnungsver- 
hältniffe, welche um einen Punkt herum ftattfinden, folgt, daß bie 
Spannung für irgend ‚eine Richtung von den ſechs Spannungen: 

Tx , Ty , 7, N Sp SS, % 
und jede Dehnung von den ſechs Dehnungen: 


IK — Y_y I e— 
dy 


dx i 0 da ' nme 
1 dx 33 _ . 1/4 

2 + >)- h; 16)—0 26 u 2) > 
abhängt, daß man alfo jede der genannten ſechs Spaunungen als eine 


0 
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Function dieſer ſechs Dehnungen beivadkten und. baher mit Mückſicht 
auf unfere Vopausſetzung fehr lleiner Dehnungen die allgemeinen Be⸗ 
ziehungen: 
K=Aha+Bb-+Ge+Df+Eg—g+Fb, 
Tr = Aga +B,b +eic , 

T = Aa + B,b + etc. 


Be helBbtiet Df+Egr+rb 2 
%$ = Ag + Bb+ etc. ? 
S%: = Aa + Bb + etc. 


aufftellen Tann, welche ferner vorausfehen, daß die Dehnungen von 
dem natürlichen Gleichgewichtszuſtand des Syſtems an gerechnet und 
demnach die Spannungen mit den Dehnungen Null werden. Dieſe 
Beziehungen enthalten 36 verſchiedene Coefftzienten, und es wären daher 
im Allgemeinen ſechs Verſuche nothwendig, um ſie zu beſtimmen. Es 
leuchtet aber ein, dag auch für eine nicht nach jeder Richtung hin con⸗ 
ftante, aber um einen Punkt herum fich fletig ändernde Glafticität drei 
Verſuche genfigen müffen, um alle Goeffizienten zu beſtimmen, daß alſo 
zwifchen den obigen Soeffizienten felb}t wieder gewiſſe Beziehungen be- 
fichen müffen, durch welche die Zahl der zu beftimmenden Gonflanten 
im Allgemeinen wenigſtens auf 18, für eine nad) jeber Richtung Hin 
gleiche Elaſticität aber auf höchſtens ſechs herabgebracht wird, da für 
diefe ein einziger Verfuch zur Beſtimmung aller Coeffizienten genügen 
muß. Im letztern Falle werben ſich bie betreffenden Beziehungen offen- 
bar dadurch ergeben, daß man das Coordinatenſyſtem nach andern 
Kichtungen annimmt, für diefe diefelben Beziehungen zwiſchen Span- 
nungen und Dehnungen aufftellt und mit den aus den urfprünglichen 
Beziehungen (a) abgeleiteten vergleicht, wie es oben bei der elaſtiſchen 
Fläche geſchehen iſt. 

Legen wir demnach durch den betreffenden Punkt drei neue unter 
fi) rechtwinklige Ebenen, deren Normalen wir die Achſen ber —5, n 
und & nennen wollen, und bezeichnen wie in 8. 39 die Coſinus der 


Winkel EX, Ey, Er, 77, u. fh, Melde jebe dieſer Nor— 
malen mit den brei urfprünglichen Achfen der x, y und z bildet, mit 
5, b; ce, a,b, .c, und a”, b*, 0o”, ferner bie jenen Schnitt- 


ebenen entiprechenden Spannungen mit 70) — 1%) , ihre 
Componenten nach ben urſpruͤnglichen Achſen mit T(® , 10 ‚0, 








ru m Tue 


— 


a aM 0 gun. 5 


ww. A- 


a TEE a mr a 


m Ta. = 


3 


—— — — — — 


TI? u. ſ. f.j die nach den neuen Achſen einfach mit’ T, , -S, , 8, 
T, ; S; 59, T, - 8,, &, ſo erhalten wir zufolge der 
Gleichungen (79) und mittels der Beziehnngen: 


7., — 79 45 Henn, 


dos Lg 0 + Fr Fi Fr vor, 


1 — S, — a 70) +b 1 4 e 1, oo: 


a) m _ame) pm r (7) 
7 =-T=«ıT +70 +eT ; 


$ 
u. ſ. f. WU 
die Gleichungen: 


MD) — s — ⸗òy L werd) Er Tm 
D=8s=.T J Het, , 


T=#T,+BT, + cT,+2abS,+2acS, +2beS,, \ 


X 
u 


aa 4627, HT, +2abS, +2d0'S +2b/e’S, , 
T,= «'°T, + br3T, em, HAT 2uhe⸗ S,+2b"c" 8. 
S. = aut, + bWT, + ceT, 
+ (ab’ + a’b)S, + (ao’-+ ac)S,.+(be+b'e)S,, (b. 
Ss, = aaT, + bb’T, + ceT | 
“+ (ab’-a”b)S, fee’ ia’ c)8,+(be’+b"c)8, , 
S, = et + bP’T, + ceT, | 
Hab aD), HE’ Ha’e)S,Hbe’ +’ e)8,, 


beren erfte mit der Glejchung (c) in s 20 gleichbedeutend iſt. 
Sind ferner 


A 


| SE . 6—2 — 
| dE, in’. F 
Ho Y 
r= ia 9 s- 3. ut) 
bie der neuen Achſen entſprechenden Dehnungen, fo hat man auch ver- 
möge ber Beziehungen: 
r —ar +59 +04 , z=aitant+4a, 
yaag+by+tel, y=bEtbn+bt, 
mtr, z=cö5+en+ et, 
die Gleichungen: * 5 


EEE 338443 


X — — dr dz 
ey dx 
Tre * Sy det dw dr 


dx‘ 6x 
Heiler) 
Here te)" 
Heart). 
Meer? 
4 


arı 


— — — — — — 


u... fe, oder in andere. Form zufammengefaßt: 
a = a + ee + Rabf rdncg + 2beb, 1 
b = a:a+b2b +c?e+2abf+2aicg+2bch, ;] 
‘= eh zw b’f+2ateghäbch, 
f =ara+bbb+cce \ 
| *6 b+ ab’) f-+ ac IE + Were D (c. 
g = a aıbbb-t co"? = 
+@ b-tab”) f+-(a” e-Fac)g+(b’c+be’ 9 u we 
b = aaa + b’b’b + dee 
+ — a" c-+ac')g+(b”e- -+b’ )b.. 
Für einen Körper, deffe Giaftichtät nach jeder Richtung hin um einen 
Punkt herum conftant ift, werben bie Beziehungen zwiſchen ben Spah- 


nungen und Dehnungen für jebe diefer Richtangen dieſelben Coeffizienten 
enthalten; man wird alſo auch haben 


Tʒ — Aa 4 Bi 4 0 +Df + Pop + 6 y' 
T, — A, + B, 6° + eic., J Bꝛb + eic,, 
5, = Ad + B, 6’ + Ge+ D,f + Big + Ab : 
s,= Ad + bb + ee. ; 5,= 4a +36 Has. 
Legen wir nun bad neue Coordinatenſyſtem fa, daß, die Achſe der 


mit der yY⸗Achſe, die Achſe der mit der z= Ache ziſammenfält, ſo 
haben wir .ı | 


ı = 0 , b =1, c 0 
Koi ’=0, d=0 
a — 90 be —— 0 , N “= 1 


zu nehmen und fen damit aus den Gleichungen (b} umt (e): die 
Werthe: 


1 a 


T=T,, T,=T,; T,=T, , 8, SAanE BEL , 
‘= b,. b* a e= e, f=-f, H=B, h=+-g;5 
daburch wirder bie Glejchungen (d) Der Meike mach d .3 1 


= Ab+Ba+Ge—Dt+Eb— Fg; 
= Ab+Ba+Ge—Bf+BHb- rg, 
= Ab+tBa+Ge—Df+BEb— Pg 
— — Ab — Ba—CGe+Df— Eb+Fg, 
Ab +Ba+Ge— Df+ Eb rg; 
=— Ab—-Ba—-CGe+Df— Eb+ rg; 


und geben, mit ben Gleichungen (a) verglichen, folgende Beziehungen: 


,=B,B=4,G=-0,D=-—-D, E=3F,R=tE, 
,»=B,B=A,G=6,D)=—-D, EgSS F,F,=—KE,, 
A=-B, B=—-4,0G=-0, D=D,, E=-F, AR=E, 
4—=iB,, B=t4,,.G=30, D=tD, b=—-A, B=BE . 


T, 
T, 
T, 
S, 
8, 
8, 


Daraus folgt, daß bie Coeffizienten E,, F., Es, Fa, De, Ey, Rs; 
G; Ei, Fi, Aa, B;, Ayy: Ba; Ca, 05, I: D; Null werden 
müſſen, und bie Gleichungen (a) und (d) auf folgende zurückkommen: 


=hat+Bb+GcHDf, n=Aa+Bb+GcHDf, 
BatAb+Ge-Df, T,=Bat+Ab+Ge—Dif, 
T=MatAb+Ge , T,= Asa’ +A,b' Ge, 
,=4n—Ab+Df , s=Ad+Ab+Df, 
S=ugtrb , s,=BEg+mb, 
=—-AgtEb,  S=—-Ag+Eh. 


Drebt man ſodann das Coordinaten ſyſuem um bie y-Achſe, fo daß bie 
T-Achſe mit der x=Adhfe, die Achfe der 77 mit der y=Achfe zufammen- 


Fat, fa het, man 
a=0, b=0, c=—1, #=0, b=1, I“ b’=0, c’=0, 
und es wird daher 
ne, 1 eh 9, =, —8 
a — e, b'— b, e'ſ a, fe-b, gg O 5 








| 9 


Die zweite Weihe der vorhergehenden Gleichungen geht dadurch in die 
folgenden über : 
T=Ace+Bb+CGae—DB, T=Be+mb+Ga+DıB, 
«= Ae+B,b+6Ge, 
S=—-Ae+Aab+Db ,. S=Bbg- Ff, 
S=Rhg+ Ef; | 
welche mit der erften Reihe verglicden die Beziehungen ‚gibt: 
G=A , Aa=B=6=B , D, —0, 
A4=0, K=D, , K=V. 


Wir haben alfo einfach, indem wir die nun überflüffigen Inder weg⸗ 


laſſen, 
T=Aa+B(b+e) , G=Df, | 
T„=Ab+B(a+e) , = Dg, (e. 
T. — Ae +Bla+b), S:=Db, 

alſo nur noch drei zu beſtimmende Coeffizienten. 


Durch eine dritte Drehung des Coordinatenſyſtems um Die x = Ache, 
wodurch 


a=1, b=0, c=0, a=0, b=0, d=1, =0, b’=—1, e0 
wird, ergibt ſich, wie man ſich leicht überzeugen kann, keine neue Be⸗ 
ſtimmung mehr; drehen wir dagegen das Syſtem in eine beliebige Lage, 
erſetzen in den entſprechenden Beziehungen: 

13 ⸗ Aa 4 B(b' He), s8 Pf, 

u. ſ.ft. u. ſ. f., 


links die Spannungen Ty, S; ». u. ſ. f. durch die Spannungen 
Tr, 5, u. ſ. f. und diefe ſelbſt wieder durch ihre Werthe (e), 
ferner auf ber rechten Seite die Dehnungen a’, b’, u. f. f, durch 
ya Werthe (co) und vergleichen die Goeffizienten ber Dehnungen 

‚b, e, u. f. f. in der auf diefe Weiſe fich ergebenden Bring, 
6 finden wir bie Bebingungen: 


b!-+c!ız0'3.40’732 , ad r03——b'"315"3 , lee 
Dab = Asb+B(ab’ ab’), De= Aue + Plwe rare (f.. 
Dbce = Abe + B(b’d +b’c’) , N. 


von benen bie drei erfien von ben Gorffigienien A, B, D ummbhängig 
find und unmittelbar durch die Bebingungsgleichungen (Etul. ©. 23): 


B4bto0—i , ta ai 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


zwiſchen ben neun Coſinus a, b, f ‚2%, etc. befriedigt werben. Es 
beftehen aber zwiſchen biefen Winkelfuncttonen auch die Bebingungen 
(Einl. $. 23 und Bd. H., Berichtigungen): j 


ab-ta’ b’+a°b” =0, actfic+ta’c"=0, be+b’c+b’c”’==0, 
welche in bie drei lebten ber Bebingungsgleichungen (f) eingeführt, bie 
Beztehung:: 

D=A—R 


liefen. Sehen wir demnach D=e, , ‚Be, 'und · beachten, daß 
nach $. A3 unter den bisherigen Vorausfegungen die Summe 


arbre=a +b+E€ 


ber geomietrifcen Raumansbehnung o gleich if, fo finden wir folgende 
einfache Beziehungen: 


2 


= (& Mar Ehe ‚öy — = A tee ’ 
". = (& Hear + +5 a5 * &4 tee ’ 


139) | = tt m = te, 


elite) et 


| | | tel) 


zwifchen den Spannungen und Dehnungen eines elaſtiſchen Körpers, 
defien Slafticität nach 'allen Richhingen Hin um einen Punkt herum. bie 
gleiche und. daher andy durchaus conftant tik, | 

Man zieht daraus leicht die Gleichungen: 


= 


481 


dr, 4 39,03 _ | THtrtt 





e öx dy da & +38 
ot © ds dr 
&4 — »Ei (2 —— (140, 
I nn 
a (ar 33) "IT 


an Ta THy=r—-I, 
&4 (eıt322) &4 BR HT) E, E, | 


HH n TH HT TtT 
y EEE,’ a Rh 5°. 


welche mit ben drei legten. der Gleichungen (139) dazu dienen, Die 
Berfchiebungen x. D, aus den in Sunchion von x, yımd z aus⸗ 
gebrüdten Spannungen abzuleiten. . 


S. 86. 

Die vorhergehenden Beziehungen ( 139) enthalten zwar drei verfchte- 
dene Goeffizienten, abge nur zwei zu beftimmenbe Gonftanten, und dieſe 
beftimmen ſich am einfachften dadurch, daß man aus dem betreffenden 
Stoffe einen prismatifihen oder cylindriichen Stab bildet, dieſen durch 
einen Zug P von befannter Größe der Länge nach firecft, und fowohl 
bie Verlängerung als die Verminderung der Dice oder des Durdh- 
mefferd mißt. Nimmt man die Achfe des Stabes als x-Achſe, das 
eine Ende berfelben ald Anfangspunkt, und bezeichnet ihre Länge mit L, 
eine dazu ſenkrechte Ausdehnung mit B, bie Verlängerung mit i=L—L,, 
bie Verminderung ber Ausdehnung B mit b='B, —B, endlich bie 
Oberfläche bes urjprünglichen Querſchnittes mit O,, fo wird einmal die 
Querſchnittsflaͤche O des geſtreckten Stabes im Berhältnig B?: Bot 
Feiner ald Os, alfo ne . 
en 0, =’ 

0 . 
fein, und wenn .n- ein Fleiner Bruch ift, annähernd O = 0, (1-5) ; 
BEE 9 | u. 4 
für den geometriſchen ug Tx nach der x=Achfe hat man 
Op i 
-Tx = 5 — p N) 


Decher, Handbuch ver Medanit IL 31 
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alle übrigen Spannungen find Null. Die Gleichungen (139) geben 
demnach bie Beziehungen: 


dg d 
— = tree dz. .dy 5 = 
, | 
EZ OR En LER Bere DE 2 E12 Zr ze zu 
69,4 
0 tagitagitag » ta =0 


und da in unferm Falle Heine drehende Verſchiebung um bie Normale 
eines Barallel-Schnittes flattfindet, fo bat man offenbar 
6% 


— ey _ u: 
öy 0, , — 5 505 u. ſ. f. 


l h b 
g=eut=Tt N) y=by=— 57 3=b=-;z, 


weil x — wird für x=L, y=—tbfrye4B, weft 
Die zweite und britte der vorhergehenden Gleichungen werben ibentifch, 
und es genügen die beiden Gleichungen: 


€) Delete, = (a+2e)5 


zur Beſtimmung von &, und 22; man zieht aus Ihnen unter ber Form: 
">= &R%+ 83 (A—2P) ’ = & (1- 23) - 8 
die Werthe: 


| BB: 5 —_P_ 
142.) £ — 


worin und 4 für — und * beſeht worden ig. 


Umgekehrt Bat man, wenn bie Coefſtzienten &, und &, beſtimmt 
Kind, für die relative Verläugerung A, und bie relative Berminderung 
der Breite 8, eines prismatiſchen Stabes, welcher nur in der Richtung 
feiner, Länge geſtreckt wird, die Ausdrüde: 





vo ‚ut? = fr: —p . . _ pP 
late) EB’ Inpeers E,’ 


— TED 0 ns 


x 


Bezeichnet man dann L und m mi do und 9, fo hat man J 
I. A 2 b BL 
Dit Pu = A= it’ 
alfo mit Bernadhläffigung ber Quadrate und hoͤhern VPotengen von A, und 4, 
d0 ⸗Aa S 


tt 





Damit ergibt ſich O — Oo (1-24) = (1- 22_, *) 


2* 
und mit derſelben Annäherung wie vorher 


= r = mir 4): 


wird dann noch —- 5; bu Po erießt, fo folgt. 
rn). 4=p, (42): | 


Nehmen wir ſerner ar, daß ber Stab die Form eined nchwint 
ligen Parallelepipeds habe und nach der Länge und Breite durch bie 
geometriſchen Spanmingen p; und ps gedehnt werde, fo. erhalten wir 
bie Gleichungen: 


> =(ı +3) + ah — Era 
— %5(4 +9) — (a + &2) Ya u 
worin nun B5 die relative Pergrößerung der Breite, Ya die relative 


Berminderung ber Dicke oder Höhe vorſtellt. Man zieht: daraus Rnach 
und nah ' 


pi (e 473) 42 + e bꝛ — 52725 | J 


C 


+ Stat2a) Orten — 


pin 


pi — pa = (ua —);' 
für pı = pa == p bat man alſo 


au + Pu _ 2 8 
eRmhkettn MT PTete) 


Wird enblich berfelbe Stab parallel zu : feinen drei Kanten durch bie 
31 * 


— 


geometriſchen Kräfte Pı » pa, Ps relativ oder für die Langeneinheit um 
Ag, Ag 2 78 geſtreckt, fo wird man haben 


= Ah=(aHt &2) Ay teaßs + 87 
pa — (E + &)Pßs + ds + eys 
P=(& + &)ys tal + 3ßs 


und daraus bie neuen Gleichungen: oo 


Pi +p+nR=(a +38) (a +ßs +7)» 
P—-Pp=&(l—ß), A-B=&slls-Y), B—-B=E(ßs—Y) 
ableiten; fär- p = Pa = ps —=p geben biefe | 


= h=yp= Page 
Es verhalten fd demmach bie Laͤngendehnungen einge Stabes; je nach⸗ 
bem derſelbe nach einer ober zwei oder drei unter fich fenkrechten Rich⸗ 
magen durch dieſelbe geoumetrifche Kraft p gedehnt wird, 
‘de s..Ag ae +22: &. + £g.: & ». 

Für bie geometriſche Volumenausdehmung 0 — ie: + m + u 
dagegen hat man im erſten Falle den a | 

= =u— 2A = 


ba gmeiken Fulle wird 


p— TE Tr J— 





2 25 
0: 0 = de Arm, ul DuwirE. pn — 75* 
und im dritten hat man | 
os = Ast fat Ya = pl m 3 25 | 


& f 35 
und daher für bie drei genannten Fälfe die Berhfltnifie: a 
tag m1l:2:3. . 8 


486: 


Es braucht babei wohl kaum bemerkt zu. werben, daß wenn bie geome⸗ 
trifchen Kräfte im entgegengefebten Sinne, alfo ſtauend wirfen, auch 
alle Debnungen das Zeichen wechfeln, die Verlängerung in Verkürzung, 
Die Verminderung ber Breite in einge Vergrößerung berfelben, und 
bie Volumenansbehnung in eine Raumverminderung oder Eontraction 
übergeht. F 


Wenn e *Ei wäre, fo hätte man An benſelben Bien | J _ 
| Mihih=3:2:15. “ 


es ftänden alfo bie Langendehnungen im uͤmgelehrlen Verhaliniſſe zu 
den Volumendehnungen. Die bis jetzt über die Dehnung der Stoffe. 
angeftellten Berfuche find aber viel zu ungenügend, um in Ketreff des 
Eoeffiztenten e2 etwas Sicheres beſtimmen zu koͤnnen, da man ſich 
meiſtens darauf beſchraͤnkte, bie durch eine Kraft P bewirkte Laͤngen⸗ 
dehnung prismatiſcher Stäbe zu meſſen, aus dieſer Kraft und dem ur- 
fprünglichen Querſchnitt O, den auf die Blächen-Einheit wirkenden Bug- 


p= u und daraus mittels der relativen Längendehnung N ben ſoge⸗ 
0 ' . 


nannten Glafticitäts = Goeffiztenten: E— = abzuleiten, 
welcher nach dieſer Ableitung bie Größe ber geomefrifhen 
Spannung p ausbrüädt, die zur Erzeugung ber rela- 
tiven Verlängerung: A —= 1 erfordert, buch welche alſo 
ein prismatifcher Stab auf die doppelte Ränge geftreefi würde, wenn 
feine Elafticität und fein Querſchnitt für eine folde 
Dehnung ronftant bliebe. Die vorhergehende Unterſuchung 
zeigt aber, daß dieſer Glafticktätöcoefflztent alfein für die Kenntniß 
ber Blaftichtät eines Stoffes nicht genügt, und daß es Dazu nicht 
nur nothwendig if, auch bie bei der Verlängerung eintretende Ber- 
minderung der Breite oder Die in Rechnung zu nehmen, fonbern 
auch die Verminderung’ des Querſchnittes zu berüdkfichtigen, um aus ber 


phyſiſchen Zugkraft P bie richtige geometrifche Zugkraft p = 2 zu 


befiimmen, da tm gebehnten Zuftande bie Kraft P fih nur auf bie 
Fläche O und nicht mehr auf die Fläche O, vertheilt, Für wenig dehn- 
bare Stoffe, wie die Metalle, genügt e8 dann natürlich nicht mehr, 
bie Berfuche im kleinen Maßſtabe mit Drähten oder dünnen Stäben 
anzuftellen, da für diefe die abfolute Verminderung der Dicke zu pering 
it, um 4 mit einiger Sicherheit beſtimmen zu koͤnnen; wir" werden 


[ee nnd 


übrigens im naͤchſten Boahe anf diefe Umerſuchung ausführlicher zurück⸗ 
tommen und dort bie darauf bezüglichen Verſuche näher beſprechen *). 


$ 87. 


Da in dem eben unterfuchten Balle bie Behnungen ay, Dx, ©x, 
u. f. f., ſowie bie Spannungen Sz, Sy, Sx Null find, fo fallen ſowohl bie 
Spannungsachfen als bie Dehnungéachſen mit den Goorbina- 
tenachien zufammen (66. 40 und 42). Wird der prismatifhe Stab 
nur nach der Länge geſtreckt, ſind alfo die Spannungen Ty ober 3 
und Tz oder E Null, fo geht das Ellipfoid der Spannungen 
(815, ſowie bie Richtungsfläche der Spannungen (83) in 
bie Ehenen: 


va vr * p 

über . von denen bie zweite anbeutet, daß bie Syanuungen für alle 
Schnitte parallel zur Achſe des Stabes (ber x= oder 5-Achſe) ge- 
richtet find, und die erfte, mit’ ber Dean daß man Kat 


ger tar, 
unter bie Zormı ,, 8 
To Awsi —posil 


moradt, ausſpricht ‚dab bie Spannung für irgend einen Schnitt‘ dem 


*) Nach ber von Polſſon nnd von Andern nach ihm Zu Grunde gelegten Theorie, 
welche darin beſteht, bie. zwiſchen ben einzelnen Atomen thätigen Innern Kräfte 
durch unbebannie Functionen ihrer Entſernung auszudrücken und burch Summatlon, 
beziehuugsweiſe Iuſegratienm derſelben bie Geſammtwirkung, auf einen Punkt zu 
| beſtiumen, müßte für allg; Stoffe A, 4 Pu ,.allo zu = 30, fein, ums 
Qi I; werden. Wertpeim hat aber durch direcke Meflungen ver Bolnsı- 
..  menänberung. bet. Glas und Meffug p, == FA, gefunben, woraus ſich nach 
unfern obigen Werthen 
" se $2,, sm. 
‚ergi. 34 ſelbſt Babe durch directe Dehnungsverſuche mit einem prelten · Vande 
"aus vulkanifirtem Kauiſchuk für dieſen efaftifhen Stoff bi zu ſehr bebeutenben 
“ Berfängerungen das Verhäftniß Bo: 4 nabe conftant = —= 0,36 gefunden, womit fi 


„= 0,366, + (2, mt un 


alſo 4, Kleiner alß.c, ergibt, . 
Dabux iſt bie Theopie van, Belifen, fir —E Dr 
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Eoftnus bes Wintels r proportiönat iſt, welchen die. Norniale des 
Schnittes mit der Achſe des Stabes bilde. Das Ellipſoid der 
Dehnungen (9) dagegen wird, weil b = e ifl, kin Umdrehungs⸗ 
ellipſoid, und die Richtungsfläche der Dehnungen (88%) beſteht, 
weil b und e negativ find, aus zwei conjugirten Umdrehungshyperbo⸗ 
loiden · mit gemeinfchaftlichem Aſhmptotenkegel, deren geometriſche Achfe 
parallel zur Achſe des Stabes N; bie beiden dalbachſen a und b vieler 
Flächen verhalten ia 


a: *: u hays ——— 
VT. * dry: Va u , . , 


alfo für bie Annahme &, =’ wie tr YIT=L: 1,732,..,, Die 
Erzeugende bed Aſymptotenkegels bildet mit der Achſe einen Winter —* 
für welchen man hat 


b ‘ J 
lang a .-:-V5 vi Er W 


Dieſer Winkel ieh: all für 9 =:&% „leid 60°, und bie, Bigus 9: 

ſtellt den Achſenſchnitt der betreffenden Fläche darz BSBi iſt ber Schmitt‘ 

des Hyperboloids ut zwei Mlänteln, OS! C’ der des Hyperboloids mis. 
einem Mantel, AK die Grzeugende des. Aſymptotenkegels. Fur die: 
Richtungen AK und AH’ finden alfo nur normale Verſchiebungen flattz- 

na allen Richtungen, ‚weiche in. ben Wintel KAK’ fallen, eine. im 
Schnittpunkte der Curve BSB’ ‚normale Dehnung, und für alle Rich⸗ 

tungen. in dem Winkel KHAH” eine zur Curve OS’ C normale. Stauung; 
für die Richtung Am ,- z. B. bat man eine: parallel zu mn ‚gerichtete 

geometrifche Dehnung. Der Größe nach wind dieſe geometriſche Deh⸗ 

nung durch den verkehrten Fahrſtrahl Ar bes Achſenſchnittes F GP! G' hes 
Dehnungsellipfoibe vorgeitellt, befien Halbachſen a und * ſich ver⸗ 
halten a 


ı: = —: - —emtre 2a 
ar EN st +2 


- Er 


ee 
(alfo für die obige Annahme a, — a wie. 1: 3), wenn dt ventehrie 
Achſe AF = a’ die. geometriſche Verlaͤngerung A,: vertritt. - — 
Wird der betreffende Körper dagegen nach zwei Rütungen burdg 
biefelbe sonftante geometriſche Kraft gebehnt, fo da$ = A=Tr=:Bp;: 
T. € =D tft, fo werden bie Flächen (81) ımd (83): Rotation” 
Götinder, : deren geitteimfchaftiäche: Achſe ſenkrecht iſt zur EBeiie‘ jener“ 


S8 





Richtungen, in unſerm Kalle alfo parallel zur Achſe ber x; die Halb⸗ 
mefjer r und r’ dieſer Cylinder find 


-;= 


ed folgt daraus für bie Spamung in irgend einer Schnittebene - bie 
Beziehung: 

Tr — At ( c0s22 cos? u = ner, T= Asiny=psiny , 
und der zweite Cylinder deutet an, daß nun alle Spannungen zur 


Shene der xy parallel find. Die Spanmungsachfen fallen wieder mit 
den Dehnungsachien zufammen, und ba man für die Dauptbehnun- 


gen die Werthe hat: , \ 
1. hog— 4+8% —. _ — — 
a 4 * b BP Te Ben) ‚ (Bop=7 Pla +32)’ 


fo geht. das Dehnungsellipfeid (90) wieder in ein Umdrehungsellipfoib 
über, und die Richtungsfläche der Debnungen beſteht aus zwei conju⸗ 
Hirten Umdrehungshyperboloiden; die geometriſche Achſe dieſer Flächen 
iſt aber nun bie Achſe der z .ober bie Achſe der Dehnung ec. Für 
& = 8, wird dad Ellipſoid eine Kugelfläcke, die Hyperboloide werben. 
gleichfeitige und ihr Aſymptotenkegel ein rechtwinkligerz für diefen Fall 
find alfo die geometrifchen Dehmmgen, Staunngen ober Berſchiebungen 
für alle Uebergangsrichtungen gleich groß, und wenn a’, 8, y bie 
Winkel einer folchen Richtung mit den drei Achten find, A, u, » 
die Winkel, welche die zur Fläche normale Dehnungsrichtung mit. ben- 
felben bildet, fo Hat man ſowohl für bie burch Das er Hyper⸗ 
boloid beſtimmten Dehnungen wie: für. bie durch das zweifoͤcherige 
Opperdoloid begrengten Stauungen —. 


1=a, u=ß, v-n-y. 


Nach dem Vorkergehenden : wirb M leicht ſein, bie Verhältniffe zu 
unterfuchen, welche fattfinden müflen, wenn ber Stab nur nad) einer 
oder zwei Richtungen. gebeßnt werben, nah ben übrigen Richtungen 
aber Feine Dehnung und Feine Stauung eintreten, alfo z. B. 4 und y 
oder y allein Null fein fol. Wan. wird finden, daß in dieſen Yällen 
die Dehnungen und Spannungen ihre Rollen in den vorher unterfudhten 
Füllen vertaufchen, indem nun z. B. fir 8 = y = 0 das Ellipſoid 
ber Debnungen und die Richtungofläche berfelien ſich im. Ebenen auf⸗ 
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Löfen, welche zur Richtung der Dehnung A oder zur Achſe des Stabes 
normal find, während das Ellipfoid und die Richtungsfläche ber Span- 
nungen Umbdrehungsflächen werden, denen jene Richtung als geametrifche 
Achſe gemeinſchaftlich if. 

Unter den gewöhnlich ſtattfindenden Verhältniſſen ‚hätte ‚man ſtreng⸗ 
genommen außer ben. dehnenden Kräften P noch den Druck der atmo— 
Iphärifchen Zuft zu berüdfichtigen; für bie meiften Stoffe verſchwindet 
derjelbe indeſſen ſchon gegen, die Größe ber Kraft, . welche angewendet. 
werden muß, um eine wahrnehmbare Dehnung hervorzubringen, und 
für fehr Heine Dehnungen ändert. derſelbe überhanpt nichts in ben vor- 
her abgeleiteten Geſetzen. Um dieß nachzuweiſen, bezeichnen wir den 
entfprechenden geometriſchen Druck (den Drud der Atmofphäre auf. die. 
Hlächeneinheit) mit p, , die entiprechenden Dehnungen mit Ag, 40, Yos. 
ind erhalten für diefe Deßnungen, welche von dem natürlichen unge- 
fpannten Zuftande des Körpers an gerechnet werben, bie Gleichungen: 


h=h=n= 4 +3,’ 

Wird dann per Stab im Sinue feiner Länge durch eine geometrifche 
Kraft p geſtreckt, und werben bie entfprechenden Dehnungen A und 4 
zuerſt ebenfalls von dem natürlichen Zuftande des Körpers an genom- 
men gedacht, fo ergeben ſich die Gleichungen: 


P—p = (ate)it+t2aß ;, -p= (a+222)ß+ 8%, 


sı+ 28 1 — —X 3e 
ats) +3, &4 — ws 


2 €3 41 
P= at)" "+3,07 art 


und daransfolgen für die neuen Dehnungen u =1— 1, , A=ß—Bor 
welche von dem durch den Druck der Luft erzeugten geſpannten Zuſtande 
des Koͤrpers an gerechnet werden, dieſelben Werthe: | 


= Arte, = a, 
a alatse)" GE a(at38): 2 


welche wir oben. erhalten. haben, Diefes Ergebniß iſt abrigens eine: 
einfacge Folge bes. fhon bei bee elaſtiſchen Linie und ber elaſtiſchen 
Fläche in den FF. 72 umb 83- angewerideten Satzes, dab für ſehr 
kleine. Dehnungen bie Bezichungen zwifhen Spannungen 


. ı 


— — —— — — — —— 


0 


und Dehnungen auch bann noch gültig Bleiben, wenn bie 
Dehnungen a, b, c, etc. von einem bereitd gefpannten 
Zuftande angerehnetnndfürbie Spannungen Tı, Ty, etc 

die Unterfchiede derentiprehenden Spannungscomponen 
ten in biefem und einem nenen gefpannten Zuſtande ein- 
geführt werden; biefer Satz laͤßt fich aus ben Gleichungen (139) 
wie Für den vorhergehenden Fall fehr leicht allgemein erweiſen oder 
vielmehr unmtttelbar aus biefen Gleichungen herausleſen. 
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Die vorhergehende Unterfuchung betrifft nur einen der vielen Fälle, 
in welchen an ben einzelnen Punkten bes Syſtems feine äußere geome- 
triſche Kraft angreift, die Componenten X, Y und Z alfo Null find. 
Zu. diefen Fallen gehören namentlich die Biegungen und Debnungen 
von prismatifchen Stäben durch Außere phyſiſche fördernde und drehende 
Kräfte, welche an beftimmten Querfihnitten berfelben angreifen, welchen 
aber bisweilen auch noch eine Anßere geometriſche Kraft, wie z. B. bad 
Gewicht bed Stabes, beigefügt wird. 

In allen dieſen Fällen werden bie Gletchungen (137) in Berbin- 
bung mit ben Gleichungen (139) zunachſt dazu dienen, bie durch 
aribermeitige Betrachtungen abgeleiteten ober vielmehr muthmaßlich be- 
fiimmten Werthe der Dehnungen und Spannungen zu redhifertigen, wie 
ed auch ſchon bei den, elaftifchen Flächen mit ben Gleichungen (126) 
gefchehen iſt; zur birecten Beftimmuing jener Werthe oder Formände- 
rungen find fie nicht anwendbar, weil fle zu viele Auflöfungen zulaffen. 
Ste find auch für ſich aflein nicht maßgebend, da'.auch den äußern 
phyſiſchen Verhaͤltniſſen Genüge geleiflet werden muß. Wenn daher bie 
geometriſchen Verhältniffe den Gleichungen (137) ’entfprechend feflge- 
ſtellt ſind, fo maß man noch auf Die phyſiſchen übergehen und zwar 
dadurch, daß man bie betreffenden Gleichungen in Bezug auf bie drei 
Beränderlichen x, y und 2 zwiſchen denjenigen Grenzen integrixt, zwiſchen 
welchen keine Äußeren phyiifchen Kräfte angreifen, zwifcgen welchen alfo 
alle Form⸗ und Spannungsänderungen ftetige find. Man tommt dadurch 
im Grunde wieder auf die Gleichungen (e) in 8.38 zurück, welche aber 
nun eine zweckmaͤßigere Form erhalten können, Indem wir bie Goorbinaten 
für eine der vorhergenannten Grenzen mit xq, Yo, 2, und die entfpre- 
chenden Spannungen, welche ſich bireet durch bie daſelbſt wirkenden 


äußern phyſiſchen Kräfte ergeben, mit — 87, , =, 2 zn, En, 


uf. f. bezeichnen, waͤhrend dieſelben Buchſtaben, ohne ben unterhafb . 
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ftehenden Inder O die bis zu einer veränderlichen Grenze ſich ergeben⸗ 

den. phuffhen Spannungen vorftellen, fo daß man für bie letztern bie. 
in $. 37 aufgeführten Werthe (a) erhält, und bie Gleichungen (137 ) 
durch d bie eben angegebene Integration in die folgenden übergeben: .- 


‚ (14Be 
zo jan +29 zn Ha +2” -| J 9 qX 


v... 


anna = a4 * -[: J je dr. of . 


=, +20 + = zn + & + ) ‚ar |? d ‚|; d y 5 di. 02 


Diefe Gieichungen werden dann einerſeits Bay dienen, nachzuweiſen, daß 
die aus den angenommenen geometrifchen Spannungen ſich ergebenden 
phyſiſchen Verhkltniffe in den Begrenzungsflächen oder Befondern Punk— 
ten mit den Behingungen dev Aufgabe übereinftimmen, und anderfeits 
dazu, millfürlih eipgeführte conflante Größen nad jenen phoßilchen 
Berhältniffen näher zu beſtimmen. 

Nehmen wir als einfaches Beiſpiel noch einmal die in ben vorher 
gehenden KF. ‚behandelte Dehnung eines prismatiſchen Stabes, jedoch 
mit der Abänderung, daß ber Stab nun als ſchwer betrachtet wird, 
lothrecht aufgehängt iſt und fowohl durch fein eigened Gemicht, G wid: 
dur ein an, ber unfern Grundfläche angehängted Gewicht Q geſtreckt 
wird, deſſen Zug ſich auf dieſe Grundfläche gleichmäßig vertheilt. Wenn 
für biefen Fall die Achſe des Stabes als 2-Achſe, ihr untered Ende 
ats Aufaugepunkt genommen wird, jo. hat man: 


x=0, =0, DAHER) | 
und genügt daher den Gleichungen (137)- burch die ben Verhaltniſen 
muthmaßlich entſprechenden Werthe: 
bh, Tab, T=htp, 
\ Ss=0, Sg =0 , 8. = 0 . 
denn bie beiden erſten dieſer Gleichungen werden memltelbar wefriedigt, 
und fi bie britte bt man auh 


d7T. .* 
. re . ., 


— 


Ferner hat wan damit 

=, Wehe, X =h0,+p2O,, 
0 ,. eo, . Wo, nfth 
wenn O, „ Os und O, bie Oberflächen dreier zu ben Achſen ber x, 
yındz fenkrechten Schnitte des Stabes vorſtellen. Bleibt denmach 
der Luftdruck unberüdfichtigt, fo daß z = :, = —0 und z” = —(Q 


wirh, fo muß auch u, = ka — (0 fi, bie britte der Gleicjungen 
(143) gibt 


none fie fer Pp=0Q+pV, 


und mit ber Beachtung, daß auch zO, = V ift, folgt daraus k, = 2 =p. 
1 


Die Gleichungen (140) und Ras geben dann bie Beziehungen: 
. 63 _PıtPpz ‘y Pıtps 


da E ’ E=n=- E, ’ - 
und aus biefen zicht man mit der Annahme, daß x mit x, 9 mity 
Null wird, zunaͤchſt die Werthe: 


-_Atp, __PM+ps, 
& E, ’ y= Es y * 


welche die Aenderungsgeſetze geben: 
BE, N, 3 
2 BB’ ARTE nn mu. 


Dadurch erhält man unmittelbax Sz = 0, und bafür, daß auch Sy und 
Sr Null werden, die Bedingungen: 


83 Og _. px. IL _ MB _ pY 


—— — 5 


os da 5’ er ,dz BE’ 
welche nun mit dem obigen Werthe von 57 für; den Ausdruck geben: 
3 24 —2 (ty). 
E, 1 2 2F3. Er . 


Daraus würde folgen, daß im, jebigen Yale bie zur Achſe des Stabes 
| normalen Schnitte, welche vor feiner Dehnung eben waren, nach der⸗ 
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Felsen es nicht mehe find, Indem fich bie Achſe ſelbſr am wenigften behnte, 
namlich m de Sieg =ifrzel,x=y=0, alſo um 


ı 27 —R — +48 


EO, 
und jede Parallele zur Achſe um eine Größe: - 


pr r? 
d= 25, E 
mehr, welche dem Quadrat ihrer Entfernung r von ber fe propor- 
tional und von ber Länge bed Stabes unabhängig wäre. Diefe Größe 
iſt unter den gewwößnlichen Berhältniffen allerdings fchr ‚Hein wegen 


des BVerhältniffes IE. und weil inan bei einem Stabe r nicht groß 


vorausſetzen kann, und fie darf deßhalb vernachläffigt werden *); fie 
ſcheint indefien darauf binzudeuten, daß für den betreffenden Fall bie 
obigen einfachen Annahmen nicht ganz firenge genügen. 

Mit Vernachlaͤſſigung diefer. Größe Tann man aus bem vorher⸗ 
gehenden Werthe von l den Schluß ziehen, daß tm fetzigen Kalle bie 
Berlängerung bed Stabes dieſelbe iſt, als wenn derſelbe gewicht— 
los gedacht und dafür am untern Ende dem Gewichte Q 
noch die Hälfte feines Gewichtes G beigefügt wird. 
Fäür die Verminderung b einer zur Achfe ſenkrechten Xusbehnung B;, 
fo daß man hat ge = — b für x == B, zieht man aus dem Werthe von & 


F Ze 5 Bu (o+c# #) 


und säfteh daraus, daß ber Stab im jetzigen Yale nicht prismatiſch 
bleibt, ſondern ſich nach oben proportional ber Entfernung vom untern 
Ende verjüngt. Bei diefer Annahme könnte aber ſtreug genommen O, , 
alfo auch p, nicht conftant bleiben, fondern würde eine Zunctton son z5 
richtiger. ausgeſprochen Folgt demnach aus dem letzten Werthe, daß ber 
Stab erſt durch bie Dehnung prismatifh wurde, alſo 








*) Wenn der Centimeier als Längeneinheit, das Gramm als Gewichtseinheit genöinnten 
wird, fo Bat man für Ciſen EZ, == 2000000000 ,„ EZ, wahrſcheinlich nahe 


3E, und p—= 78, alfo Fr verſchoindend lein ; ; für Kautſchuk fand ich 
E, 
D=08, = 100 „ &, = 9000 , womit fh 2, — 9520 , 
E, = 26400 ergibt, und » = 0,009015. 
2, - | 


a _ 


her Dehnung vom. ober Eude gegen bas untere bin verfüngt geweſen 
Ten ober die Geftalt einer abgeflumpften Pyramide ober eines abge 
ftumpften Kegeld.gehabt Haben muß, von der a daß fich Die ober | 
Grundfläche zur untern wie | 


(HE): (1+2:)' ober nahe wie Dee :4, 


wenn pL fehr Bein ift gegen Es + pı , verhalten hat. 


Wem ber Saab eine andere als bie ebenbezeichnete Verj ungunz 
beſitzt, dabei aber immer eine ſolche Geſtalt Hat, daß feine Querſchaitie 
ähnlich ſiud, und daß feine Achſe, d. i. die Linie, welche die Schwer⸗ 
punkte dieſer Querſchnitte verbindet, eine Gerade iſt, ſo wird derſelbe 
weder durch die Kraft Q allein noch durch dieſe und fein Gewicht fo ge- 
behnt: werben, baß er nach der Dehnung prismatiich. wird. Set bamı 
nach ber Dehnung O, bie Größe ber untern Grundfläche, Or der Quer⸗ 
fehnitt des Stabes in der Entfernung. z .von der untern Grundfläche 
und V dad Volumen von biefer an bie au dem Duerichnitte Oz. Man 
bat dann offenbar . . 

u. =Q+ PY 3 


und mit der — des 0, = je fir 1 wur eine e Genelim 


von z fein tu, wird: man launhen, daß man au , 


Yı lie 0. 7, Q p [dz.0, 
—* Je J . | — nn ’ 








Fi P 
417.0, aan at, 
4.) Zu ds rn IT nn "ober, T; da — en 0: 


haben “u woraus ſich unmittelbar. bie Bm: 


oe . nn 3 dT, 
' 2.0.2.5. 08 I — 
B.) login 0, - |: 2 m. T 


zur Beſtimmung von O, and Tz ergibt. x 
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Sol 3.8. Tz conſtant und = p, = 2 fein, fo hat mn 
oo 0 00 


| or 

| =; ,=%e",, .) 
und die dritte der Gleichungen (137) gibt mit der Beachtung, dafs 
wider gz= — p, X— V— O iſt, daß Sc.und S, im Bezug 


anf x umd y ſymmetriſch und mit x und y Null werden müſſen, weil 
in der Achfe be Stabes ‚feine Verſchiebungen ſtattfinden, 
} er Te 1 1; 
+ 2 _y=0 ; :=-Py ; ,;=zPpX. 
2 2 | 

Daraus folgt mit der weitern Beachtung, daß Feine Verſchiebungen 
fentvecht zur Achſe bes Stabes eintreten können, alſo S; = 0 ift, ımb 
nit Berüdfihtigung der beiden erften jener Gleichungen 
\ 65050, IT, OT, _ 

da dd» 


alfo ohne Einrechnung des Luftoruckes Te=0, Tr=0, und 
dieſe Werthe genügen auch ben beiden erſten ber Gleichungen 1 I 
weil man hat 


zn = [or] or. x = 500, ur 


wenn, wie borauegeſeht wurde, die z=Achfe mit der ae des Stabes, 
d. 1. .mit ber Geraden, welche die Schwerpunfte ber Querfchnittsflächen 
verbindet, zıffammenfällt. 

Durch die Sleichungen (141) ergibt fich dann weiter 


md daraus folgt 
——4— 9-5 3 —R 


wenn x. und h als unabhangis von zZ Pen werben. Dani 
hat man wieder - ar 


46 | Ze 
E eo y. Nein 2 Fre, n’E 


4% 


alfo zufolge der Werthe von Sx und Sy bie Bebingungen: . 
tafı,YJ)=4px , tafı,)=4Py » 
burch welche fich 
Oz. @H4n), 3=hıt (4) 
ergibt. 
Es iſt demnach im jetigen Falle, wie bei einem gewichtloſen pris 
matiſchen Stabe, welcher durch einen Zug Q an beiden Enden geſtreckt 


wird, fomohl die Dehnung längs der Achſe als bie Zufammenztehung 
ſenkrecht zu deiſelben durchaus conſtant. Es iſt daher auch, wenn man 


das Fleine lieb „_— (x? + y2) vernachläſſigt, die Geſtalt des Stabes 


vor ber Dehnung er emigen nad ber Dehnung ganz ähnlichz denn if 
Bz eine zur Achfe ſenkrechte Ausdehnung bed Stabes in ber Entfernung z 
vom untern Ende, B, bie parallele für z = 0 nach ber Dehnung, 


BC” und B5” bie entfprechenden Größen vor ber Dehnung, fo hat man 
Bi — B+Pı Pı B, 


9 


@ An. o$' E+Pı 
I —B=pB: N B = B 


alfo 
"n6 (0) 
BB oR (* 0, 
p® — Bo, un 0m (5) 9 
0 
folglich nach Gleichungen (a) | 
nn B wo, . 
b.) tell. 


Streng genommen wären in dieſer Gleichung noch die auf den gebehn- | 
ten Zuftand fich beziehenden Größen‘p, z und p, durch bie entfprechen- 
ben für den ungebehnten Zuftand zu erſetzen; Die Unterſchiede find aber 
für die unfern Unterjuchungen zu Grunde Tiegenden Vorausſetzungen 
ſehr kleiner Dehnungen fo gering, daß die Gleichung (b) mit hin- 
reichender Genauigkeit die urſprüngliche Geſtalt eines Stabes beſtimmt, 
welcher, durch eine angehängte Laſt O und ſein eigenes Gewicht gedehnt, 
eine conſtante Spannung und Dehnung annimmt. 

Wird dad Gewicht bes Stabes vernachlaͤſſigt, alſo p = O geſeht, 


fo wird 0%.=% ; 0 = = o ; ber Stab iſt alfo vor wie nad 
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ber Dehnung prismatiſch, wie früher: in 6. 86 angenommen wurde, 
und es nehmen auch bie Dehnungen die dortigen Werthe wieder an. 
Ebenſo findet man durch die Bleihung (B) O,.— O,, wenn 
man für Tz die Function: 
L=p+pz | 
wahlt, wodurch man auf ben ſchon behandelten Fall zurückkommt. 
Weniger einfach als die Beftimmung von O, aus Tz {ft bie um- 
geehrte Aufgabe, Tr nach Oz zu beftimmen, wenn das Gewicht bes 
Stabes zu berügfichtigen if. Die Gleichung (A) wird für diefen Fall 
dT; do, 


0:7 = plı — Tr oder "7° p — T, -——— 


und kann nicht allgemein aufgelööt: werden.: 


. 89. 


Für die Unterſuchung derjenigen Formänderungen, bet A weiten die 
äußern Kräfte auch drehende Wirkungen ausüben, wird es vortheilhaft 
und ſelbſt nythwendig fein, auch die Bedingungen für das Gleichgewicht 
ber drehenden Kräfte zu Hülfe zu nehmen, nämlich die. Sleichungen 
(e) oder. (f) in $. 38, die zwar feine neue Bedingung zwiſchen den 
geometrifchen Kräften aufftellen, welche aber für die Betrachtung feibft 
förderlich fein werden, und deren Integrale, die Gleichungen (d) da- 
felbft, zwifchen den Grenzen, an denen äußere phyſiſche drehende Kräfte 
angreifen, zur Löfung der Aufgabe unentbehrlich find, indem fie von 
den geomekrifchen Verhältniffen eines, Punktes auf die phyſiſchen Ver- 
hältniffe der Schnittflächen zurückführen. Diefe Integrale nehmen nach 
der in 6. 38 und bei den Gleichungen (143) angewendeten Bezeich⸗ 
nung die Form an: 


(Ty®-0,®) + (AIr-Er 5) 4 (SP 2%, m ) 
— ET) (ER “r) 


Jeff aan), F ef 
| 


u. |. k5 3 
ſie Foren aber dadurch abgekürzt und für ihre Bedeutung bezelhnender 


dargeſtellt werden, daß man bie um. die x⸗Achſe drehenden Momente 
Decher, Handbuch der Mechanik LIE. 32 


m 


ber geometriſchen Kräfte T?, 727 imd 70 dur m, m, m, 
ihre drehenden Wirkungen um bie y⸗Achſe durch Mm , m”, men , 
u. ſ. f., die entiprechenden phyſiſchen Wirkungen durch RR 3 ‚ er, 
MR”, MT ; Rn” ; RT „u. ſ. f. bezeichnet, fo daß man für 
bie erſtetn bie Werthe: 


MD 7 — zT) = y8,— 25, 
W’=-yW’ -ı =y8,—at, 
„MD = Tr — 310” = yT, —ız8, 


14.) . 
M” = — x7 * zT. — 18, 
Mm,” = mn _ | xT” = 18, — xS, 
nf f. 


erhält und für bie letztern 


—X |? I 2. uw, MR” 5 x fi dz.M, 
a 
185.). mi =|: —V M, 
— y | x fı2 
DT 7 MR -[orföu.up 
. ! 0 La - , Xo Le 


u. ſ. f. 


Die Gleichungen für das Gleichgewicht der geometriſchen Momente 
nehmen damit die einfache Form: | 
oM? 9m” oM” . 
ta rg + -ıY)=0 


IM” MT”. IM; 
16.) | SE GIG Fern =0 


oem”? 0M? om” \ 
er öy *. x * ıIaY- 9) — —— 














an, fo daß fie mit denen ber fürdernden Wirkungen ganz gleichlautend 
werben. Bezeichnet man dann: noch bie phyſiſchen Urehenden Wirkungen 
für eine zur x=Achfe ſenkrechte Schnittebene durch ben Punkt x, ya ze 


mit M,, M R M MR”, für den zur Achſe der y ſenkrechten 
Schnitt in bemfeiben Bunfte mit mM, MR, MR, und fo 
0 


entfprechenb für. ben jur z=Achfe ſenkrechten Schnitt, fo erhalten wir 
für das Gleichgewicht der phyſifchen drehenden Kräfte die Bedingungen: 


RT + an + a” — MR, + mM, + m 


elle gq(yZ—- zY), 


Re + — 4 m” — x 4 m, + Ri, 


(147. 
-faß fü «ax — 22) , 


DR.” + m + [5 — m, + MR,” + R,” 


| ja ‚|. gq(xY—- yX). 


Zn vielen Fällen biefer Art wird es auch zweckmaͤßig fein, Bolar- 
eoordinaten, insbeſondere für die Drehung um eine beftimmte Achfe 
Cylindercoordinaten anzuwenden‘ oder doch mit den rechtwinkligen gu 


verbinden. : Man hat bazu, wenn die 2⸗ Achſe als Drehungsachſe an⸗ 
genöhtfien wird, 


ER cos , 9 con” ‚ Y=Tsino, — sin a” 
und demnach, wem man — —r, —o"r feht, alſo r 
und z bie Aenderungen bed Fahrſtrahles r und bes Auimuthe co eines 
Punktes bezeichnen, 29 





Rn 


148,) 
=r.c08 @— (If) —— 0080-7) Zr sin tr in ), 


y=rsin —(r—f) sinlo—T)=tsin(o—r)-+2r sin 4r cos(o—4r), 








4=1— 1, 

und wie früßer 

dg _dg de mu cdy _dYy ‘y sinw 
"ES Take 7’ se En 3 TR Tu 
IE _IE, ög can U IH . öYy cosw 
dy dr 779 Pr? vn rot r ’ 
u. ſ. f. 


Die weitere Entloiclung dieſer Formeln burfte übrigens am beſten jedem 
bejondern Falle vorbehalten werben. 


Das einfachfte Beiſpiel diefer Art iſt bie Drehung (Torfion) eines 
prismatiſchen Stabes durch zwei gleiche und entgegengefeht wirkende 
Momente Pp, welche an ben beiden Grunbflächen beöfelben angreifen, 
und zwar ohne Rückſicht auf das Gewicht besfelben, fo daß Feine Aufere 
fördernde Wirkung und feine aͤußere geometrifche Kraft vorhanden iſt. 
Man kann dazu ben Stab mit feiner obern Grundfläche an einer hori⸗ 
zontalen Ebene befeftigt annehmen, jo daß feine Achſe, welche auch 
die Achfe ber z vorftellt, eine lothrechte Richtung hat, in der Ebene 
ber unten Grundfläche, der xy=Chbene, das Moment Pp angreifen 
. laffen und von ber geringen Dehnung des Stabes durch fein Gewicht 
Umgang nehmen. Der Widerfland der oben Grundfläche gegen bie 
Drehung bildet das zweite Moment und muß dem Momente Pp an 
ber untern Grundfläche des Außern Gletchgewichtes wegen gleich und 
entgegengefeßt fein, und ba Feine fürdernben Kräfte vorhanden ſind, fo 
müffen an ben. Begrenzungsflaͤchen des Stabes, hie Spannungen Tz; 
Ty und Tz Null werben, 

Man genügt daher biefen Bedingungen unb ben Gleichungen 137) 
ober (146) am einfachften dadurch, daß man in ben Beziehungen (148) 
r — 380 ſetzt, v7 nur von z abhängig annimmt und bie zweite und 
die höhern Potenzen von 7 vernachlaſſigt, ſo ba man hat cos 1, 


sint—=r und 
—- sreinw = — ty, vritos o 3 


es folgt daraus zuerſt 





ÖE_ de -_ ey _ H_ 
HI di 0. yo dx *75 
‘8 __ 5 ıYy_ 3 _3.4_, 
da LE 42” x 7 dy do 
und damit ergeben ſich bie Werthe: 
” 8; di. 

-1 dt . 
R=T=T=0, “0, F=za),, 7 ern 
08, _ O8: öSy 1 d?r 08: "1 "Re 


dr rn Be 


welche die letzte ber Gleichungen (142) unmittelbar und bie beidg n 
eriten wie auch die Gleichungen (146) mit der. r Bedingung: * 


— =0, tv=kz 


befriedigen. Die dritte der Steigungen (147) wird dann 


Mr farm} = Paar? ffir a4 
— 1 dt ” [7 8— — 
— — — m = P 


und gibt für ben Eoeffiztenten k ben Werth: 


2Pp 


fe P rs fee a) 


worin r=f(o) der y=f(x) und = fo( x) bie Gleichungen 
ber Begrenzung eined zur Achſe des Stabes normalen Schnittes vor= 
fiellen. Wir haben aber auch noch die Bedingungen: 


k— (a. 











Mm 
x (Yy x fY 
z = [2 2r.6r- — zer = 
® Ye 
en [ö2f2r = 4 f?r x—=(, 


und biefe beiden Bedingungen fprechen ans, baß bie Drehungsachk 
oder z > Achfe mit .der Berbindungslinie der Schwerpunkte aller zur 
z = Achfe normalen Schnittflächen zufammenfallen muß. 

Für einen cylindriſchen Stab insbeſondere, deſſen Querſchnitt ein 
Kreis vom Hulbmeſſer R if, hat man als Begrenzungsgleichung: r —R 
und daher 

APp 


1 
=? Pp= Zunk; 


fuf einen Stab mit quadratiſchem Querſchnitte dagegen ergibt fich, wenn 
a bie Seite dieſes Querſchnittes if, rm ‚, S=y=—4ta, und 
12Pp 


= — 5, Ppp= 
{ 


Pd 
& a* 1 


= 2 
Bezeichnen wir noch unſern Goeffigienten te, als Torſions coeffi⸗— 
zienten mit T, und ſetzen wir bie Länge L des Stabes für z und 
den Drehungs-Wintel 9 am Ende desſelben für den veränberlichen r, 
ſo ergeben ſich für -unfere beiden Stäbe die Beziehungen: 
Pp=—TnR7 y Pp = +18] s 
welche in Vebereinftimmung mit ber Erfahrung ausfprechen, daß für 
dasjelbe Moment Pp die Drehungswinkel zweier cylindrifcher oder 
zweier quabratifcher Stäbe von gleichem Stoffe im geraben Verhältniſſe 
ihrer Längen und im umgelehrten ber vierten Potenzen ihrer Durch⸗ 
meſſer ober Dicken ſtehen. 

Die vorhergehende Unterſuchung kann jedoch nur als eine erſte An- 
mäherung betrachtet werben, da fie nicht nur vorausfeßt, daß z immer 
fehr Klein bleibt, was an dem untern Ende eines bünnen Stabes von 
einiger Länge nicht nothwendig der Ball tft, fondern überhaupt nicht ganz 
mit der Natur der Sache in Uebereinftinnmung fleht. Denn die Annahme: 


E10] 3 Y == TE 





a 
gibt für Die uefprüngliche Lage eines Punktes die Goordinaten: 


"= x —- g=ı$+0y N Vey-y=y-sı 
und für feinen urfprünglichen Abftand r” yon der Achſe 


= Ya νI y, 


der Stab kann alſo darnach ſtrenggenommen vor der Drehung nicht 
cylindriſch oder prismatiſch geweſen fein, ſondern müßte an demjenigen 
Ende, wo 720 iſt ober wo bie z anfangen, einen etwas ſchwächeren 
Durchmeſſer gehabt haben, als an dem entgegengeſetzten, ‚während es 
einleuchtet, daß es für die Sache felbft ganz gleichgültig fein muß, an 
welchem Ende man den Anfangspunft der z annimmt, baß biefer fo- 
wohl in ber befeftigten ald in ber freien Grundflälhe. des. Stabes an- 
genommen werden kann, da an beiden biefelben drehenden Kräfte wirken. 

Sch werde übrigens hier nicht weiter auf diefe Unterfuchung ein- 
gehen, ba. wir biefefte im nächften Bande doch sieben Aufnehmen 
müffen, und bemerfe nur noch, daß ſich nach dem Vorhergehenden 
für die Coeffizienten E, und 7 ber Längenbehnung und der Drehung 
eines prismatifchen Stabes dad Berhältniß : 


. & (a+38), 2 +62 . 
&:7= u +28 zu = u4at2e 1 


ergibt; für die Annahmen: a, = 5 und & —=2e, gehen daraus bie 
Beziehungen: 





T=4E, w T=tHtE, 


hervor, welche übrigens zu wenig verfchleder And, um and ben durch 
bie Erfahrung gegebenen Werten von T md E, auf’ das. Verhältnig 
von & zu ea zurüdichließen zu Tonnen. 
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Die in ben vorhergehenden 68. gegebenen Auflöfungen ber ein⸗ 
fachften Falle, welche ſich für die Unterfuchung bes innern Gleichge= 
wichtszuſtandes elaſtiſcher Körper darbieten, wurden: mit den’ möglichſt 
einfachen, dem BZuflande des Körpers muthmaßlich entiprechenden Func— 
tionen für bie Innern Verſchiebungen x, 9, 3 oder bie Innern Span= 
nungen Tx, Ty, Sr, u. f. f. durchgeführt; es wurde aber einerfeits 
dabei ſchon bemerkt, daß dieſe Funetionen dem beireffenden Buflanbe 


⸗ 








Mm 


bes elaftifchen Stabes nicht vollkommen entiprechen, unb anderfeits wirb 
man fich bald überzeugen, daß es nicht leicht iſt, beſſer entfprechende 
Functionen aufzüfinden, da biefe Zunctionen den Gleichungen (137) 
und den Gleichungen (139) gleichzeitig genügen müffen, und weil auch 
die Verbindung dieſer Gleichungen durch Elimination ber Spannungen 
nicht befier zum Ziele führt. Die aus der ebengenannten Elimination 
bervorgehenden Gleichungen Tönnen aber bazu bienen, allgemein be⸗ 
zeichnende Eigenſchaften der Functionen Tennen zu lehren, welche zur 
Auflöfung der den Innern Gleichgewichtszuſtand elaſtiſcher Körper be⸗ 
treffenden Aufgaben tauglich ſind. 
Nehmen wir nämlich die Aenderungsgeſetze der Werthe (139), 

ſie in die Gleichungen (137) einzuführen, fo finden wir 





* y 3 
*— — te es (2 + 3) 


= (ut). (3 ++) _ -i (+3) 


d o 
(tete an, 823 
= te) Fa — re) 

















_ e_,(d, 
St) -ulgnt 5) 
oder 
db: chin (dp, 29 | dp) 1,91, (29 
dx rt der zei (ts) 
_ &+28 ee 1 gg 1 ag d23 . 
— Tr z Age za Er ce) ü 
ferner wird | 
01, (PE, 09), SE _1, (8 
6 za ( r Ei) za (a3 r 4) 
uff, 


und ‚man kann damit bie Gleichungen (137) entweder unter die Form: 
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I 52 41 (98 2 
Carte) tal )+ ul) ior=0 





day) a \dz8 dxdz 
de, 3} fd 0? 1 /0d? 0? 
et 6 J— (149. 
di 1, (#309 . 
tn J za ze (- reale. ZU 


bringen ober. unter die Form: 


& +28 se dir d’r — 
a EL ge (= Ya + E) 400 0 


& +28 do . 
— nt7 (m + v4 F)tı Y=0}. (180. 


&4 +28 oe d23 
— 543— EHE Z) +ı2= 07 


Differenzirt man nun bie drei Gleichungen (149) der Reihe nach 
in Bezug auf x, y und z und bildet die Summe der ſich ergebenden 
theilweifen Aenderungsgeſetze, fo erhält man die neue Gleichung: 


{8X , 6Y, 82 
tt tt) cast. 


welche in zwei ſehr allgemeinen Faͤllen ‚auf die, einfache bezeichnende 
Eigenſchaft: 


d⸗ 
Er = (152. 


zuruckkommt, naͤmlich 1) in dem Alle, 'wo X, Y und Z Rufl Aub, 
und 2) in dem Yalle, wo biefe Gomponenten durch bie theilweiſen 
Aenderungsgefeke einer Function V enger ericheineit,, welche bie 
ähnliche Eigenſchaft: iJ 

., 82V. ,. 02V F 

dx + sy? + 77 180 J in 
beſitzt. Dieß fitfbet 3. Bi flatt, Wem X, Y und 2 bie Gomponenten 
einee Kraft R vorftellen,- welche dem Duabrate der Entfemung des 





Le U) 


Punktes xyz von einem feften Bunte verkehrt proportional ift, fo daß 
man bat 
1 
SM AEFFO- FR rt 


wenn mit w bie genannte Entfernung, mit a, h, c bie Goorbinaten | 


des feiten Punktes, mit u befien Maſſe ober Dichte und mit G ein con- 
ftanter Goeffizient bezeichnet wird. Denn man hat dann (I. Buch, $. 99) 


a — x by c—ı 
Xu: Vabng a, dmbng — 
ow — dw — dw 
— di, min » Fur: 
— oV _ 68V 
409 2 *175 137 2 
wo nun ber Ausdrud: . 
1 | 1 


— Gun — — — — — — — 0—— 
e + (b-y)? + (c— 2)? 
burch V enfeht itz es ieh barnach 
doxo ꝛv u (za! _ 1 
x IT „) ? 
u. ſ. f. 

und folglich erhält man als Summe dieſer Aenderungsgeſetze: 

MV, 82V 0°V 

‘x? + öy? + 673 =. 
Diefe Bigenfhaft wird aber allgemein ftatthaben, fobalb X, Y und 2 
fo von brei neuen Veränderligen X, Y.und Z abhängen, baß man bat 
„_IV_3Y 92 „_IV_IZ_ 6X „_V_IX_0Y 

rd yo Toy ox da’ da dy dr’ 

‚+ Bezeichnen wir ferner bie eingeffammerten Glieder ber Gleichungen 
(150) mit U,, Uy, U,, fo daß 


a; RE, 9 ey Hy . 
dı3 + ey? i + = 10 y dx + öy: + da * =TU,, u. ſ.f. 


*r 
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fo nehmen biefe Gleichungen unter der vorhergehenden Borausſetzung 
in Betreff der Componenten Xx, Vund? die dorm an; 


ten I _0,\: 
u +3 1,+457 0, . (133. 
— &, — 

— — —5243— ———— 


Differenzirt man dann dieſe Gleichungen wieder der Reihe noch in 
Bezug auf x, y und z und nimmt die Summe ber Aenderungspefeße, 
fo ergibt ſich mit Berüdfichtigung der Gleichungen. (152) und (V) 
Die Eigenſchaft: | 
. 0 0% u. | . 


Differenzirt man dagegen jede der Gleichungen (153) mehnal nach⸗ 
einanber in Bezug auf x; y und = mb nimmt für jede der genannten: 
Gleichugen bie Summe biefer drei Aenderungẽteſee gweuer Ornung/ 
ſo folgt mit ber Beachtung, daß 








u) 
+ + Re — (++) —_— N: 
* — a, 9 msn. 
u 3 ( dEV ) 
nn hatte) * 
se tm Koi dx -=0;° 
uf | 
für U,, U, und U, bie bezeichnende Saft: * 
—X OU, 02V, Fi Ur, d° U, guy: 


I. 577 Im 0. 6x? ray tr dıı 


— + AU  RU_, (am, 
"dx d sr * da 
c 
Wenn demnach die Componenten X, Y, Z Full ober bie theil⸗ 
weiſen Aenderungsgeſetze einer Function v von der Eigenſchaft (V) 





And, fo mäffen auch bie Functionen U, U,, U, und bie Belumen- 
änderung o biefe Eigenſchaft (V)-befigen, wenn ben Bedingungen für 
bas innere Bleichgewwicht Genüge geleiftet werben fol. Für bie Ber- 
ſchtebungen 2, H und 3 ſelbſt ergibt ſich darnach unter denfelben Bor- 
ausfegungen für X, Y und Z als allgemeinfte Eigenſchaft die Bedingung: 


(53 + 7 + 7) + (53 + * + 5) 


dx? ey 
d’y | dig 
(+ sy + re) 
155%.) + ö— 577 —— * O, u. ſ f. 
vder entwickelt 
do⸗ do 
++ Fr + Part apa —0 
uf. f. 


welche aber jebenfalls noch mit der Bedingung (154) zu verbinden iR, 
ba die Bunetionen für.g, Y und. $ nicht unabhängig von einamber ge= 
wählt werben bürfen. 

Die eben entwidelte Eigenfchaft ift viel au allgemein, als daß bie 
entfprechenden Functionen in einer Form zufammengefaßt werben könn⸗ 
ten; es gibt jedoch eine Klaſſe folcher Functionen, welche fih zunächſt 
durch die Unterfuchung der Bewegung barbieten und welche Die allge 
meine Auflöfung zu enthalten fcheinen. Bezeichnet man nämlich vn. 


Yı (GRLX) 9a (Kay), 9s (ka2) ſolche Functionen, wie in $. 84 
angeführt wurden, welche nämlich die Eigenſchaft: 


9 (u)=+p (u) 
befiten, nimmt für F (x, y, z) eine_ber Formen: 
Aylkx)glky)plkz) , Aylkır)glkytkz), | 
Ayı (x +ky)gs(ksz) , Ay l(kitkytka), u. ſ. f. 
und ſeht dann Ä | 


— — — —— — — 


u. wm — u — — 
’ 


— — — — 


KMltktHk SE, Ü, EN (HERTERT) GE 
—'y (u? -+k:2+-k?) = , 
folglich U, = l, = U, = 0, wenn k,3-- kt + kr —0 if, und 


dl, _ dU U, 
tat 9 N HRANT=O, 








Ge muß alfo Kt (hi+kt) ober it — kt ff. 
fein, d. 5. es muß eutweber einer ber drei Goeffizienten k reg und 
zwei tmaginär fein, ober zwei reell und einer imaginar; man Mi alſo 
für bie Sunchion p die allgemeine Korm: 


KOHLE 
wählen und darin i=1 ſetzen für reelle ki i= =y-1 —t für tmagt- 
näre k, fo daß man 3. B. hat 

y —kıy k,z —k,z 
ran )=Asinkıx(e" te ) (e -e ) , 
kt + ki — a” —W nn 1 


Die Gigenſchaft: Ur, == 0 iſt aher wur in heſenderer zau der Eigen, 
ſchaft (155); um dieſer letztern zu genügen, ohne daß Us = 0 wi, 
TE q ν Fornen: Zr 


g= (MET; 7 DI En 052 
u. ſ. f. 


willen; | denn man eiä da Bat m mit der. —X u + k? 
kg? 


N 
a ar FR idF 
Oma —— rare Bud — tr 


Zn BJ; ap ——— 
., , I=24 ELBE LBUR, —3 


Kid mon * leicht einſehen / daß ib derſelden Vebingung? ky? + kat 
kz0 O die daraus folgenden Ausdruͤcke für u / 
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d?U, U, 03V: d®U U U, 
73 *I dy⸗ dzt jet mt Fr mh 
Rull werden müſſen, und daß gleichzeitig ber Bedingung (154) ge 
nügt wird, 
Beachtet man endlich, daß man für g, y und z beliebig vice 
ſolcher Glieder, wie ble eben angebeuteten nehmen kann, ſo wird man 
die Werthe: 





g=2. —E ner 2’ 9-2 ‚(Art By+C24+Dh)57, 
156.) !' F 
3=2.(Ax+By+Cz+Dh) Fr 

als eine allgemeine Auflöfung ber Gleichungen (150) annehmen können. 
Die Unterſuchung beſonderer Yale mit Hülfe dieſer Auflöſungen muß 
indeſſen einer beſondern Bearbeitung ber Formänderung elaſtiſcher Körper 


vorbehalten bleiben, und. deßhalb einſtweilen auf das in ber Anmerkung 
zu ©. 76 genannte Werk von Kama veriviefen werben. 


\ 


8. 9, 


Nehmen wir enblich bie im vorhergehenden S. abgeleiteten Aende 
rungsgeſetze der Werthe (139), um fie in die Benegungsgleichungen 


(138) Baden, und erfeen wir darin wie fräger IF n I durch at, 
ferner Tr t purch b®, fo nehmen die Wleichungen 18) für bie kleinen 
Innern r Baivegumgen. eines elaſtiſchen Koͤrpers die Form: 


—). Be 


Banraitnf 2) 32. 


— | vw. Ä * 
151.). am, —D— — U | 5) _ m | >) 
dı® 64. ÖxX 


Bu ‚[e3 5x 63 
“ (= BERN LE be BR >) 





an, welde wieder mit dev Form ber. Gleichungen (133°) überein- 
ſtimmt, wenn man von ben änfern geometrifchen Kräften X, Y, Z 
Umgang nimmt: 

Diefe Gleichungen zeigen, daß man drei verfchlebene Arten von 
innern Bewegungen eines. elaftifchen Körpers unterſcheiden Tann, näm= 
ih 1) folhe, welche nur von den mit a2 multiplizieten Gliedern ab= 
hängen, 2) ſolche, welche nur von den mit b2 multiplizirten, und 3) 
folche, welche von ben mit beiden Goeffizienten a und b behafteten 
Gliedern zugleich abhängen; Die beiden erften Arten wird man als 
einfache innere Bewegungen bezeichnen Können, die britte Art 
Dagegen wird bie zufammengefegten Inneren Bewegungen 
umfaflen. 

Wenn bie innere Bewegung nur von den mit bem Goeffizienten a 
behafteten Gliedern abhängen fol, fo müſſen die Factoren von b* für 
die ganze Dauer ber Bewegung Rull ſeinz es müſſen alſo unabhängig 
von t bie Bedingungen: 


dw dv du dw. Fu du 
.dy da’: da dx ’ dx. dy 


erfüllt werben, worin 


- 


erfeßt AR. Mit dieſen Bebingungen, welche ausſprechen, daß u, vy 
und w als bie partiellen Aenderungsgefepe einer Function; (x, Y, 2, 8) 
in Bezug auf x, y und z betrachtet werben können, fo daß man “ 
[Lid EL 

da dy dx’ dx dz dry’ dy. dx, 7 


fommen die Gleichungen (149) zunaͤchſt auf bie. einfügen: 


Bexjnf i ertadt 3 
da -, Ö 1108, 
8 _ „2 00 PR 
di? 2 + “52 * 


zuruck; aus dieſen ergeben ſich dann bie Aenderungsgeſetze: 14 

















. | 
IE 5% 
ar I _R, „Fe 
doy dr  dy dxdy ’ 
2 
EI. 8 
dd ı_ 1 ,. d?o 
dx di dx" Kdy’ 
u ' f. : - “ ” 
und damit erhält man die Beziehungen: 
a.( 5 nV 
dy dx) _ dz__ 6X oY. 
ie 0 Tre gr dr’ 
d⸗ ⸗ X aꝛ. 
öy _dZ2_ IX dx : 6W 6X 





welche mit ber Seechnng, dah bie Kräfte X, V, Z immer ald Func- 
tionen ber Soordinaten x, y, z ausgebrüdt werden fönnen, zeigen, daß 
für die Vorausfegung, aus welcher die Gleichungen (150) hervorge- 
gangen find, Die zweiten Arndetungsgeiche vor SE, Ze m und = 
in Bezug auf t von biefer Veraͤnderlichen —*8 werden müſſen. 
Dieß iſt aber nur möglich, entweber wenn dieſe Functionen, alſo auch 
W ſelbſt und x, H, 3 von t unabhaͤngig find, was in unſerm Falle 
nicht ſtacünden ‚dann, ober. wenn dieſe Functionen eine der Formen: 


EN 
| Arc , Po.,Y2) 


nn ’ wol ‚wieder nicht ſtattfinden kann, weil dann auch, bie immer 
8 ſehr Mein vorausgefeßten und daher perlodiſchen Aenderungen 
* y, z ähnliche Functionen von tſein und mitet unbegrenzt wachſen 


müßten. Es ‚Bleibt daher als, hie einzig mögliche Bedingung für unſere 
Borausfegung wur = a = Y = 0 übrig, aus welcher die 
.7* d0d— da :'. Y . 
Gleſqun en: 6 N 
EZ Ye du 
dx ’ dx" da’: da 
oder für &, », 3 die: Formen: 
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r = * zu y= dv. ı 37> ‚62 ’ 


worin F wieder eine Function von x, 2 und t oorfheitk, hervoigehen. 
Man ‚zieht barand aber rauch die Werthe: 


"1189, 


‘ 22* 
or or Pr der :ÖX R 
te Te Ta ehe 


und wenn dieſe in die Gleichungen‘ { 168) eingefäßet un pi daran 
folgenden Gleichungen ber Reihe nach mit 5 , 3.3 nultipli⸗ 
zirt Wer fo gibt die Summe der —* die neur ung: 


aM TAN \ 
var Nr rmie, 
ös + J J— 


bern Integral im Being auf bie mitte Beränderliße s, namlich 
da. (683 413 +2 ) te ao 
| ds 68 ds 03 


In Verbindung mit den Gleichungen (159) die Gleichungen (158) fü. 
febt und für ben angenommenen Fall die Unterfuhung ber Beivegung 
auf die Auflöfung einer einzigen Gleichung mit. partiellen Aenderungs- 
ir gweiter Dehnung zurüdführt, vorausgeſetzt, daß die Function: 
3; + ya 5 14 2 4 das vollftändige Aenderungögefeh einer Func⸗ 


Bon x, Yı 2; alſo Bezug auf jede Veranderliche Ss, von welcher 
x, Y,.z auf beliebige Weiſe abhängig gebacht werben, integrirbar iR 
und das ‚wird immer der Kal fein, wenn bie Gomponenten X, Y, 
die im vorigen $. erörtexte Eigenfchaft befigen, fo daB man ‚hat 


oV "87: 97V. 
= Ix 4 X gy N} 25 dz 4. 
In dieſer Vorausſetzung wird | 
“far (x 3413 +25.) N, 


Decher, Handbbuch ver Mechanik IIL. 33 
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unb hie vorhergchende @lciyung‘( 160) nimmt bie Jorm an: 


wm ar X 
160), Tr=Yre (er rn + 5 ren, 


Nimmt man von außern geometrifehen Kräften Umgang, alfo 
x\=Y=Z=0, fo hat man einfacher 


er ern er ar 
Bar T: Bau (u 177 72) ’ 


mb dieſer Gleichung wird man durch aͤhnliche Fuuctionen von ben vier 
Beränderlichen x, y, z und t Benüge leiften, wie fie für bie @leichung 
(134) in $. 84 in Bezug auf bie drei Veränderlichen x, y und t 
bargeftellt wurden, d. 5. man ann für F(x,y, 2, t) entweder bie 
Zorm: 


F (x, * y=2. und ha EuyERFRTFER) 


nehmen, worin die mit f bezeichnete Function ohne Rücficht auf weitere 
Bedingungen für ben anfänglichen Zuftand und die au ben Begren- 
zungoflaͤchen Ratifinbenden. Verhaltniſſe jede belichige jdn kann, ober 
eine der Formen: . 


Pü,y, 1,9)= 2: (etkytke 9. —V ht 1) 


Fa,y21)=2. eye BErEE), 
uf. f., 


worin aber bie Zunetionen 9; pa , etc. wieber der Bedingung umter- 
mworfen find, daß man hat 9’ (u) = EP (u), wenn @’ (u) das 
Menderungsgefeh zweiter Ordnung ber Function 9 (n) in Bezug auf u 
bezeichnet, und die k entfprechend reell ober imaginaͤr genommen wer⸗ 
den, wie es tm vorhergehenden 8. mit Rückſicht auf die allgemeine 
Form jener Yungkipnen angedeutet worden if. 

Die Gleichung (160°) dagegen wird durch eine Function 7" von 


der Form: 

F (x, y, 2, ) 2. 9. (uxtkytkatka) 2. va,Y2) 
befiiebigt, worin k2 = ki? + Kb + 5? iſt, und y eine ähnliche 
Function wie p bezeichnet, für weine m man ne hat J 


161.) 
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En Pre w_, of 


— g2 : — g? 2 — a* 229 
x —E Y- ezmdl nzazmdt. 


und 


A 


Die Wahl der Function F’ ift aber im Allgemeinen noch durch 
die Bedingung beſchraͤnkt, daß bie aus lhe gewworgehenden Verthe für 
die innern — naͤmlich 1 


om | sr Fi) 
ie Teus TE a +8 e (er sw | Han, 
Er “ gaF 
Meg, Fer ſ. f. 


auch den au den Begrenzungoſtäͤchen des Koͤrpers ſtattſindenden phy⸗ 
ſiſchen Verhaͤltniſſen entfprechen müſſen. Diele Spannungsverhältniſſe 
werden denmach in gegebenen Fällen noch beſondere Bebingungegleichungen 
Für bie Wahl dev Bunction F feſtſtellen. 


Differengirt man endlich bie. Steigungen (157) der eeihe nach 


in Bezug auf x, y und z, nimmt bie Summe der n4 Webenden 
Aenderungsgeſetze und beachtet, daß man hat 


dex ‚dp dez x 
TAT: Bu m lt Z 

dx öy da di? —e? 
ſo folgt Die Gleichung: u 


4 





d? 
—— 43 rer, 1m 


welche zeigt, daß bie Volumenänberung o ſelbſt eine Ähnliche Functlon 
wie FF ift, und daß fie wie dieſe nur von dem Coeffizienten a? abhängt. 
In den Faͤllen, wo X, Y, zZ Null ſind oder ſolche wuuctionen wie 
in F. 90 angegeben wurde, pr man bat 


oo: v$y - 2 2 
x= dt, N yo LAN d3Y 


oy ’ dz dx? * 7 — 


koinmt Die vorhergehende Gleichung aff 
33 * 
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do . #0 do , eo 
1) 0 Kir (3 +5 


zurück, wird alfo der Form vach ganz übereinfiimmend mit (161). 


S. 92. 


Rehmen wir 4. B. reinen beliebig begrenzten Körper, deſſen Aukere 
Begrenzungsfläche ganz frei fei, fo daß alle Punkte derſelden belicbige 
Schwingungen machen Tönnen, und laffen wir bie Spannungsverhält- 
niffe an den Begrenzungflächen einſtweilen noch unberüdfichtigt, fo 
werden wir den Bebingnngen des vorhergehenden $. durch die Function: 


A.) F@,y2,9=Asin(kxtkytkantatYke tk? hut) 


genügen, welche offenbar den einfangen Bewegungszuſtand darſtellt. 
Setzen wir darin kKk=kceoso, I2 * kcos ß _ k= kcosy q 
worin a, A, y die Winkel irgend einer Richtung ader Geraden mit 
ben drei Soorbinaten= Achfen vorſtellen, alfa bie Bedingungsgleichung : 
cos? & + cos? 8 + cos?y = 1 befriedigen, und nehmen wir das untere 
Geichen, fo ergeben -fich für bie augenblicklichen, zu denfelben Achfen 
parallelen Ausweichungen "eines Punktes xyz and feiner Gleichgewichts⸗ 
lage die Werthe: En ' 


= = — Akcosa coik (xcosa-+Ycosß-Fzcosy—at) ) 
B.) 9 = 5 = Akcosß cosk (xcosa-+ycos@+2c00y — at) , 
= = — Akcosyeosk {xcosatycos®+zeosy—at) , 


und für bie Componenten ber Oſcillationegeſchwindigkeit hat man 
dr oo on 


ap = aAklccosa sink (x cos + ycos@+zcosy—at), 


‘C.) 19 — akk? casß sink (xcosa-+ ycoeß + zcosy—at), 


— aAk? cosy sink (xcosa—-ycosß + 2cosy—at). 
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Brrelchnet man ferner bie radiale Ausweichung ve + +94 + 3° eines 
Punftes aus feiner Gleichgewichtslage mit r und feine augenblickliche 


Oſeillationsgeſchwindigkeit vv + (>) + (2 2, mit 9, 
und erfebt noch den Factor x cos + y cos® + zcosy durch u, fo 
daß u bie fenfrechte Entfernung einer durch xyz’ gelegten und- auf it 
durch bie Winkel .«, 4, y beftiunnten Michtung normalen Sheue: vom 
Anfangspunfte vorftellt, ſo hat man 


_ 


% = Akark (ua) 3 v = ‚aAk® ein k @-a) 3 
g = rTcoosa , y-rmp, eresy, cðᷣ 
dr dy 


— v —v Us 
nr’ coc, Free cos ß ı mr. 


rr 
En 


Man ſchließt darans, daß, wenn ber Bewegungszuſtand des Körpers 
durch diefe Gleichungen ausgedrückt wird, alle Punkte desfelben in oſcil⸗ 
Imender Bewegung begriffen find, und zwar, fe, daß alle in parallelen 
Geraden ſchwingen, welche die Winkel &, 4 und y. mit den drei Son 
dinaten-Achfen bilden, daß alle dieſelbe größte Ausweichung M—+ Ak 
aus ihrer Gleichgewichtslage erreichen, wenn k(u— at) = i7c Fr 
und: alle dieſelbe größte OfelHatiönsgefchtwinbigteit WI ı=-aAk? Beim 
Durchgange Dusch Ihre Gleichgewichtslage erhalten, wennk(u—at) =4ir, 
alſo r = 0 iR; endlich daß alle Punkte, welche in derfelben zur Oſcil⸗ 
lationsrichtung fenfrechten Ebene liegen, gleichzeitig ſchwingen, und daher 
ebene Wellenflächen in dem Körper gebildet werben, daß aber bie 
Zuftände oder Phafen der Oſcillationen ih zwei auf einander folgenden 
Ebenen, beren Abftände vom Anfangspunfte u, und us find, im Allge- 
meinen nicht uͤbereinſtimmen, indem z. B. ‘die Punkte der zweiten Ebene 
fpäter durch ihre Gleichgewichtslage gehen ober ihre größe Augweichung 
erreichen; als die der erflen, und bie Gleichang: 


——— 


zeigt, daß bie Entfernung u ber Ebenen, welche nach und nach bie 
größte Ausweichung aus der Gleichgewichtslage erreicht haben, der Zeit 
proportional wädst, oder daß ſich dieſe größte und, wie fle, ſede andere 
beſtinumte Ausweichung von einer Ebene zur folgenden mit einer con= 
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Kanten Geſchwindigkeit a fortpflangt: Es reiten demnach bie Wellen 

in ber Richtung der Ofcillatton felbft fort, und die Ofeillationen ber 

einzelnen Punkte find normal zur Wellenflähe gerichtet. 
Derfelbe Punkt oder bie PBınzte derſelben Ebene: 


xcoo@ + ycosß + zcoey = u 
lehren in denſelben Zuftand, in welchem ſie fi am Enbe ber Zeit t 
befanden, nach einer Zeit t, zuräd, für welche man hat 

k(u—at) = 2r + kl(u—at); 
ed ergibt fi baraus für bie Dauer ‘ = 1,—t einer ganzen Schwin⸗ 
sung der Werth: 


E.) 1* 54 


In demſelben Augenblicke dagegen oder fuͤr denſelben Werth von t wer⸗ 
den die Punkte zweier Cbenen: 


xoosa ——— zu md.xcosa + ycosß-+-xzcosy u, 


fih in demſelben Zuftande oder in berfelben Phaſe der Oſcillation 
befinden, wenn 


k(u, at) == 2 + kl(u—al) ober ku,= =2s-+ ku;. 


ber Abftand u, — u biefer beiden Ebenen oder Wellenflächen wird bie 
Welfenlänge genatintz bezeichnen wir fie mit A, fo tft mit Berüd- 
fichtiguug des Werthed von 6 und, wenn noch m bie Anzahl ber Schwin⸗ 
gungen in der Zeiteinheit iſt, 

27 | A a 
F.) = Ten, i=-; n=-. 


Die Wellenlänge if alſo gleich dem Wege, welchen ein mate⸗ 
rieller Punkt mit der conflanten Geſchwindigkeit a in der Zeit t ober 
während einer Schwingungsbauer zurücklegtz fie iſt ao auch gleich 
ber Entfernung, bis zu welcher ftch ein beftimmter Zuftand 
der oſcillirenden Bewegung während einer Schwingung: 





dauer fortpflanzt; der Goeffigient a = — bedeutet die 
conſtanke Fortpflanzungsgeſchwindigkeit der oſcilliren— 


U] 


Den Bewegung. und driiilt, auf Lamgencknheiten bezogen, die B ock- 
pflanzungsweite für die Zeiteinheit aus, d. h. den Weg, welchen 
bie oſcillirende Bewegung in der Zeiteinheit durchlaͤuft. 
Führt man dann bie Werthe von k aus (E) und (F) ‘in die 
Gleichungen (D) ein und erſetzt die Coeffizienten Ak und a aAk? buch 
und V, fo nehmen diefe die Form an: on 


an a_\.: 
Ran (t- 4) ’ v=Biin2r(} 4)" ‚(& 


man. ‚bat zwifchen DE und RE die Beziehung: er 
> # V | » 3 t 
| x Ina’ u / 
weiche ausfpricht, daß -fich bie größte Ausweichung zur Wellen: 
Fänge verhält, wie die größte Vibrattonsgeſchwindigkert 
zur Znfahen Forkpflanzungsgeſchwindigkeit, und die Glet⸗ 
ungen (G) geben, verglihen mit ben Gleichungen bee Ofeillations⸗ 
bewegung eines materiellen Punktes in ben‘ ss 92, mb‘ ‚8 des 
erfien Ende, den‘ Ausdruck: 3— 
—A * 327 
wur ) 
fc die Größe ber beisegenden Kraft in ber Einheit "der Smjernung 


von der Gleichgewichtslage. 
Wählen wir ferner für die Function 7° den Ausdruck: 


— = —Aoon (tk T then) same VAR 
=—A cos k (xcosa-+ Vcos 4 2.08 y) coskat, 
welcher ebenfalls der Gleichung (153) genügt, und feßen wir wieder 
xcosa+ycoß Fıosy=u, “ 


ſo er ben ſich für die Ausweichungen 5, 9, 3 und x eines Punktet 
aus ſeiner Gleichgewichtslage die Werthe: 


g = Akcosa einku coskat , yAkenoßrinkucorkat , 


. V⸗ 
n=q4y An 15 = 4m 


‘ iu ..4. 


3 Ak cosy sin Ku coskat, cH. 


ge YVETHT FR = AK sinka coskat, 


und bie Oſeillatlondgeſchwindigkeit neh iheen Senponenten find 
IE __ahhenee sinkusinkat , D——arkteoıf sinkusinkat , 


3 — aAktoosy sinku sinkat , | 


— —— 


Es oſcilliren alſo wieder alle Punkte, welche in Bewegung begriffen 
find, nach parallelen Richtungen, und alle, welche in derſelben zu dieſer 
Oſcillationsrichtung normalen Ebene liegen, gleichzeitig; es find nun 
aber nicht alle Punkte des Körpers in Bewegung begriffen, fondern in 
beufelben mehrere Anoten= Sbenen vorhanden, in welchen keine Be⸗ 
wegung fantifinbetz denn man Kat r==0 und * 0 für jeden Werth 
von t, wenn kKu iss , mb insbeſondere, wem u=0 iſt. - 

Wenn bemnad der Berwegungszuftand eines elaftiichen Körpers 
durch die. Gleichungen (H) und (I) ausgedrückt wird, fo find is dem⸗ 
felben ſtehende ebene Wellen vorhandenz bie Oſeillationen ſelbſt 
find aber noch normal zur Wellenfläche, und man Tann biefe Art ber 
Oſcillation als die bezeichnende Eigenfchaft der Durch bie Gleichungen 
(150) bargeftellten einfachen Innern Bewegung aufftellen. 


Der Werth) von k hängt: nun von dem anfänglichen Zuſtande ber 
Bewegung ab und kann im, Allgemeinen bie Form: 4 annehmen, 


worin dann 1 bie Entfernung zweier aufeinanderfolgenden Knote n⸗ 
Shenen bezeichnet; man’ erhält dadurch die Gleichungen: 


J.) 





k.) — J— 0=— Beinn- ıinn‘ , 
worin wieber A, für Ak und WE für aAk? gefegt iſt, und welche 
zeigen, daß bie Punkte berfelben Ebene in benfelben Zuftand, in welchem 
fie am Ende der Zeit t Wareh, nach einer geit t, zurücklehren, für 
welche man hat 

at, 


1 B | t | 9 
t Bee Pan 12 oder J— 


daß at die Schwingungsdauer t durch das Verhaltniß: — gemeſen 





——— — — — un 
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wird, Man wird: aber leicht bemerken, daß im jehigen. Felle nicht 
mehr alle Punkte dieſelbe größte Ausweichung A. und biefelbe größte 
Oſciliationsgeſchwindigkeit V erlangen, ſondern nur die in der Mitte 
zwiſchen zwei Knoten-Ebenen liegenden, und daß dieſe Größen genen 
Die Knoten-Ebenen hin allmälig abnehmen; ferner daB die Punkte 
zweier Ebenen, ‚welche gleich meit vom Anfangspunkte oder allgemein 
von irgend einer Knoten⸗Ebene entfernt find, immer. in entgegengeſetztem 
Sinne ſchwingen, da x und v mit u das Zeichen wechſelnz ‚endlich 
wird man aus ber Vergleichung ber Schtwingungsdnuer Im vorigen und 
im jebigen Falle fchlieen, daß ber Abſtand l zweier Knoten = Ebenen 
einer halben Wellenlänge entſpricht. 

Um den innen Zuftanb. des elaſtiſchen Rörpers bei ben beiden 
vorhergehenden Bewegungen noch weiter zu beleuchten, haben wir noch 
bie Bolumenänderung | e desfelben und bie innert Spannungsverhäftniffe 
Darzuftellen. 

Kür De eerſte dieſer Bewegungen‘ eiglbt ſich and ben Gletchungen 
(B). mit Beachtung der darauf kolgenden Gleichungen un 


33; 38 Bummi -H)o8; cm 
bei Diefer. Besmepuung iſt dahrr bie Volumenaͤnderung durchaus der Ofſell⸗ 
lationsgeſchwindigkeit proporitenel und wird durch had Verhaͤltniß dieſer 
Geſchwindigkeit zur Fortpflanzungsgeſchwindigkeit a gemeſſen. In dem⸗ 
ſelben Augenblicke finder ig den auf einander folgenden Wellen⸗Ebenen 
ſtetig ab⸗ und zunehmend abwechſelnd Raumverminderung oder Ver⸗ 
dichtung und Raumausdehnung oder Verdünnung ſtatt, und das Maxi⸗ 
mum dieſer Verdichtung ober Verdünnung iſt da, mo. die Punkte das 
Maximum ber Oſcillationsgeſchwindigkeit beſitzen, alſo in denjenigen 
Ebenen, deren Punkte gerade im Durchgange durch die Gleichgewichts-— 
füge begriffen find; bie größte Verdichtung tritt ein, wenn die: Oſcilla⸗ 
tionsgeſchwindigkeit ben größten negativen Werth hat, während die größte 
Verdünnung dem größten pofitiven, Werthe von v entſpricht. Beide 
Bolumenänderungen ändern, aber mit der Zeit ihren Ort und -fchreiten 
gletchfam Hintereinanderfolgend mit der Geſchwindigkeit a fort, und 
gerade hierin befteht bei diefen zur Wellenfläche normalen 
Schwingungen die Aehnlichkeit mit der Wellenbewegung. 

Fäür bie zweite Bewegung mit ſtehenden Wellen ergibt ſich aus de 
Bleiungen (H) mit Beachtung des Nachfolgenden. 


u at.... , 
— „es c08 =; M. 
02 a l Le cm 








. 
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Wer findet alſo bie größte Verbiähtung mb Verbfinnung da ſtatt, wo 
cus 76 - = F1 if, alfo in ben Anoten- Ebenen, während in ber 


Mitte zwiſchen zwei folchen aufeinanderfolgenden Ebenen, wo cos 7= 0 


iſt, die Dichte ungeinbert bietbt. Auch iſt leicht zu fehen, daß in bem- 
ſelben Augenblide in ben aufeinanderfolgenden Ansten-Ebenen, und mit 
ber Zeit in berfelben Knoten= Ebene Verdichtung und VBerbünnung 
fortwährend abwechſeln. Man bat z. B. für =0, tin den beiden 


Ceenu=0ımdu=rtl, e=+7T und 8, alfo im 
Anfangspuntte die größte Raumansbehnung, tn ben beiden zunächſt 
liegenden Knoten= Ebenen bie größte Verbichtung; für t = _ wird in 


benielben Ebenen a=-m+P, ed tritt nun im An- 


fangspunkte bie größte Verdichtung, in ben beiben andern Ebenen bie 
größte Berdünuung ein, u. ſ. f. 


Mas endlich bie innern Spannungen betrifft, fo zieht man für bie 
beiden vorher: betrachteten Bewegungen fowohl aus ben Sieichungen (B) 
wie aus ben Gleichungen (H) bie Worthe: 


—E —D —— — — Far : 


angeteete cosß-H&5)0 , Ste; (5343 —2 0e086:0087 s 
ö 

Te He ={neooty-ten), 8.* je $- 2) nee . 

Laͤßt man demnach die Achfe der x mit der Oſeillations⸗ Richtung zu- 

fainmenfallen, fo daß man bat cosa = 1 ,„ csß = cy= =, 

fe findet mat 


T=(later T,=Th=8e; = = ,—0, 


mid ſchließt daraus, daß ſowohl für die Wellenflaͤchen als für die dazu 
ſenkrechten Schniuebenen die verſchiebenden Spannungscomponenten Null, 
daß alfo,die Spannungen ſelbſt normal zu biefen Cbenen find; ferner 
ſieht man, daß biefe Spannungen in cenflanten Verhaͤltniſſen zur 


— — — — 


Bolumenaͤuderung ſtehen, alſs nicht ur für bie derſchlebenen Wellen; 
flächen, ſondern auch für. dieſelbe Wellenfläche mit der. Zeit deräuberkidg 
find. Diefer Schluß läßt fich übrigens mittels der Gleichmigen? (b;) iu 
F. 85 und den vorhergehenden Werthen von Tx, Ty, 9, u. ſ. f. 
leicht auch allgemein ableiten; deun man findet mit der Beachtung, daß 
im jetigen Falle cosa=a, cooß—=b, cosy=cÄft, und ba 
für etne beliebige Richtung der zur Wellenflaäͤche ſenkrechten Schnitt- 
ebenen immer die Bebingungen: a? b +02 , 
aa’ bb’ -- oc = 0, aa” + bb’ 4 0 == U, eo. beſtehen, 


T,=8 o(@a++ b++c*+ Zr + 22000) + 830 J +c?) 
=(4+8)0 > 
T,=e10(ar hei 2} 2a bb’ Marer +2bb’ec Ye, —E 
ſe0⸗ | | . F . 
S,=uo@+bW tet —E an Lo Lane HERE 
=40 (aa+ bb’+ ce) =(, 
a rn 


Bei beiden Bewegungen findet alfo nicht nur eine zur Wellenfläche nor; 
male Spannung T, flatt, welche mit der Bewegung nothwendig ver⸗ 
bunden iſt und * bald als Zug, bald als Druck aͤußert, je‘ nach⸗ 
dem in der entſprechenden Ebene Verdünnung oder Verdichtung ſtatt 
hat, ſondern es muß auch eine zur Bortpflanzungsrichtung 
ſenkrechte und für alle Rihtungen in berfelben Wellen- 
ebene gleiche Spannung T, von gleigem Sinne wie T, und 


proporttionaler Sntenfität vorhandenfein, wenn nur S win⸗ 
gungen, welche normal zur Wellenſtäche find, ſtattfinden ſollen. 

Der Grund davon liegt darin, daß, wie in’. 86 und 87 gezeigt 
wurde, mit der Dehnung oder Stauung eines Körpers nach einer Rich— 
tung dns Beſtreben verbunden iſt, die au. diefen Richtungen ſenkrahten 
Ausdehnungen desſelben zu vermindern oder zu vergrößern, und daß 
nach dieſen ſenkrechten Richtungen noch beſondere Spannungen vorhan— 
ben fein: müſſen, wenn die entjpredenden: Ausbehnungen ungeäudert 
bleiben oder nur parallele Bewegungen der einzelnen Punkte ſtattſiuden 
follen. Es werden demnach die äußern phyſiſchen Verhältniſſe darüber 
entſcheiden, ob dieß letztere der Fall ſein kann ober wicht, und wenn 
nicht, dazu dienen, neue Bedingungen zur Beſtimmung der Junetivu F 
aufzuſtellen, durch weiche dieſelbe -befätjtgt wird, den geforderten Spans 
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nungaverhaͤltniſſen Genüge zu leiften, wenn bie überhaupt für bie 
Function F' allein und ohne Zuziehung ber mit b? multiplisieten &lie 
ber in den Gleichungen (157) möglich iſt. 


$. 3. 


Zur weltern Ausführung und Anwendung bes Borhergebenben 
wollen wir unferm Körper die Form eines prismatifchen Stabes geben, 
befien Länge L ziemlich groß fel gegen bie dazu ſenkrechten Ausdeh⸗ 
nungen, und beftimmen, daß berfelpe mit einem Ende befeftigt und ber 
Länge nach durch Reiben in fehwingende und tönende Bewegung verfekt 
worden fel. 8 müffen dann an ben Begrenzungsflächen, den: befeftig- 
ten Querfchnitt ausgenommen, alle Spannungen Null fen. Nimmt 
man baher die Längenachſe bed Stabes als x=-Achie, das befeftigte 
Ende als Anfang, fo kann man bie Bewegung bed Stabes nicht durch 
bie aus (K) folgenden einfachen Gleichungen: 


x 0 at | 
r=, =Ninn con , =0, 3=>0 


darftellen ; denn man kann durch, bieſe Gleichung zwar der Bedingung 
genügen, daß Tx Null werde für x — L, alſo an dem freien Enbe 
des Stabes, wenn berjelbe ſenkrecht zw feiner Ränge begrenzt iſt, und 


zwar dadurch, daß man L Hr I fegt, jo daß man bat 








2* ein a em er , 
N.) | 
+ x. 
te‘ rt "Tu ara, T ; 


allein bie zu den Seitenfläcen normalen Spannungen Ty und Th, für 
welche fich der nur von x abhängige Werth: 
2141 .M  2i+1_ x. 2141 1 


T, ⸗ 7T, e2ꝛ c Tg nz 68 INT 








ergibt konnen wicht unabhängig von x und für beſtimmte Werthe von 
y und z Null werben. Inter ben gegebenen Berbältniffen kann dem⸗ 
nach sin folder. Stab nicht blos Schwingungen. feiner Pänge nad 


— ww — — — — 


a 


machen, ohne daß gfeichreiti ne anbere Vewegungen in feinem Innern 


Kattfinden. 

Beachtet man nun, daß nach ben früheren Unterſuchungen in 6. 86 
und 8% mit Ber Längendefnung eines folchen Stabes immer eine Ver⸗ 
minderung ber dazu fenftechten Ausdehnungen verbunden tft, wenn nicht 
entipnrechende Zugkräfte T, und T, vorhanden find, welche jene Ver- 
minderung der Brsite: und Die, alfo eine zur Ränge ſenkrecht gerichtete 
Bewegung zu verhindern vermögen, wie es auch bie vorhergehenden 
Gleichungen fordern, daß aber durch den Zug Tx allein Feine innere 
Epannund Ty ober 7, ſenkrecht zu einen Laͤngenſchnitt ‚hervorgerufen 
wird, fo wird man einiehen, daß man in dem gegebenen Falle bie 
Fenction F fo wählen muß, daß Tr und Tz durchaus Null ‚werben, 

Die 


BF | OF .- F 
TI, = — —* + & (5 + Y + 55) —=0 


0? F ö?F 
nr HE) 


führen auf die Bedingungsgleichungen: 





7 Tuning 05 0 

und biefe bringen bie Gleichung (161) auf folgende ari: J 
AF , &F “ 28g — & OF t 
di? = dx? — 5) &+ 28 a dx . (P. 





Macht man demnach zur Abkürzung —=at, — | _ y!, 
FA &4 +28 
fo genügt man ben Gleichimgen (0) Bar Functionen von ber Forms 
cos kx Yıy . —Yıy Ya —Yks\ - 
Ä at (e” te e te ‘I 


und kann baher mit Ruͤckſicht auf bie Gleichung (P) und bie Afere 
Zuſtaͤnde des Stabes für fortlaufende Wellen bie Zunstin: ,; . . 


F = sole aan(e”" 14 5 ) + ”); 
für Pen Bellen in einem Stabe von begrenzter Bänge bie Fumetions 


Dr ar nn sta 


r Yky. erky — Pride 
Far) uehreorkani(e re ) (e ) 


waͤhlen, um die Längenſchwingungen desfelben barzuftellen. Es ergeben 
fich bonn ang der lebten Function die Werthe: 


(x= Aksinkx rtanıle”” re er) (+ eo“) ) 
% 9=— 1A enkani(e u - e ) (+ e ’“), 


1 so — 
3 -Ak coskx coskee fe” te ) — e ), 


nach) welſhen bie x, 9 und z je mit x, y und z Null’ werben, und 
welche ben Bedinguugen (0) ımb CP), alfo “. der Bedingung: 
Ty = Tr = 0 Genüge leiſten. | 

Für Tz dagegen findet man, ben Ausdrud: 


e ( ö α) dr 
arte dx: 


"LE, Ak? coskx coskaat (e*” +e ) (+ J 
damit alfo an dem freien Ende des Stabes T. — 0 wird, muß marn 
wieder 1 k — = 7 feßen und erhält damit für die Schwingnungs- 
dauer t mb Mn akt ber Soingunen m in der Zeiteinheit bie 
Werthe: 

1 Ab 


R.)., da iz  m= cꝛiu) IL» 


T= 


welche * daß im jetzigen Falle, mo der Stab von allen Seiten 
fret und an einem Ende befeftigt ift, die Schwingumgsdauer im 


Berhäitniffe 1:0‘ == Vst?e:: Va: größer iſt, als für ben Gall, 
wo der Stab ſenkrecht zu! ſeiner Länge gleichmäßig und fo geipannt iR, 
wie es die Gleichungen (N) verlangen, d. 5. für den Fall, wo in 
demſelben nur Schwingungen nad) der Vaͤnge ſtattfinden. 

Ebenſo wird man für die fortlaufenden Wellen finden, daß nun 
bie Fertpflanzungsgeſchwindigkeit nicht mehr a iſt; ſondern 





1.1207 0 Ne, 1: on 
... . Dr en 1077 x .. — 
we " 2 Vs u 


Iſt abe, » wie im s. 86, A die refative Berlär erung, und ß die eelatipe 
Berminderung ber Die eines ſolchen Stabe durch eine Im a der 





vange wirlende geometriſche Zugkraft p, ſo bort abgeleitet orden 
— p — 

& — 1 I 2: F- __ 3 3* 

nud damit mich 31 


Setzt men enblich mod p = gg, d. h. nimmt man für die phyſiſche 
Zugkraft .P am Ende des Stabes das Gewicht von her Laͤngeneinheit 
desſelben und bezeichnet bie eutſprechenden Werthe son. A: uab 3 mit 
An. und Au, fernen durch m, bie dem Grundion ober be I — 0 enis 
fprechende Se ngungeanht des Stabes ‚ 1 wait fih aus (R) und 
(S) die Bezichung:— 2 


/E Bin _ 4m! 
Pe dot Po = mh, {r 


weichd einerſeits dazu. dienen wird, unfere Theorie mit ber Erfahrung 
zu vergleichen, inden man A, 3 und. m bireet durch Verſuche ermittelt, 


und anderfeits dazu, das Verhältniß 7 * für einen Stab aus deſſen 


Longiindinal⸗ Grundton und bie Werthe von =, und. &g. für ben Stoff, 
sus dem er .befteht, zu beſtimmen, wenn man zuvor bie Laäͤngendehnung A 
dupch directe Dehnungsverſuche bennen gelernt bat. : Air bie Bovands 
fehung a * 89 wird A æ 38, und bamit him man . 


— 
wahrend man aus den Verſuchen über bie Bängenfehioingunget aufien 
Gidbe auf einen größern Werth glaubt fchliefien zu müſſch. 


Nach unjerer Vorausſetzung, daß der Stab im Verhaͤliniß zu feiner 
Linge ſehr bänn .fei,. werden yky und yka Immer ſehr Meine Größen 





u 


fein, da große Werte von i burch den Berfu nicht zu erreichen find; 
man zieht dann mit Bernachläffigung ber Quabrate und höhern Potenzen 
dieſer Größen aus den Gleichnngen (Q) bie Raherurzewerthe: 


at x 2141 aat 











ge Ben | * 7 ⸗ 2 A a 
i x i t 
U.) 9 * a, y’B. cos — , 
217122 , 2141 x i+1 _ eat 
3=- "77 B cos g RZ. nr To 


wohin B für AAk ſteht, und welche abgeſehen von dem weſentlichen 
Unterſchiede der Schwingungsdauer, aͤußerlich nur wenig von den 
Werthen für reine Laͤngen⸗Schwingungen des Stabes abweichen. 

Streng genommen ſollte auch bie verſchiebende Spamuung Sx Null 
fein, was aber nur nach ben vorſtehenden Werthen annäherungsweile 
der Fall iR und man Hat fir 12=0, außer 8, =: 0 noch die Wertbe: 


1 ‚m®By RX „zen 
lu Em IT: 
1 . ÄBz2  nx x aat 
| segur TnmgLwiT 


alſo ſehr kleine Werthe für 9, und Sy, wenn :y ımb = gegen L uw 
nmefomehr By und-Bz. gegen. 13 ſehr Hein ſiud. 

., Die vorhergehenden. Beziehungen gelten ‚auch dann 10% ‚ wenn ber 
Stab in’ der Mitte: feiner Ränge feftgehalten und durch Reiben ber 
Ränge nad zum Téuen gebucht wird, wo es leichter gelingt, als bei 
dem mit einem Ende befeitigben Stabez ‚28 bezeichnet dann aber L bie 
halbe Länge bedfelben und. ber Anfang ber x iſt in der Mitte feiner 
Achſe. Die erfte:der Gleichungen (V)] ſpricht fie dieſen Full aus, 
daß die g mit den x das Zeichen wechleln, daß alſo zwei Bunte, 
welche gleich weit von dem mittleren Querſchnitte entfernt find, in dem⸗ 
ſelben eine gleich große, dem Sinne nad) aber entgegengeſetzte Aus- 
weichung und Oſcillationsgeſchwindigkeit beſitzen. Ebenfo tft bie Span- 
wung- Tx in dirſen Punkten gleich; es iſt daher nicht nothwendig, daß 
ber tönende Siab in ber Mitte feftgehalten wirb, es genügt, daß er 
wegen ſeined Gewichtes im Schwerpunkte. wnterfägt if, um fich Im 
Stande des Außen Gleichgewichtes zu befinden, da dje Myannungen Tı 
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in beiden Hälften ihre fördernden Wirkungen auf bie Mitte gegen- 
ſeitig aufgeben. 
$. 94, 
Wenn die Innere Bewegung eines elaftifchen Körpers nur von den 


mit dem Goeffizienten b multiplizirten Gliedern in ben Gleichungen (157) 
abhängen foll, fo muß man haben 


de 
Öx 


für biefen Fall bleibt alfo die Raumausdehnung und die Aenderung 
ber Dichte mit viel größerer Annäherung conftant, als im vorhergehen- 
ben, und wenn man von bem anfänglichen Zuftande als demjenigen 
audgeht, von, welchem Die £, 9, 3 gerechnet werben, fo Tann man 
einfach oo =D feßen. Entwidelt man die vorhergehenden Bedingungen, 
ſo ergibt ſich 


=-0, „=0, —=0, 0e=09; (1863. 


023 


— By 23 
ix rt aa 
do _ *23 
er A +74” 0; 
de d doꝛi 


28 ⸗223 
dz dxda T Iydz + dz? 0, 


und wenn biefe Bleichungen mit b? multiplizirt der Reihe nach zu den 
Bleichungen (157) addirt werben, nachdem man bie Bactoren von b? 
darin ebenfalls entwidelt und der erſten berfelben bie Form: 


d’r , d3£ Cd 3 
dt? =Xrb (+ 028 .-dxdy dxde; 


gegeben hat, fo fe man folgende einfache Gleichungen: 


42 d2 g? 
=X+m ( +5 +32)» 


dı? 
I erre (+ BL Fi ),, m 


d i⸗ dx? + ap dz? 
I rw? 023 
FT, Zr. 


Oecher, Handbuch der Mechauik HIL 34 
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Diefe Gleichungen Haben ganz biefelbe Form, wie bie Gleichung (160), 


ſo behandell, " \-..., 
ic 


ba hier X, Y oder Z und bort das Integral als eine Junction vom 
x, y und z zu betrachten ift, und wenn keine äußern Kräfte berüd- 
fichtigt werden, Tammen fie ganz auf die Form der Gleichung (161) 
zurück; fle werden demnach auch durch ähnliche Functionen, wie jene 
befriedigt, wenn man darin a mit b vertauſcht. J 


Es bleibt indeſſen dabei zu beachten, daß dieſe Functionen für die 
drei Veraͤnderlichen xX, H⸗und z nicht, willkürlich und unabhängig von 
einander gewählt werden bürfen, da fie, abgefehen von den äußern an 
ben Degrenzungsflächen ftattfindenden Verhältuiffen, noch den Gletchun- 
gen (163) genügen müffen, burch biefe alfo in einer beftimmten Ab- 
hängtgfeit ſtehen. Man wird baher zweckmäßiger bie genannten Ber: 
aͤnderlichen wieder von andern ableiten, welche unabhängig von einander 
find, Die Bedingungen (163) zeigen, da man bie brei Verãnder 
Yihen x, 9, 3 durch Werthe von ber Form: 


ge th tur ta, 


165.) y eh _ - a +hx + Koy then, 


öx 
je wide 


aubbrüihen Tann; worin fi, fa, fs drei verfehledene Kuncttonen von 
x, y, zund t bedeuten, md ki, a, u. ſ. f. eonftante Soeffizienten 
find. Aus diefen Bieichungen zieht man bar 


FELL I ANNE.) PR: RR ARE 
—s—— dydn Ku getan 

dp #h af, (887, Bun 7? 

= gm "ara" Bxda Ad Toyı t ZA) HM 
oder wenn man bie Banchiom: Fr user 5 2 +57 L durch FF, bezeichnet 


\ 
und die En andern. Diſeremene Tu an ‚ a _ zn eben- 
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dx: o9 CE, ef, fr , Bf | ‚ 
ö d o6F O3 (dp, 0° ud . 
05 & _ I BE (a 


ey 3 _dF Ih fh, PA\ıv _ 
en %- (tm + GA) + —k 


Erfegt man ſodann zur Ahfärgeng bie mit 2 multiplizirten cingellam 
merten Größen dieſer Gleichungen durch Wzʒ, W, W., fo daß men hat 


* * 
W; — b# (+ Te + 5) 7 uff. 


jo wird - j a 


r 2 se] aa 








dy Bu ‘zZ dz ” öy , 
u. ſ. f.3 
ferner hat man mit den Werthen (1663 6* 
. afch 6) def . ER 
ie dz dyJ de de 
di? — + di2 "u . | dz. — dy ’ \ = 
u. ſ. f,. I i 


unb damit nehmen bie Gleichungen (157) die Form an: 


(d2f 177 0% 
en) ir: -W) *. 





57 1 
ah „(® . 3J— 
⸗ it) (Fr) * (b. 
dz on F 
7— a2; 3 u 
⸗ (es ".) (eh - w) _q 
Kar 7 EEE öx nt 


34⸗ 
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Wenn man aber biefe Gleichungen ber Meike na von Neuem nad 
x, y und z differenzirt, fo gibt ihre Summe bie Bebingung: 


Ax ,dY  dL_ 
a), «try trn rt 


und, fpricht dadurch aus, daß bie verlangte einfache Innere Bewegung 
nur ftatthaben kann, wenn bie äußern geomettifähen Gomponenten wieber 
die in $. 90 beſprochene Eigenſchaft haben, nämlich fo von brei neuen 
Zunctionen X, Y, Z bei Weränberlichen x, y, z abhängen, Daß man 
bie Beziehungen hat: _ 
oeY_0dZ : dZ 0X 6X dY 
Erik 


=: dx Gr’ 1-5, 7 








X fa 
dZ 3Y ’ 
u. ſ. f. 
und werden allgemein er wenn man 
EL _d® u, _y_dd 
166.) f . an. so 
ur n 0 
m th 2= dz 


ſetzt, worin O eine neue willkuͤrliche Function von x, y, z und t be 
deutet, welche daher auch zunächft gleich Null genommen werben Tann. 
Man erhält fo mit den Werthen von W,, Ws, und Ws zur Beftim- 
mung ber drei Functionen f, fa und f, bie Gleichungen: 


da jap, du, 
* e + tan): 


dafs o⸗ —T FL. 
ri. 


af, —?7 4 (4 EUR 0% O"fs 


dx? + ap ar] ’ 


dia 


— - - ——— — — J — — — — m — — 


BB 


welche ber Form nach mwieber ganz mit ben Gleichungen (164) über- 
einflimmen, worin nun aber bie Yunctionen fi , fa, fs, ebenſo wie bie 
Functionen X, Y, Z unabhängig von einander gewählt werden Fünnen, 

Sind auf diefe Weiſe die genannten Functionen beſtimmt worden, 
fo geben bie Gleichungen (165) bie Werthe von 2, H, 3, und bie 
Gleichungen (166) die der geometriſchen Gomponenten X,.Y. Z, mel 
einer Innern Bewegung bed Körpers von der Art entfpredhen , daß 
Bedingungen (163) erfüllt werben, daß biefelbe alfo nur bon ben 
GSoeffizienten b abhärtgt. 

\ Set man X= Y=Z= 0, fo bat man an X— Y=2Z=I, 
und die Öleihungen (167) Tommen auf die Form der Gleichung (161) 
zurück; nimmt man dann noch die am Anfange der Zeit flatthabende 
Raumausdehnung als urfprünglichen Zuftand an, fo daß 00 —= 0 fl, 
fo werben auch bie Gonftanten k in den Gleichungen (165) gleich 
Null, und man hat bie, einfachen Beziehungen: 


_—Öfs Ofs Ofa df dh: Ar 8 
u Pur 7 5—538575—5 1168. 


zur Beitimmung der.augenblidlichen Ausweichungen eines Punktes aus 
feiner Gleichgewichtslage. 


Für die Innern Spannungen ergeben fich damit die Werthe: 
3 2 3 2 
L=g (5%) : al) 














osdz dxdy dxdy. dydz 
_,iIeh _®A 
h=a (F- 3) > 
_1 (PAh_ Pfr ı a _ Bf 

=; lg Toy ——— Ja. gm. 
ein (% _ ep, Pr - Eh), 

2 dz? 6x? ray Öydz 
le (Fa _ eh, Ph Rh), 

2 oy? zZ? dad dxdy 


nach welchen biefelben nur von dem Goeffizienten &, abhängen, und bie 
sormalen Spannungen Tx, Ty und Ts uur Null werben Tonmen, wem 
gvon x, 9 von y und z von z unabhängig iſt. 
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Den einfachſten Fall einer den Bedingungen (163) entfprechenden 
inneren Bewegung erhalten wir wieder, wenn wir für die Functionen f 
folche von der Form ber Funetion (A) in $. 90 wählen, alfo 


ri RER: — A sink(xcosa yY co⸗s + zcosy + bi) 
h(x,y,2,)=Bsink(xcosa + ycosß -+ 2cos y+b) 
ß (X,y,2,t) = Usink(xcooa + ycosß + z200sy 4 bi) 


nehmen und X—= Y—=Z=—0 ſetzen; dadurch werden die Gleichungen 
(167) befriedigt und man zieht daraus gemäß der Gleichungen (168) 
mit der frühern Abkürzung: p für xcosa + ycosß + xcosy, ferner 
A für Ak, B für B’k, C für C’k, die Werther 


e = (Bosy—Ücosß)cosk(p+ bt), 
d.) y= (C cos — A cos yJcosk(p-+bt), 
j=(A cB — Bcos&) cosk(p-+ bt) 


für die augenblicklichen Verſchiebungen und 


=: = — (B cos y — Ccoæꝑ) kb sink(p-+-bt) > 
e.) U _ _ (Ceos® — Acasy) kb sink(p-Lbt),, 


3 _ — — (Acosß — Beosa) kbeink(p+bt) 
für die Componenien ber Oſeillationsgeſchwindigkeit. Sept man dann noch 


E für y(A c083— Boosa)? + (C cos — A casy)?+(Bcosy — Ccosß)!, 


fo findet man für bie radiale. Ausweichung r und die Oſcillationsge⸗ 
ſchwindigkeit v die Ausdrücke: 


f.) t=Ecosk(p+bt),, = Ekbsink(p-tbt), 


und ‚damit ergeben Ah aus ben Gleichungen (d) und (e) für bie 
Winkel 2, u, v, welche: yon. ber Richtung ber Answeichung ı ober 


—— 


der Geſchwindigkeit v mit den Coorbinaten-Achfen gebildet werden, die 
Functionen: 


Bcoy - OCcos ß | Ceosa—Acasy : , 
cos A ‚== ö— 7cr 55 9 cos ii — E a ; .. 


ı 


Acos ß — Bcosa 
=. 7: \ 
\ . _. a . ® . 9— 


aus welchen, wenn fie der Reihe nach mit cos &, cos und ob y 
multiplizirt nnd dann’ abdirt werden, noch bie Beziehung: 
cosa cosA 4 cosß cosu 4 cosy cosv —= 0 
hervorgeht. 0 . ' 
Man ſchließt aus biefen Ergebniſſen, daß bei diefer Bewegung 
wieder fortlaufende Wellen gebildet werden, da alle Punkte einer Ebene, 
welche zu der durch bie Winkel =, 8, beſtimmten Richtung normal 
ft, gleichzeitig und auf dieſelbe Weiſe ſchwingen, und bie auf einander 
folgenden parallelen Ebenen nad) und nad biefelben Schwingungs- 
zuftände ober Oſcillationsphaſen annehmen. Die ſchwingende Berweguhg 
pflanzt ſich alfo wieder nach ber durch die genannten Winkel beftimmten 
Richtung fort, und zwar nun mit ber Geſchwinbigkeit b; die Schwin⸗ 
gungen ber inzelnen Punkte ſelbſt find aber. nicht mehr normal zur 
Wellenfläche oder parallel zu der eben bemerkten Kortpflanzungsrichtung, 
fondern finden In der Wellenflähe ſelbſt ftatt, ſind alfo 
ſenkrecht zu diefer Richtung ber Fortpflanzung und daher 
eigentliche transverfale oder Quetfhwingungen, 
Wählen wir dagegen die Functionen: 


j ⸗ 
— «v 


fi yn)=—Ncoskp coekbt, (12, =—B'ooskp coskb4; 
fh (8, 9, 8) =—Ü’coskp coskbt, 
fo erhalten wie die Verſchiebungen: B 


x=(B cosy-Ccosß)sinkp coskbt, —(Ceoso-Acosy)sinkp coskbt, 
3=(Acosß-Beosa)sinkpcoskbt, e=E sinkp coskbt , 


alfo flehende ebene Wellen, ‚welche zu der durch die Winkel «, 8, y 
beſtimmten Richtung normal find, und in deren Ebene die Schwin- 
gungen der einzelnen Punkte vor fich gehen. “ | 

Biifchen den Conſtanten k, ber Wellenlänge 2 und der Schwin⸗ 
gungẽdauer 6 hat man im erſten Falle die Bezichungen:,.. j. 


\ 
V 





v2 _ 9 


le 7 FE u) 5 


und wenn man bie Normale zur Wellenfläche ald x: Achfe nimmt, alfo 
coo@a=1, c0sß = cosy'=0 fest, fo werben bie Gleichungen (d) 


ng +4) ; 9=—Bon2a(7 + +); 


h.) 
=0, t=yOr+B8 cor2# (7 + +4). 


Dreht man dann noch bas Coordinatenſyſtem um bie x=Achfe und zwar 
wewirts um den Winfel are fang —- und erjeht OFF BI durch C,, 


fo werben alle Oſcillationen varalkel. zur Achſe der 1 und es genügen 
bie Gleichungen: 


1) 2=0, 3=0, 1=9=0,02r(4 44). 


um das Geſetz berfelben barguftellen. 
Im zweiten Falle wirb man wieder ben Abſtand 1 zweier Knoten⸗ 
Ebenen einführen, A 


7 = 1 bt 
feben und für eine gleiche Sage ber Coordinaten ⸗ Ebenen wie vorher 
die einfachen Gleichungen: 

bt 


t=0, 3=0, r=9=6, sinn cos x 


für die betreffende Bewegung erhalten. 


In beiden Fällen tft leicht zu ſehen, daß alle zu Iren Schnitt⸗ 
flaͤchen normalen Spannungen Null ſind, wenn man von dem Zuſtande 
ausgeht, von welchem die 5, y und z gerechnet werben; ebenſo find 
bie verſchiebenden Spannungen S, und Sx Null, da ſowohl bie Aen⸗ 

8 u 93 4 du 03 9 
derungegeſetze: dx’ dr’ 532* als d2’ du’ dx” 97 
Ruf find. Man hat aber in beiden Fällen eine um bie z=Achfe ver- 








\ 337. 


ſchiebende oder drehende Spannudg S: = 14 ey „ welche Insbefon- 


2 dx 
dere für den zweiten Fall durch | 
s 1 c, x bt | 
2 = zur 1 RT RT . 


ausgebrädt wird und Pas Drehen ber jur x⸗ = Ace fentrechten Welln— 
ebenen zu verhindern hat; fie muß am größten fein für x — 0 oder 
überpaupt für x il, alfo in den Knoten Ebenen, und I Null für 
— 4il oder in der Mitte zwifchen benfelben. Gin prismatifcher 
Stab „ welcher, gewichtlos gebacht ganz. frei oder auch in beftimmten 
Querſchnitten geſtützt oder befeftigt, zu feiner Länge fenfrechte oder 
transverfale Schwingungen macht, und für welchen eine ſolche Spanz 
nung Ss nicht vorkanden ift, Tann daher nad deu 'oben betrahteten 
einfachen Gefeten nicht ſchwingen; feine Querſchnitte bleiben nicht 
parallel, fondern drehen fi, und dadurch werben abwechfelnd Siauungen 
und Debnungen in den. zur Schwingungsrichtung fenfrechten Längen⸗ 
fchnitten hervorgerufen; man kann folglich in dieſem Yale, was bie 
Art der Bewegung betrifft, o nicht mehr als conftant oder Null an- 
nehmen, bie. betreffende Bewegung alfo nicht mehr pon den mit b? mul⸗ 
tipfizirten Gliedern der Gleichungen (157) allein abhängig machen. 
Wir haben dagegen eine hieher gehörende Bewegung eines pris⸗ 
matifchen Stabes, wenn berfelbe an einem Ende feftgeffemmt und um 
feine Längenachfe in drehende Schwingungen verſetzt wird; denn bei 
dieſer Bewegung ſchwingt jeder Punkt in der Ebene feines zur Längen- 
achſe ſenkrechten Schnittes, und die Volumenänderung o bleibt Null. 
Beachtet man dann, daß die Ausweichung x eines Bunftes aus feiner 
Gleichgewichtslage nahezu feiner Entfernung r von ber Achſe ded Stabes, 
melde (mie in 6. 89) die Achfe ber z fein foll, proportional und zu 
dieſem Fahrſtrahl r fenkredhs gerichtet ift, daß alfo die Projectionen 
jener Ausweichung auf die Achfen der y und x, naͤmlich = r eos w 
und — — rsinw nahezu auch ben Orbinaten r cos = x um 
— rsinoa — — y des betreffenden Punktes proportional find, daß 
aber die genannte Ausweichung für wachſende r eher bie zu r propor- 
tionale überfteigt, als Eleiner wird, ferner dag die Abſciſſe = ungeaͤndert 
bleiben, alfo z Null werben muß, endlich da x und y mit z Null 
werben müſſen, wenn man ben befefigten Querſchnitt des Stabes als 
Ebene der xy annimmt, fo wird man erfennen, daß biefem Yale 
durch bie nachſtehenden Formen ber Functionen: 4, fa» /s Genüge 
geleiftet wirb: 


BB 


k,x 


. , —kx 
fi —E — ) coskbt , 

ky —ky 
k.) A&nz)=Ale" —_e ) esekı coskbt , 


k,x —k,x k, _ 
f 8,3) = c(e +e re + e “) sisekzr coskb!; 
denn man zieht barand zufolge der Gleichungen (163) bie Werthe: 


. k,y —ky 
— — (Ak,+Ck,) (e _—e ) sinkzz coskbi, 
1.) 


k,x — K, x 


y — -4C(Ak, +Ck) (e — ) sinkaz coskbt, 
3 =. 


Diefe Werthe genügen den Gleichungen (164) umd (167) durch de 
Bedingung: . 


m.) B—=kt—kt, k=ak,, k=k Yi—-a!=fk 


und geben, wenn zur Abkürzung Akg + Chu = F gefeßt wird, Di 
Spannungen: | 





TI =0, ,=0, T=0, 


{ ıx —kx kY —k 
= 1 url te -—e -—e ")oinkyscohit 


2 
n.) 1 . &ky guy 
I;=—zukF e —e — c08 k,2 coskbit u 
1 kıx —kıx\ 
8. * —R e —e cosk,2 coskbt.. 


Die beiden letzten Spannungen find in dem Stabe nothwendig vorht 
den; nur in der freien Stirnfläche müffen fie Null werben, man M 
alfo haben, wenn L die Länge bed Stabes bezeichnet, 


006 k2-L — 0 N) -eitie, 
. | 


a 





Daraus folgt k — 6 SH 7 ; wenn demnach die Länge des Stabes 
ziemlich groß it im erhamiß zu feiner. Dicke, fo werden die Erpo⸗ 
nenten k, x und.kyy immer ziemlich kleine Brüche Buben, une man 
kaun annähernd 
k,x tn ky kr ; 1,0. 
e =Altkr, e =itky, e =i-kx, uff 
fegen, wodurch die Spannung S; auf Null zurückkommt, und. bie beiden 
andern die einfachen Werthe: 


S == s,Kkı kaFy coskaz coskbt , | — 


x = akkfx ‚cos kaı cos kbt 


annehmen. Dieſe zeigen durch die weiter, Bedingungen: 


zw -0l=—-;, ih F cos hat a DR Ya 


—E — & Ki h F coe ky# ers kn [du |Dr-x X, 


ag 
wie in s. 89, daß die Verbindungelinie der Schwerpunkte aller Schnii— 
flächen die Drehungsachſe des Stabes iſt. 

Für’ die Schwingungäßäuer :6; und bie. Sowingungeꝛoht n,. hat 
man hier die Ausbräde: : 


| 7, Lo —F 21413 Mr 


\ } 


und bie Verglechung bieſe Werthe mit ben in $. 93 für bie Rängen 
ſchwingungen eines Stabes gefundenen 6 und mm gibt das Verhlltniß: 


&(&1482) Brei. V 
n: en Vie ut? 2 1: 2(&+ 8) =6t. 
Die: obigen Gleichungen bieten übrigens kein Mittel, um den Goefl- 


zienten 82 zu beftimmen; man erhält jedoch einen mit der Erfahrung 
nahe übereinftimmenden Werth, wenn man 8° — + -mimmtz; ‚dem. bie 


_ 0 


Erfahrung zeigt, daß wenn ein und berfelbe eylindrifche Stab an einem 
Ende befeftigt und zuerft durch Längenſchwingungen, dam durch drehende 
Schwingungen zum Tönen gebracht wirb, der Grundton im erften Falle 
um eine ſchwache Quinte höher if, als im zweiten, daß man alfo 
nahe haben muß 


n:n = 3:2 = 1:067 bis 0,0. 


Das obige Verhältnip 1: reed, wird für m 3 gleich 


, +28 — .2 
Ve, und gibt für tn genau ben Werth 1: 5 


für 2, =, ben Werth 1:5 oder 1:0,707, alſo Werthe, welche 


an ben beiden Grenzen ber Beobachtung Itegen. . 


§. %. 


In den meiften Fällen wird die innere Bewegung eines elaftifchen 
Körperd aus ben beiden vorherbetrachteten einfachen Arten der Bewe— 
gung zufammengefebt fein und von ben beiden Coeffizienten a? und b2 
zugleich abhängen; man kann dann aber feine Bewegung immer in biefe 
einfachen zerlegen, indem man 


170.) vs entB —— ht, iu th 


feßt und bie &,, 9, 3 nad) den Sleichungen (159), die &a, Be 
und 35 nad) den Bleichungen (168) beflimmt, wodurch den allgemeinen 
Gleichungen (157) in jedem Kalle gemügt werden Tann. Es wäre 
indeſſen denkbar, daß e8 noch andere Functionen für g, Y und z gäbe, 
welche den Gleichungen (157) Genüge elften; man muß daher, um 
dieß zu erkennen, aus ben Gleichungen ber Bewegung noch allgemeinere 
Eigenſchaften der für x, Y und z einzuführenden Yunctionen ableiten. . 
Dazu bringt man "die vechte Seite dieſer Gleichungen unter bie Form 
ber Gleichungen (150) oder (153) und erfeßt darin wieder 


+8 2 ,. 1 purd b2 +22 2__n 
7 dur a? , Era. DE alfo 2a che —b? , 


fo daß fie die Form erhalten: 


541 


d2 — 

=; —X4 — © +8 (+2 +5 +52) j 

d? d ‚ 
Te —= Y + (ab) 37 4b⸗ (+3 4 — a yı ey), ‚az, 
de 3 


Ö 
du — 2 + @-b) 3: +» (+3 + gi + Z)- 


Differenzirt man num biefe Gleichungen ber Reihe nach in Bezug 
auf. x, y und z und nimmt die Summe ber Ergebniffe, fo folgt mit 
Beachtung der am Ende bed 6. 91 abgeleiteten Beziehungen und, wenn 
man wie in 6. 90 die mit b? multiplizirten eingeflammerten Summen 
durch Ur, n” ‚U, ei zuerft 





- _n d?o , do 
—343 46— te 
dU, AL, au 
— t H 
und daraus wird Durch bie — * (162) fr Bebingung:: 
d?o ou, OUy oU, 





tat m Stat MM 


Differenzirt . man Dagegen jebe der Gleichungen (171 X, zweimal 
nacheinander in Bezug auf x, y und z und nimmt für jebe derſelben 
bie Summe der ſich ergebenden Aenderungsgeſetze, fo findet man für 
die erfte derfelben 


03V 03V za 
deu, _ (55 ray +52 r 3 —— (+) 
de. öx Hab) 5, 





FU, Ur, U: 
+ (Zu +» t Fa); 


mit Berücfichtigung der Gleichung (162) wird daraus 


alte j (z o, 0% +}. 
U, (EU 27, a Fe rt 
tat I ET 











1, 





= dx! +58 *5 


2V 
wenn g’x fir 32 Fr ® gefet wird, und für die zalle, 0 5 + Fr + = 
tft, Hat man nach (162°) 
173°.) 


d’Üx (le 0°U, . 9U: (a? —b2) tete =) 
de dx T gy8 in) te öx 











0 x ro x —X 
— {a3__h? — 
‚ad (art Toys 5) 


-(! =) nn 


Aehnliche Beziehungen witd man auch zwiſchen U, und 92 n ober 07 











und zwifchen U, und Se = 0’, finden und daraus mitteld der Gled- 


hung (1725 die neuen Gleichungen: 

174) — | 
180% U, An de EB ‘ 

Pur, „de. ar dä H, Öx 

di 


“ ee _. 
nn. r3d 


—W 
wer m fr &: Use EP en 
. ’ 


ableiten, welche nur. Bertehungen zwiſchen ben Functionen U ‚U, 
allein. barftelten und in der Zorm den Gleichungen’ (157) ähnlich find. 
Diffetenzirt man fobann bie: vorfighenden Gleichungen wieder dev Reihe 
nad in Bezug auf x, Y und z und nimmt die Summe der neum 


Aenderungsgeſetze, nachdem man ‚darin ben Wucbgude IV: +7 oUy “+ * 
durch d erſeht hgt ſo findet man pls, allgemeinfte —* | 


Klar 
dx _dz/I ı 


Öz 


 daU 2. 026 
wu“ (et zn ta) 


1X 
- 


175. j 


wate zeigt, daß die Function U immer wieder bie Form ber Func⸗ 
tionenj 2’ oder o haben muß und nur den Goeffiztenten a enthalten 
barf;\dte mit b behafteten‘ "Glieder in den Werthen von Ur, Uy und 


U, müffen demnach in einer folchen Form vorhanden ſein, daß ſie in 
der Function U verſchwinden. Bezeichnet man daher mit 


7 (x, y, z, at), fi (x, I * bi), f (x, Y 2 bi) ” Rh (x, y, 2, be) 


„beliebige Functionen von x, Yy, 2 und t, ſo kann man ſchen: 


iR ne eo 
“dr "da dt dry dx Ga’ 


Pech eh, . 
Beta Te 
denn es ergibt ſich damit | 








F U, er: nr 
= + eur ar 207 


alfo eine Function, welche nur den Coeffizienten a enthält, Wirb dann 
dieſer Werth In die Gleichung (175) eingeführt, und zur Abkürzung _ 


der Fr APR 8 
de (Fat mr 72) = =® 


geſetzt, » folgt bie Bedingung: 


620, 620 u 
u F * er — +23 578 a0. u: Ken 


nah. welcher es ſchein, als oh. hie Zungen 2 nicht fish Fl werben 
müßte, und- als ob man ber Gleichung (175) auch noch durch andere 


Functionen F genügen Fönnte als durch ſolche, für die man hat 


U RT 3- a) ’ 
de = ae Er 6 


Allein abgeſehen haben, daß es ſchwer ſein möchte, ‚unten Anwen⸗ 
dung ber Functionen ꝙ in den SS. 90 und. 91- eine Function 7° zw bilden, 
welche ·der Gleichung (176) genũgt, ohne baf:.tweber U noch &: Null 
wid, laͤßt ſich ans den Gleichungen (174) folgern, daß ® Nau oder 
—* werben muß... Fuͤhren wir naͤmlich den Werth: 


k 
En 
— 


MM 


| er am dr 
Geelatmte)nnd 


mit den vorhergehenden Werthen von Ux, U, und U, in bie Gleichun 
gen (174) ein und erjeben bie Differenzen: 


af, —p Ge a — —A 5. 


au de öyTam)’ ar gt gyatgn)' 
ER AR AR 
=» (at x? * o ) 
durch W., Pa, Pr, p geben dieſe Gleichungen die Bedingungen: 
ey di _ dd IM did 


— — —— 


erv 42 64x dy’ 


und dieſe Tonnen nur durch bie getrenuten Bedingungen: 
„6 O _ dw d0 


dx >,” a9 =. 
EL, I _LIML. MLEML, 
dz syn öx da ’ dy dox 


erfänk werden, weil bie Functionen nur die Conſtante b enthalten, 
während O nur eine Function von x, y, z und at ifl. Die re 
beiten dieſer Bebingringen führen «ber ſelbſt wieder auf die Bedingungen: 


EEE 8%. 


welche wieder mit, ben, Bleifjungen (1063 in $. 94 übereinftimmen 
und ansfprechen, daß die Zunctionen # nicht felbft Null ſein müſſen, 
aber in einer beſtimmten Abhängigkeit Raben. .. . 

ESGs iſt. übrigemd leicht zu fehen, baf. biefe Abhängigkeit für bie 
nur and p<unetiomen gebildeten F dahin Führt, bie Functionen Ur, 
U, und U, von b mmabhängig zu made, woraus dann rückwürts folgt, 
baß auch die y, Yy und 2 von biefem Goeffizienten unabhängig fein 
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müßten. Man genügt jedoch den Bedingungen (177) ohne bie eben⸗ 
bemerkte Beſchraͤnkung, wenn man den Functionen fi, fa und f, in 
F. 94 noch Glieder von der Form: x fo, Yo, 2 /n beifügt, worin fo 
eine ſolche dunctlon 6 von x, y, z unb be bezeichnet, daß man Hat 


d 0% 0? 0? 
=. (5 + 5 E + =") j (b. 


Denn es ergibt ſich baburch für den von b awhängigen Theil von X, 
v und 3 
MIA Oh, „Ih 


8 = 62. Oy ‚sı * sr 
u. ſ. f. 


und damit folgt 


In_c% fo sf\ , IF 
U=B,, — 06 40 (2! — Z °) + 
uf. f. - 
Man Tann alfo au 
h=AhtPıh ;ı h=Bh+Dıh » h=lh+Dıp 
ſetzen und findet damit unter des Vorausſetzung: 


af — 2 0? fs fi 4 6? =) | 
a dx: öy? dz? (c. 
u. !. f. u 
bie Werthe: | | . 
| Sf; Fr ar 
yon, %=2D,;, , n=2D5, 


welche offenbar den Bedingungen (177) entſprechen. | 
Faßt man nun alle dieſe Bedingungen zuſammen und bezeichnet 
wie vorher durch 


Feaxyzat), hisrzb0, 7 a >), fa (y2,b ), rad t) 


ſolche Functionen von x, y, z und at ober bt, welche die Eigen- 
haften (a), (b) und (c) befiten, und außerbem noch mit u, , Wa. 


und aus foldhe Functionen von x, y und z allein, welche die Eigenſchaft: 
Decher, Hanbbuch der Mechanik UL. 35 


6 _ 





an 42 | | 

2 a + gi + ET yıı urt 
haben, fo Tann man algs aflgemeine Auflöfung ‚der Gleichungen (157) 
oder (171) für g, H und 3 die Werthe nehmen: 


da _dhr, „_,gH dya__ Iıbs 
5* Her aerr — 2 öy 
178) N Lee at) 3 


— ne 


und findet dann, wenn fie in jene‘ Gleichungen eingeführt werben, zu 
legt noch die Bedingungen: 


peyfn dr, 0% (nen, 29%) 
x=bz(tt 2) ‚ Y=b2zih, 3x -h, 3z 1)’ 
179.) , , 
_n ‚em 32) 
Z—b 2 (h nr), 


welche auf bie früheren Bebingungen: X = 27 — * ete. zurũd⸗ 


Ken wenn h,3=—b,4—h,?, alſo bꝛæ. h? MX ,. bt 2. Buy 


S einfad ſich indeſſen die orherhehende allgemeine Auflöfung 


ber Sleichungen (157) für die innere Bewegung eines ftetigen elaſtiſchen 
Syſtems dargeboten hat, fo fehtwierig iſt das Auffinden der befondern 
Functionen Fund f, welche. für gegebene Fälle allen Bedingungen der 
Aufgabe. genügen.‘ Für viele Aufgaben der Art wird es ferner wieder 
nothwendig werden, andere Coordinatenſyſteme anzuwenden, und bem- 
gemäß bie Gleichungen der Bewegung umzuändern. Es könnte aber 
baranf nicht ohne eine viel zu weitgehende Meberfchreitung der uns ge- 
ſteckten Grenzen eingegangen werben, und ich muß mich um fo mehr 
begnügen, in. dieſer Beziehung wieder auf das in 6. 76 angeführte 
Wert von Lamé zu verweiien, als bie meiften ber hiehergehoͤrenden 
umrnuchengen tn das Gebiet Ber Opilt gehören. J 





| 


| 
| 
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Biere Rapitel. .. | 
Bebertragung der Bewegung Sioß. . i 


.. 6. NN. ln 
er Verämberkiien Syſtemen, welche aus ‚mehreren Heften) Ai 

in ber Art zufammengefeht find, daß diefe in unmittelbarer Verbindung 
oder Berührung fliehen, kommt e8 oft vor, und bei unfern Mafchinen 
{ft es durchaus der Fall, daß bie Haupturſache der Bewegung nur auf 
den: einen: oder den andern jener: feſten Körper wirkt, und dakıfle von 
biefen dutch Drud oder Zug oder mich. nur durch bie. Reikuntg 
ans: die andern übertragen wird "ober: . ühertriigen ;mwerben:..foll.;..: Rt 
dieſer Uebertragung iſt dann. in Allgemeinen :ome Aenberung im der 
Form Ber einzelnen Körper: verbunden, welche auf Die Bewegung: des 
Suftems: von weſentlichem Einfluß fein : und ſelbſt fo ;weit gehen. kann, 
baf Bis Cohaͤſion derfelben:Kberwunden. wird, und in Folge beffen tine 
Trennung berfelben in mehrere Theile eintritt, wodurch die Verbindung 
ber einzelnen Glieder des Syßfems aufgehoben und bie: fernere Ueber⸗ 
teagung bee Bewegung: unmöglid.. wird. Oder es Eau: in dem Yale, 
wo diefe Mebertragung nur durch bie zwiſchen den fich berührenden 
Körpern. Stattfisidende Neibung- vermiiteli werben foll, dieſer Wider⸗ 
ſtand gegen: die gu überragende. Kraft zu ſchwach und :daber ‚nicht m 
Stande: fein, biefe in der gewünſchten Weiſe bem olgenden Körper 
mitzutheilen. In allen biefen Faͤllen kann man. bie! Bewegungdes 
Eyſtems nur. anf ſolche Weile richtig unterſuchen, daß mah bie zwiſchen 
feinen einzelnen Theilen wirkſamen Kräfte als: unbekannte Steger, ie 
die Gleichungen Für die Bewegung dieſer einzelnen: KTheiüle -cimfükft ish 
mit den für. die. Verbindung. berfeiben. gegebenen Bebimyungeu: noch die 
Bebingangen für :bie. Aeuderung ber Form derjenigen ‚verbindet, le 
welchen vine folche zu beruͤckſichtigen iſt, um jene imbekannten⸗ Maöoßen 
zu elimniniren und das Geſez der Bewegung zu beſtinmenand daun 
auch jene Kräfte ſelbſt und die von ihnen erzengte Formaͤnderung kenudn 
zu lernen, und daraus zu ſchließen, ob dieſe Formaͤndetung. micht: zu 
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weit geht, ober ob bie beabfichtigte Uebertragung ber Bewegung wirt 
lich ſtattfindet. 

Um aber Fälle ber Art allgemein durchführen zu können, müßten 
bie Unterfuchungen bes vorhergehenden Kapiteld viel weiter gebichen 
fein; es müßten die Beziehungen zwiſchen den äußern Spannungen 
und der Formänderung eines Körpers je nach der Ratur und nach dem 
Grade feiner Elaſticitaͤt aufgeſtellt werben Binnen, während dieß bis 
jetzt kaum für die einfachfien Körperformen unter der Vorausſetzung 
fehr kleiner Aenderungen. derfelben möglich if. 

Es dürfte indeſſen nicht überflüffig fein, für bie vorhergehende 
Erörterung zwei fehr einfache Beiſpiele zu geben, von denen das erftere 
auch an und für ſich beachtungswerth fein dürfte, und die beide uns 
Ki den Srörterungen im nächften Abichnitte noch einmal bienen werben. 
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:.* Huf einer horizontalen feſten Ebene liegen zwei rechtwinklige 
Baxallelepipebe mit ihren Schwerpunften lothrecht Abereinander, B auf 
A; mit dem: unten A tft mitield eines undehnbaxen, volllommen bieg- 
famen und gewirhtiofen Fadens, welcher ‚über eine. gewichtloſe Rolle 
geht, ein Gewicht C, das lothrecht herabſinken Tann, in der Art ver | 
bunden, daß bei auffehen der Molle und dem Körper A befindliche ' 
Fadentheil immer horizontal bleibt und feine Verlängerung durch ben 
Schwerpunkt von A geht. Gs ſoll unterſucht werden, unter weichen 
Bebingungen fich beide Barallelepipede fo mit einander bewegen, als 
wenn fe feſt verbunden wären, und wann das obere B gegen das unter 
zurückbleibt. 

Wir nehmen die feſte Ebene als bie ber xy und legen bie bene 
ber xz durch bie Schwerpunkte ber beiden Körper und bie Rolle, fo 
daß dieſelbe auch den Faden und den Schwerpunkt bed. Gewichtes C 
enthält, und bezeichnes Die Coordinaten .ber Schwerpunkte ber drei 
Körper A, B, C, bern Gewichte P., Pa und Q feien, dee Reihe 
wach mit x, 2, , Xp 22 und z,, ba unter ben gemachten Vorausſetzungen 
feine Urfache für eine zur xz=W@bene fenkrechte Bewegung ber beiden 
erften vorhanden. tft, den. Druck des obern Barallelepipebs anf bas 
untere mit. N,, ben bed legtern auf bie Ebene mit N,, dann ben 
—— für die Reibung zwiſchen A und der Ebene mit f, , für 

bie zwiſchen A und B mit fa, endlich bie Spaunung bes Fadens mit T. 
Damit ergeben fi folgende Gleichmgen Pie bie fortſchreitende Bene⸗ 


gung dieſer Rue: 


BR: Zu 


'P, dx P, d2z 
1) 7 —0—— 2) — 7 m = j 
P, d2 P, d?z 
yatrtı, Mimmt=sh-m, 
2 d?z, — 
5) ge -t T, 


mit welchen noch bie Bedingungsgleichung: — m = Ta zu verbinden 


ift, die aus ber unveränderlicden Länge des abeas * Mit Berüd- 
fichtigung biefer und der Gleichungen (2) und (A) gibt die Elimina⸗ 
tion von T aus ber erften und fünften die Gleichung: 





P,+0Q d2 X — 
6) IR. di _Q — h N; f} N, 
=0—-f (PR, +PR)—hP. 


Addirt man hiezu bie dritte Gleichung, fo hat man für die äußere 
Bewegung des Syſtems bie Gleichung: 


7) pP, +0 dx, 


g de 
welche das einlenchtende Geſetz ausſpricht, daß Feine Bewegung ‚eintritt, 
ſo lange niht Q > f, (P.4PPaꝛ) ff. 

Sehen wir fobann xy = x, + u, fo wird u die zur x=Achfe 
parallele Entfermung bes Schwerpunftes B von. dem Schwerpunfte A 
am Ende ber Zeit t ober das Geſetz ber innern Bewegung ausbrüden. 
Die zuletzt erhaltene Gleichung (7) nimmt dann bie Form an: 


P,+P, +0! P, d2 
, ent =t- HB): 


und die Gleichung (3) wird 


g di g * 





P, d? - 
+ mn 0-hlA+td), 


= a. 2 


eliminiert man alfo daraus 35 a» 10 folgt für bie innere Bergung 
bie Gleichung: . Ä 








0 


9) r% an —* = 1-1). — (+2) (Pr + Pr) ai 


und dieſe ui aus, 1) daß die Entfernung u nur eine negative fein, 
daß alfo B degen A nur zurücbleiben fann; 2) daß ohne anfängliche 
Innere Bewegung von B auf A, wie voraugeſcht wurde, u immer 
Null bleibt, ſo lange : -.. 


0 1—R) < Mr) (P,+P,), 
daß man alfo 





f, 
10) 0 > HE m+B) 
nehmen muß, wenn ein Zurückbleiben des obern Parallelepipedes gegen 
— untere eintreten ſoll. So lange Q biefen Werth nicht erreicht, iR 
—— in ber Gleichung ww ul zu ſeben, und die fg ergebende 
—* 


oa. 
1m Der EeT FEB [RER Aw 


welche leicht voraudzuſehen iſt, drückt das Geſet ber gemeinſchaftlichen 
Bewegung der Körper 'A und B auß, eberieheeitt aber Q den Werth: 


ul (Pete), +59 kann ber Werih von & du = and ber Gleichung (8) 


in pr Gleichung. (7). eingeführt werben, und man findet dann nad 
einigen. Reductionen bie Bring (6) wieder, nämlich 


SAH), 
welche nun das Geſetz für bie Beivegung bes Körpers A und bes 
Gewichte C ausbrüdt. 

Nehmen wir als befondern Fall f, =f =4, fo muß Q größer 
werden ald-4 (P,+-P,), wenn überhaupt Bewegung eintreten fol, und 
größer als P. Pa, wenn das obere Parallelepiped zurücbleiben fol. 


g. 9. 


Die vorhergehende Aufgabe werde nun dahin abgeändert, daß ber 
obere Körper B entfernt, daß dagegen ber Faden als dehnbar ange 
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nommen wird und Z fein Claſticitaͤtscoeffizient iſt, daß alte für eine 
Spannung 7 desſelben eine relative Verlängerung = = erfolgt; 


das Gewicht Q fet vor der Bewegung unterflüßt geweſen, und die „Zeit 
werde von dem Augenblide an gezählt, wo dasſelbe frei gelaffen wird. 
Wir haben dann für. bie ortſchreitende Bewegung die Gleichungen: GG 


P d2 Xu __ Q d? 2a — 
I) zm TH ».®) g mw” 227 
und zwiſchen x, und z, die Bedingung: 
| T 
3)n-ehturbzs 


worin L die natürliche Länge des Fadens und h den anfänglichen Werth 
von za bezeichnet, während ber anfängliche Werth von x, gleich Null 
vorausgeſetzt wird. 

Da nad) unferer Annahme T am Anfang ber Zeit Null iſt, ſo 
darf man nicht geradezu das T zwiſchen ben beiden Gleichungen (1) 
und (2) eliminiren; denn bie erfte Glelchung fpricht die Bedingung 
aus, daß der Körper nicht eher anfangen kann fich zu bewegen, bis T 
größer als FP geworben: tft. Bis zu diefer Zeit hat man alfo x, =0 
und bie Debingung (8) gibt bie Aenderungegeſete: 


in _ LIT, Um Lat 
Ein’ di ° Edi’ 


von denen das TYehtere, in bie zweite Gleichung eingeführt ‚ bie nee 
Beziehung: 
daT.  Eg ( Io ) 
5) a *5 Q 


hervorbringt, bie nun " Zenua auf 7 integrivt werden Tann. Setzt 
mnT=0Q0+u und 28 OL Ch, fowrd 


4) 


Q 
A *— eh JJ 


und ai ber Bedingung, daß T und Au mit t Null werben müflen, da 


au © —: am Anfang der Zeit Null iſt, ergibt fih 
6) T=0 (1-cosßt). 
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Soft alfo T > LP warden, fo muß au Q > + TP fein, ba aus 
ber lebten Gleichung T — 20 als größte Spannung ded Fadens folgt. 
Iſt dieß nicht der Fall, fo bleibt der Körper A unbewegt, und bad 
Gewicht C bewegt fich nach ben Geſetzen: 


3 
7) egcopt y m _ =zeinßt y ht ;(1— cos), 
welche aus (2) mit dem Werthe (6) hervorgehen; en Schwerpuntt 
ſchwingt aljo zwifchen ben Grenzen hund h + 28 7 ° auf und nieber; 
feine größte Veſqindigheit win Durchgang durch die Gleichgewicht. 
lage: za —=h 4a A; = — , und feine Schwingungsbauer — 277 3 
OL \ 
Eg 
Hat man dagegen Q > 4 fP, fo ergibt ſich eine Zeit 1, für 
welche T = £P wird, und welche durch bie Gleichung: 


= ?2n 


8) = 7 arc co8 (1-7) 
gegeben wird; während biefer geit bleibt A unbewvegt ‚und Q finft um 
bie Höhe: 1, = * , mit dem Ende derſelben tritt aber eine 


neue Bewegung ein, an welcher auch ber Körper A Theil nimmt. Für 
diefe Bewegung muß man nun bie drei erften Gleichungen verbinden, 


d? ax d? 423 
indem man bie Werthe von 1e und ie aus ben beiden erften in 
bie aus ber dritten folgende: 
d, dx LdT 
mm zgm 


einführt und dadurch die Beziehung: 


10) Gl +5 +5)] 


ableitet, welche fich in ähnlicher Weiſe wie (5) integriren läßt und 
dann mit ber Abkürzung: 


ben Werth gibt: 


11) T=d4n + hm + Bias. 


+0. Ä 
Zur Beftimmung ber Gonftanten A, und z, hat man dann be Be 
bingung zu beachten, daß man haben muß 
dT fP . 
T=fP und — = PQ ET m. 


und man findet damit 


A | cos ß to + V ern en 3 


P 
B, J— sin tq — — 


Werden dieſe Ausdrücke in die Werthe von 7 und I = eingeführt ‚5b 
nehmen biefe Die Form an: 





12) 








18) T=CHN Pr Era een — wi 





14) 5 DAR Be Pa: 2 c08ß, |. 


und bie letzte Gleichung gibt für 9 gr = 0 den Ausbrud: 


(P+ )@O-M 
15) ang B,(t—-4) = — „room KR 7°") ee 


um die geit th u beſtimen, nach welcher T einen größten oder 
kleinſten Werth annimmt. Seht man daher ’ 
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Q-IP=Frcosß,(t-4), VER+O)RO-IP)=+rsinf,lt-") 
in die Gleichung (13) und beachtet, daß man hat 

= (0—fP) + f(P+0)(20— IP) = +20 —mrQ ) 
ſo findet man A ben eniſprechenden groͤßten und kleinſten Bert von T 


16) T=0 En („+reyre-ıt), 


und wird daraus fchließen, daß T nach der Zeit 1, immer Peiner wer⸗ 
den Tann, als fP; denn feßt man O = wo, fo wirb mit dem untern 
Zeichen, umd wenn man im Nenner P neben O vernadläffigt, 


T=P (1 +1-yir?) 


and ı man wird fich leicht überzeugen, daß der Coeffizient von pP immer 
kleiner als f iſt. 
Führt man endlich den Werth (13) in bie Gleichungen (1) und 
(2) ein, fo wird die - 
P m 
la auf a 9 [10-19 (1-00, 6%) 


+ VI@FO) RO—IP) ein, —w)| 


und gibt mit ber Beachtung, daß man Ti — OD haben muß, wen 
t—=t, iſt, für die Geſchwindigkeit des Körpers A den Ausdruck: 


18) _, . 155 € sieht Ba mu it 





?+0 pt ß, 


worin v für t—t, ftehtz diefer Ausbruck zeigt, baß wenn O > fP if, 
d - nach ‚der Zeit t niemals Null wird, daß dieſer Fall aber ein- 
—* kann, wenn 0 zwifchen 4 PP und FP liest, und er wird in 
biefem alle dazu dienen, ben Werth von !’ zu befitimmen, für melchen 


bie genannte Gefchwindigkeit Null wirb, da fie von dieſem Augeublicke 
an Null bleibt, bis die Spannung T. wieder: gieich. EP geworden iR, 


909. 


und da während dieſer Zeit. wieber das feägere Geſetz der Vewegung 
für das Gewicht C maßgebend wird. 
Die Steigung (2) nimmt mit dem Werthe (13) hie dom an: 





d —fP © ' 
10) 2 — an (O-+P cn ,Y) —P vr — sin BP V 


und gibt als erſtes. Integral. mit der Beadtun Ka nach (7) für 
’=0 oder i= Io bie Geſchwindigteit TR glei — sin At, geworben 
tft, die Beziehung: 


20) m = Ks + — 


20—fP ' 
730 708 elter nß,v ya = (1—cos ß,t | ® 


Die Bewegungen ber beiden Körper A und C find alfo jede aus einer 
gletchförmig veränderten und aus einer ofeillivenben Bewegung zufam= 
mengeſetzt; in Ihrem befondern Gange find fie aber wefentlich verſchieden. 

Einen befondern Fall bildet der Grenzwerth O=fP; für dieſen wird 


und man hat einfach 


Al v). ——— — DE 


yıH 


das Maximum oder Minimum von T tritt alfo ein, wenn 





T=fP (+: 


1 3. 
8, (-N)=y7 oder =;zn 


geworden iſt, und bie entſprechenden Werthe find 


Terfır I\ m 7— —— . 
Virf ” ' . yi+f Fa 








—— 


(Ebenfo werben die Gleichungen für die Bewegung der NMAWoyer A nub C 
einfacher, und zwar findet man 








dax, t FO Sr 
— — 14 —— — —_ (1— ‚v 

dr? — sin ß, L d n vi Ä 76, cos ß ) 
En _ in_6__E 4_ 

dva J dr ß ayiH (1 cos Pt); 


die Werthe für bie Geſchwindigkeiten zeigen baß die betreffenden Be⸗ 
wegungen nun aus gleichförmigen und oſcillirenden zuſammengeſetzt 
find, und es wird nun leicht fein, ſich dieſe Geſetze anſchaulich dar⸗ 
zuſtellen. 

Wird die Reibung ſehr klein, wie in dem Falle, wo der Körper A 
auf Rädern ruht, deren Gericht aber nicht beträchtlich fein darf tm 
Vergleich zu P, fo ann man als erfte Annäherung f=0 feben; es 
wird dann auch tu = 0, und bie Bewegungen von P und O fangen 
mit einander gleichzeitig an. Die Natur biefer Bewegungen bleibt 
übrigens diefelbe wie im allgemeinen Falle, wenn die Reibung berüd- 


fichtigt und fo lange Se J nicht Null iſt; ihre Befehe find aus den vor- 
bergehenden Bldkungm (18) bis (20) leicht darzuftellen. 


v* 


g. 100. 


Beſonders fühlbar macht ſich der Mangel unſerer Kenntniſſe in 
Betreff der Formaänderung und ber innern Spannungen ber Körper 
bei derjenigen Erſcheinung, welche mit bem Namen: Stoß bezeichnet 
word, und welche darin befteht, daß zwei Körper, welche anfänglich außer 
aller Verbindung waren, während ihrer Bewegung fidh begegnen 
und in Berührung Tommen, dadurch ihre Bewegungen gegenfeitig auf 
einander übertragen und die Gefchwindigkeiten ihrer Schwerpunkte ber 
Größe und Richtung nach mefentlich Ändern. Diefe Aenderung ber 
Geſchwindigkeit kann aber nicht plöglish in einem untheilbaren Augen- 
blicke gefchehen, fondern ſich nur nach und nach von den zuerft in Berührung 
gefommenen Theilchen der beiden Körper aus Allen übrigen mittheilen; 
es if alfo immer eine beftimmte, wenn auch fehr Meine Zeit dazu er- 
forberlich, vergleichbar mit der Dauer einer durch ben Körper Taufenben 
Wellenbewegung, und es muß mit jener Aenderung der Geſchwindigkeit, 
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ale mit biefee Bewequng, immer eine Formaͤnderung beiber Körper 


serhunben. fein, welche ald eine Function bed in jedem Augenblide von 
beiden Körpern auf einander ausgeübten Drudes zu betrachten if. 
Diefe Zormänderung tft aber nicht immer in die Grenzen eingefchloffen, 
welche wie im vorhergehenben Kapitel gezogen haben; fie überfchreitet 
Bei den unmittelbae getroffenen Theildhen meiſtens bie. Grenzen ber 
vollfomnienen Elaſticitäͤt und verurfadht eine bleibende Formänderung, 
umd fie kann felbit fo weit gehen, ‚daß die Gohäfton biefer unmittelbar 
getroffenen unb der übrigen Theile aufgehoben, daß einer ober beide 
Körper theilwetfe oder ganz zextrümmert- werden. "Bon den letztern 
Fällen werden wir. ohnchin gang Umgang nehmen und in Betreff der 
übrigen müäflen wir und im Allgemeinen auf bie beiben aͤußerſten 
WBrenzen ber Elaſticität befchränten, nämlich auf biejenigen Boraus- 
feßungen, unter welchen fi bie aus ber Formaͤnderung entfpringenden 
unbelannten Kräfte eliminiren laifen, und weiche darin befiehen, daß 
entweder . 

41) die fi finßenben Körper aller Wiaſticitãt beraubt ſind, daß 
alte ber. Stoß beendigt iſt, wenn die‘ Kormänderungen der beiden 
Körper für bie flattfiudenden Umſtände die größtmöglichen geworben 
find, .oder wenn die Schwerpunkte. bexfelben ihre kleinſte Entfernung 
von einander erreicht haben, oder daß 

2) bie Körper vollkommen elaftifch. find, daß fie nicht nur ihre 
frühere Form wieder ganz annehmen, was bei vielen elaftiichen Körpern 
wirklich ſtattfindet, ba bei ihnen bie getroffenen Theilchen wahrſcheinlich 
noch .über ihre urfpräingliche - Lage hinausſchwingen, ſondern daß fie 
auch dabei dieſelbe Kraft entwickeln, bie zur Erzeugung jener Form⸗ 
änderung nothwendig war, und daß die Berührung beider Körper auch 
gerade fo Lange dauert, bis Die. aus der Wiederherſtellung ber urfprüng- 
lichen Form entfpringende Wirkung gerade derjenigen „gleich geworben 
iR, weiche bie. Kormänderung erzeugt het. Wir werden aber dabei 
noch ferner vorausſetzen, daß 

3) die Zeit des Stoßes hinreichend tur ſei um die Birkongen 
der an beiden fich ſtoßenden Körpern angreifenden aͤußern Kraͤfte wäh: 
rend derjelben vernachläfftgen zu Tönuen... =. 

Mir wollen indeflen nebenbei auch noch den beſondern Fall be⸗ 
trachten, in welchem die Verminderung des Abſtandes der Schwerpunkte 
beider Körper dem Drucke, den fle auf einander ausüben, proportional 
vorausgefeßt wird, einerſeits um dadurch die Einficht in die allgemeinen 
Betrachtungen zu unterftüben, und dann um zu zeigen, auf welche be= 
fondere Jolgerungen die vorhergehenden allgemeinen Borausfegungen, in 


x 





—_B_ 


biefem Balle führen, endlich um unter biefer beſondern Aunahme bie 
Wirkung bes Stoßes zwiſchen zwei nicht. vollfommen- elaftifchem ober 
zwiſchen einem nicht elaftlichen und einem vollkommen elaftifchen unter: 
fuchen zu können. 

Kür biefe Unterfuchungen- betrachten vir die Körper zunächſt umte 


ben einfachiten Umftänben, nämlich unter ber Borausfehung, daß de 
beiden Körper beim Beginne bed Stoßes feine drehende Berwerum | 


befiten, daß ihre Geſchwindigkeiten, beziehungsweiſe bie ihrer Schwer 
puntte dieſelbe Richtung haben, daß biefe Richtung mit der Verbin 
bungelinte ber beiden Schwerpunkte zuſammenfaͤllt, und daß diefe Ber- 
Hndungelinte zugleich für beide Körper die Rormale im erften Berüf 


zungepuntte if. Unter dieſen Vorausfekungen, unter welchen man bie 


gegenfeitige Wirkung ber Körper auf einander einen centralen Stoß 
nennt, liegt e8 anf ber Hand, daß dur den Stoß allein wur die 
Bvöße, der Geſchwindigkeiten geändert werben Tann, aber nicht ihm 
Richtung, und daß aus dem Stoße ſelbſt Feine Urfache für eine Srehente 
Bewegung ber fich ſtoßenden Koͤrper hervorgeht, unb. man genügt jenen 
Beftimmungen für die Vorſtellung am einfachften durch die Annahme, 
daß beide Körper vom Kugelflächen begrenzt ober für unſere befonder 
Borausfehung Gylinber find, deren Achfen mit ber Richtung ber Ge 
ſchwindigkeit aufammenfallen. 


Nehmen wir demnach die Verbinbungslinie der beiden Schwer: 


punkte A und B als x⸗Achſe an und bezeicäuen deren Guif 


von einem feſten Punkte O diefer Achfe beim Veginne bes Stofed, 


welcher der Anfang ber Zeit fet, wit x’,, x”, für einen fpäteren 
Zeitpunkt. umerhalb ber fehr Heinen Zeitbauer z des Stoßes mit x, 
x" ; ebenſo die Geſchwinblgkeiten derſelben mit v’,, Vo für ben Aufang 
der Zeit, mit.v’, v”. für das Ende ber veränderlichen Zeit 1, wobei 
wir annehmen, daß v, und v’, in gleichem Sinne ımd zwar im Sinn 
Der ‚pofitiven x gerichtet und daher vw’. —.v’o felz bezeichnen dam 
noch m’ und m” bie Maffen ber beiden Körper. und N deu Druch, 
welchen dieſe in -irgend einem Augmblife auf einander ausüben: fo 
haben wir nk Vernachlaͤffigung der äußern Kräfte für bie Bewegung 
ber Puntte A und B bie einfachen Gleihungen: 
dix’ d?x” .. 
a) men Be =—N 


und bie Bedingung: 5. 
u) 0: eurer fl; , 


mn = wu nn m mn m m 
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wein FCNY. die unbekannte Function von N bezeichnet, durch weiche 
die gegenfeitige Näherung der beiden Punkte A und: B-bebingt wird, 
Zür unfere fpeztelle Annahme haben wir bemnad und wenn noch k 
einen von der Glaftteität der beiden Körper und von ihren Dimenfiönen 
abhaͤngigen Coefftzienten bezeichnet, die Bebingung: 


x —x = Ko —KkN. . (ei 

fit mn ie Gleichungen (b) und (c) unb führt die Werthe 
d? 
für Tr und IE * in die neue Gleichung ein, ſo wird dieſe 1 
d. (yy..— UN, 
IN (44 +4) 8: N ma.“ 


und gibt nach ausgeführter Sitegratior den Werth von N fi JFunctlon 
von ĩ. In unſerm beſondern Falle haben wir 





J | | (e. 
wenn y für d + — Rgeſetzt wird; für tSO wird x x" rag, 
und man hat baher auch N=0, F= 0; ‚ferner wird nach (c) und (e) 

dr dx” — dN an = yG t 
ı Om’ N ercny,... 
alfo für den Anfang der- * . . 
dN _ 1 "kN 
= (A)=-Y —— LE 
und hür irgend einen teltpunkt 
ed rum) sinyt. J en 67 


Addirt Aran mın die bein Bleichungen (a) und iniegrirt dag 
Ergebniß in Bezug auf t, fo folgt das Geſetz der äußern Bewegung 
der zu einem veränberlichen Syſtem vereinigten Körper. A und B, 
nämlich v 

——— (66. 


welches auoſpricht ‚daB bie Bewegungsgroͤße dieſes Syſtems waͤhrend 


Rn 


bes Stoßes ungeändert bleibt, aud dirſe Gleichnng führt durch eine 
zweite Integration anf. ben Aupbrud; 


mx -+ DM’ — mi, tm, + (mV + m v,)t 
oder auf das Gefch ber gleichförmigen Bewegung bed’ Mittelpunftes 
der Maffe beider Körper; dieſes kommt aber im jebigen Kalle durch 


Vernachläſſigung des lebten Gliedes wegen des fehr Heinen Werthes 
von t auf 


h.) Dtm ng tm, 


zurüd und fpricht fo aus, daß ber Mittelpunkt ber Maſſe beider Körper 
während des Stoßes eine faft unveränderte Lage behält. 

Führen wir bann ben aus ber Gleichung (d) fi ergebenden 
Werth von, N in der Form: N = pt) ober bei unferer befonbern 
Vorausſetzung ben Werth (f) in bie Sieihuugen (a) ein, fo werben 
dieſe in Bezug aufet integrirbar und geben allgemein 


t t 
mv=mvg Ahæo ‚av’v=nmvW, -[at.0n, 
i.) 0 | 0 
—=mv, +0) , —— ((t) 
und für unfere Annahme 





n"Vv=mv) KH 2 (1—cosyt) , 


k.) | v 
m’v” = mv’, — Lu (i-ceyi). 


Die Differenz der mit m’ und m” blvidirten Gleichungen (i) mb 

(k) gibt mit Berüdfichtigung ‚bes Werthes von y? die Gleichungen: 
vu fi, 4 

15 vo) Sun (at), 
vo-vVv=(Mg—Veo)coyt; 
von benen bie erſte zeigt, daß im Allgemeinen v”— v’ Null iſt oder 
baß bie Schwerpunkte A und B gleiche Odfaminbigfirn erlangt haben, 
wenn . 


| 
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= 4 Wr) un (m, 


geworden ft; aus der zweiten Gleichung folgt für dieſen Fall einfach 
yt=4n. Aus biefen Gleichungen zieht man aber, auch durch. Infee 
gration nach t die entfprechenben MWerthe von x — x’, nämlih 





xx" = nn re jeoo, 


U 1 . 
X X” nr, — 7 * vo): sinyt, 


und ſchließt daraus, de" — x mit ”— ve — 


ein Minimum geworben tft, baf ſich alſo in dem entſprechenden Augen⸗ 
blicke die beiden Schwerpunkte A und B am meiſten genähert haben 
und die gegenſeitigen Eindrücke am größten geworden ſind. 

Werden nun die beiden Körper als gänzlich unelaſtiſch angenom⸗ 
men, fo iſt ber Widerſtand, welchen ſie gegen die Aenderung "ihrer Form 
leiſten, ein ähnlicher, wie die Reibung; er dauert nur fo lange, als 
Formãnderung ftattfindet, und verſchwindet mit der Urfache zur Form⸗ 
änderung, alfo in dem Augenblide, wo bie Geſchwindigkeiten beider 
Körper gleich geworden find und bie Sormänderung den größten Werth 
erreicht hat. Für gänzlich unelaftifche Körper muß demnach der Stoß 
in dem Zeitpunft endigen, für, welchen das t aus der Gleichung (m) 
hervorgeht, und Die von biefem Angenblide an gemeinfchaftliche Ge— 
fhwindigfeit ‘V beider Körper ergibt fih aus den Gleichungen (i), 
wenn barin der Werth (m) eingeführt wird; man findet fo für V den 
von k ober algemein von ber Form der Function f(N) unabhaͤngigen 
Werth: | 

V- m’ vo + m” vo 


mm’ 


welcher übrigens mit dem vorhergehenden Schluß, daß der Stoß un- 

elaftifcher Körper mit dem Gleichwerden ber Geſchwindigkeiten endigen 

muß, unmittelbar aus der Gleichung (g) hervorgeht. Mit unferer be= 

fonderen Annahme ergeben fich dann noch für die Dauer z, des Stoßes 

und für bie Summe der Gindräde: +17 = Ra, — ro — X —}') 

an beiden Körpern die Werthe: ' 
Decher, Handbuch ver Mechanik III. 36 


(180. 


> 


n 1 km’ m” " km'm 
DE 2a ‚ I+f= a 


welche Bei fonft gleichen Umfländen um fo Tleiner werben, je kleiner 
ber Goeffigtent k if, Diefer Coeffizient wird die Form haben: 


a a 
k=utPp 0 


worin a’ und a’ die Abſtaͤnde des erſten Berührungspunttes von ben 
Punkten A und B bezeichnen, fo daß à a“ — xU — x’, iſt, mb | 
E' und E” ſolche Drudträfte vorſtellen, durch welche jener Berührung: | 
puntt ben Punkten A und B um die Längeneinheit genähert wird. 
Die Dauer des Stoßed und bie Tiefe ber Eindrüde wird demnach um 
ſp Heiner, je Heiner a’ umb-a" umb je-größer die E’ und E” find. 
Für m' — m', a —=a, E—=E hat man mit Weglaffung be 
Accente einfach 


1, "VE = — Hr V SH | 


worin nun p dad Gewicht eines der beiden Körper bezeichnet. 

Stud dagegen beide Körper In der oben ausgefprochenen Weiß 
vollkommen elaſtiſch, fo wird nach ber Zeit z, bie Differenz x’ — 1 
wieder wachlen, alfo das Integral ber erften Gleichung (n) größer 
werben als (v’,— vo), und zwar fo, baß bie Differenz x — 1 
für t= 7, +1 wieder denfelben Werth erhält, welchen fie für =, — 
hatte, daß ſie alſo auh mit t — 27, wieder ihren anfänglichen Werth 
X — x", erhält, und daher 


[a0 () = [ai ot) = 2 m. Vo) Tı 
0 | 0 Ä 


geworden if. Soll dann in dieſem Augenblide auch der Stoß fein 
Ende erreihen, fo muß auch ber Druck N mt i=?y = az Al 
werden, alfo p (73) =0 und © (7a) ein größter Werth ber aa 

O (t) fein. "Man wird nach biefem ferner annehmen müffen, dah 

auch (7. 4) — 9 (1- 0) und demnad 





p.) O (1) - 20 (11) 3 2 ("o— Vo) 


fei, und man wird damit fuͤr die Geſchwindigkeiten V und V" am Ende 
des Sioßes volltownen elaſtiſcher Rare: die khenſals von f(N) uns 
abbangien Werthe 









m ,, 
vr =V ne — ro) ’ v- = m’ +m” d —* 
J m —m”)v/, 42m’ v", _ (a mv +2mvV, (181, 
| vn mm, 2. mm ? 
2: .V— V! = 9% 


erhalten, von denen ber letzte ausfpricht, daß im jebigen Falle bie 
Differeny der Geſchwindigkeiten am Ende des Stoßes dem 
Unterſchiedederfelben am Anfange des Stoßes gleich, aber 
entgegengeſeizt tft. 

Unſere beſondere Annahme entſpricht allen vorher erörterten Ver⸗ 
Hältniffen in fehr einfacher Weiſe; denn man hat für yt — 7 be 
Werthe: N=0; v G- Kerr, u. ſ. f. 
und findet noch für bie ganze Dauer 12 des elaſtiſchen Stoßes ben 
Ausdruck: | 


im 0; (£+#) m’ m” 
mare YVNETEImFE 


welcher mit der halben Schwingungsdauer eines materiellen Punktes über- 
eintommt, an dem eine beſchleunigende Rraftı 2—, . IH IER 

ne bef&pleunigende Kraftt — = — —— 
(Bu 1, 9. 82, u, f.) angreift, 


Wenn bie beiden Körper, oder auch nur einer, nicht vollfommen 
elaftifch find, fo iſt die Function ꝙ Ct) nicht nur nicht ſymmetriſch in 
Bezug auf t vor und nach der Zeit 7., ſie iſt nicht einmal fletig, fon- 
dern erleidet bei z, eine Aenderung ber Korm, ober es tritt hier für 
Lt), eine neue Function 9, (t) ein. Man muß daher In biefem 
Falle den ganzen Stoß als aus zei. gänzlich verſchiedenen Zuſtänden 
—— betrachten; der erſte Theil verläuft immer auf gleiche 
Welle, wie in den vorhergehenden Fällen, und endigt mit ber gemein« 
ſchaftlichen Geſchwindigkeit V, welche durch den Werth (180) audge- 
drüdt ift, und mit einem größten MWerthe von ꝙ LE) oder N; der zweite 
Theil beginnt ebenfo mit der gemeinſchaftlichen Befchtoindigteit V, aber 
mit dem „größten Werthe einer neuen Tunis; 9. 23 =N, welcher 


ı | 


I _ 


demjenigen det Function ? Ct) gleich IA, und endigt mir N O,; vhne 
daß bie Differenz x — x” ihren ursprünglichen Werth x’, — x’, er⸗ 
reicht. Für dieſe am meiften vorkommenden Yälle wird daher O () 
nicht mehr gleih 2@ (74), fondern Meiner; die Geſchwindigkeiten am 
Ende des Gtoßgs, erreichen nur, Mittelwerte zwiſchen bem Werthe (180) 
und dam entfprechenden ber Werthe (181), und man- kann dieſe Enb- 
——2 igkeiten V’ und V” nicht berechnen, ohne bie Function £f (N) 
oder db kt wenigftend nach ber Zeit z, zu kennen, ba es in allen 
dieſen / Fällen genügen wirb, bie Werthe von V’ und V” aus ben 
Gleichungen (i) zwiſchen ber Grenzen 7’s und u’, zu beftimmen, ihnen 
alſo die Form zu geben · 


| 1 un 1 
Bvev+l 10) V*V-7 1, 


Tr, vr, 


worin r4 mb To die bem Anfang und Ende der zweiten Hälfte bes 
Stoßes entiprechenden. Werthe von t vorftellen. 

‚ Nehmen wir z. B. für unfere befonbere Vorausſetzung an, daß einer 
von unſern Cylindern vollkommen elaſtiſch, ber andere vollkommen un- 
elaſtiſch ſei, ſo wird ber Werth (f) von N vor und nach der Zeit ı, 
biefelbe allgemeine Form behalten; aber es wird ber Goeffizient k und 
in Folge deffen auch y nach der Zeitz, einen andern Werth aunehmen, 
da man nur noch haben Tann 

> | k,= 5 ober =>; 
je nachdem der Gylinder A ober der Gylinder B ald«claftifch vorans- 
ph wird. Man muß demnach mit dem Anfang ber zweiten Hälfte 
es Stoßes für N die Function: 


N=F Bi +6 ‚ey 


nehmen, worin wieder y? für = —* Egefetzt iſt, und worin die Gef 


zienten F, un G, fo beftimmt den daß für den Aufang der zweiten 
Säfte be Stoßes oder für t= 7, = 0 biefelben Werthe für N 


und © —— = zum Vorſchein fommen, wie bei der Function: 








Yo  sinyt 
Eon 


BR... ZB - 


für. yt == ia; man findet dadurch für die ‚zweite Haälfte des Stoßes 


v’o — Vo u 


N= u: 





cosy,t 

. -“ \ h l 
und ſchließt daraus, daß beifelbe endigt, wenn „ı= 4 geworden 
tft. Die Endgeſchwindigkeiten find demnach en 











n 
vordde re ya vr + ante 
4 ” „myyk. 
vorlYor 
Er „3 ak . 
und geben mit Sinfirung der Werthe: . \ (.. 1 
' a Fm* { 
Ko m tm, und y= m 


in die Ausbrüde: : 


, . ‚m” . PER k, 
’ m „ , k, 
var. m’ —- m” (Karo) V% 


über, von denen im Allgemeinen der eine Feiner, ber andere größer iſt, 
als der entſprechende der Werthe (181), well * ein ächter Bruch ſein 


muß, und welche auf dieſe Werthe zurückkommen, wenn k, — k wird, 
dagegen auf den Werth (180), wenn k, — O, wenn alſo auch der zweite 
Körper als unelaſtiſch vorausgeſetzt wird, 

Diefelbe Form (s) werden aber die Werthe ber Endgeſchwindig⸗ 
keiten V und V” unter unſerer beſondern Vorausſetzung auch behalten, 
wenn beide Körper nicht vollkommen elaſtiſch find, weun die Eindrück 
nicht ganz fo bleiben, wie fie am Enbe ber erfien Hälfte des Stoßeß 
waren, wenn aber. am Ende der zweiten Hälfte: woch Eindrücke fhrig 


6 


bleiben. Man kann dann den Goeffizienten k aus zwei anbern k, und 
ka zufammengefeßt denken von ber Form: 


a’ a’ a 

k=ntp u=ntp: 

von denen ber erfte ben bleibenden Gindrücken entipricht, welcher alfo 
gleichſam den nichtelaftifchen Widerftand beider Körper vorftellt und 
daher mit dem Anfange ber zweiten Hälfte des Stoßes verſchwindet, 
während k, ben vollfommen elaftifchen Wiberftand ausdrückt und baber 
unverändert bleibt bi8 an bad Eude bed Stoßed, und nad dem Borher- 
gehenden wirb man ſich Teicht überzeugen, daß man wit den Werthen: 








für unfere beiondere Vorausſetzung: f(N) = kN alle Fälle des cen- 
tralen Stoßes zweier Körper umfaßt. 

Es handelt fi daher nur noch um bie Beſtimmung der Coeffi⸗ 
zienten k,-+k, oder k und ka; ber erſtere ergibt ſich aber unmittelbar 
dadurch, daß man prismatifche Stäbe von demfelben Stoffe und dem⸗ 
felben Querſchnitte wie die fich ftoßenden Gylinder durch ein Gewicht Q 
ftaut, das Verhältniß der Verkürzung zur urfprünglichen Länge be 
ftimmt und darnach die entſprechenden Glafticitätscorffizienten berechnet; 
ber Goeffizient kg wird dadurch gefunden, daß man unterfucht, um wie 
viel fich die Stäbe unmittelbar nach ber Wegnahme des Gewichtes Q 
twieder ausdehnen, und die Glaftichtätscorffizienten unter der Boraus- 
fesung berechnet, als feien jene Stäbe durch das Gewicht Q nur um 
foviel geftaut worden, als fie fih nach Wegnahme besfelben wieder 
ausgedehnt haben. Wären demnad, die Körper vollkommen unelaftifch, 
fo müßte man fie für ben Goeffizienten kz als gänzlich unzuſammen⸗ 
drückbar betrachten und E', = E’3, = X , folglich ka—0 nehmen, 
wodurd die Werthe (182) auf den von V in (180) zuruͤckkommen; 
bei vollkommener Slafticität bagegen wird Z,= E', E’5—=E’, k,=k, 
kk=0, und aus den Gleichungen (132) gehen wieder die Werthe 
(181) hervor. Ebenfo wird man leicht das dem vorhergehenden alle, 
nämlich dem Stoß eines vollfommen elnftifchen und eines nicht elafktfchen 
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Körpers entiprechende kz beftimmen und fo alle Sale unter den Glei⸗ 
chungen (132) vereinigen können. 


g. 101. 


Betrachten wir zunaͤchſt noch einige befonbere einfache Fälle, und 
zwar zuerft den, wenn die beiden Maſſen m’ und m” ber ſich floßenden 
Körper gleich find. Es wird dann V = 4 (vo+v”,), b. h. bie 
gemeinſchaftliche Geſchwindigkeit beim unelaſtiſchen Stoß ift bag arith- 
metifche Mittel aus den Anfangs - Geichwindigkeiten, und wenn baher 
vo=—v’, iR, wenn fih alfo beide Körper mit gleichen Geſchwindig⸗ 
Eeiten begegnen, fo wird V=0. Zwei volllommen unelaftifche Körper 
von gleichen Maſſen und mit gleichen, aber entgegengefehten Geſchwin— 
digfeiten begabt, müßten alfo nach dem Stoße, ohne fich wieder zu 
trennen, vollkommen in Ruhe bleiben. Für volllommen elaftifche Körper 
Bat man, wenn m’ —=m, 


V’= 1 v4) +5 eds, 


mon 


vesttr)- 30) = vi; 


in diefem Falle tauſchen alſo beide Körper ihre Geſchwindigkeiten, und 
die Wirkung des Stoßes iſt diefelbe, als wenn beide Körper jelbft an 
dem Orte ihres Zufammentreffend gegenfeltig ausgetaufcht würden. 
Begegnen ſich daher beide Körper mit gleichen Geſchwindigkeiten, ſo 
daß v,= - vJ0 — Por V=-+Vv, Vꝰ — vo; es 
wechſelt dann jeder von ihnen den Sinn ſeiner Bewegung und kehrt 
mit gleicher Geſchwindigkeit dahin zurüch, woher er gekommen iſt. Die 
Gleichungen (182) geben für m’ = m’ bie Werthe: 


Ay oyydt/ar vn VtVe.  VEVh 
Y=zotV Hy 6 Vo) Ay ot 7 Vo» 


kK-Vk, k-Vk 
rer Ren Ve, „VeV 





2yk vo J 


und wenn v = —v’,=— v, wird, hat man | 


_ 


=-V=Vin. 


und dieſer Ausdruck kann, auf entſprechende Berfuche angewendet, dan 
dienen, das Verhäliniß Vi für verfchtebene Stoffe zu beſtimmen um 


zu unterfuchen, ob basfelbe auch für andere Körperfornen als Eylinte 
gültig iſt, ob es nämlich für verſchiedene v, conftant bleibe ' 

:  Menn ferner bie Maſſe m’ bes geſtoßenen Körpers A fo groß #, 
baß bie Maffe m” in ber Summe: m’ + m” vernacdhkäfftgt werben kam, 
fo wird für volllommen unelaſtiſche Körper V = v’; für volllommm 
elaſtiſche Körper hat man V’’=v,, V 2 —r”,, und für tie 


wette elaſtiſche wird Vor,V "=yY ( + v®) —v, V% 


in allen Fällen bleibt alfo ber äußere Zuftand der Mafle m’ ungeändel, 
tft dabıt aber von weſentlichem Einfluß auf den ber Maſſe m 

ſonders beachtenswerth iſt ber Fall, wo bie Maſſe m’ in Ruhe, alle 
vo = 0 iſtz man hat dann für nicht -elaftifche Körper V = 0, ik 
Maffe m” verliert einfach ihre Bewegung; für vollkommen elaſtiſche 
Körper wird V” = — v’,, und der Körper B fpringt mit feine 
ursprünglichen Geſchwindigkeit v”, von der Maffe m’ zurück, währen 
dieſes Zurückſpringen bet theilweiſe elaftifchen Böen nur mit Mm 


Geſchwindigkeit uv”, erfolgt, wenn ber Goeffigient dz 2 durch u? er⸗ 
febt wird. 


Laͤßt man z. B. eine Kugel um einer Höhe h, herab auf einm 
andern mit der Erde in fefter Verbindung ftchenden Körper fallen, ſo 
wird fie diefen ohne Berüdfichtigung des Luftwiderſtandes mit der Ge⸗ 


ſchwindigkeit "= V?sh treffen und daher mit der Geſchwinix 
keit V— V?suh, hy wieder zurückſpringen, folglich die Höhe ha — 4, 
erreichen. Bon diefer zurückfallend erwirbt fie fih die Befeoinige: 
V?euh, h, und taufcht dieſe durch den zweiten Stoß in die aufwärte 


gerichtete Geſchwindigkeit: V?surh, um, mit toelcher fie die Höhe 


hg — th, erreicht, u. ſ. f. Die experimentelle Beftimmung bieer 
Steighöhen gäbe demnach ebenfalls ein Mittel au Beſtimmung des 
Coeffizienten u?. 


$. 102. MEET EB 2 Eee BT 


Befonderd charakteriftiſch Für die: Wirkung - ‚bes Stoßes iſt die 
während des Stoßes und durch ihn allein eintretende Aenderung der 
lebendigen Kraft der ſich ſtoßenden Körper. ue *1 

Dieſe Aenderung ſtellt ſich allgemein, in br ‚Differenz: RE 


3 
Dtm m 


Bar, welche at Einführung, bet Werthe 182) fie \ V. und ri — * 
die Zorm: J 


, . 
1 . . [1 . [2 ’ . * 1 


mv mv, 2 (m Fun, u us ii ron 


annimmt und dann mit bei Beachtung, daß man nach (1800) hat 
I = (m +”) V= mv, 4 m’v”o I, DT? 
in den einfachen Aug: BE “N 


v.I1 nn 


u 
ji 25 


‚am — re . „ as. 
J 


‘)- 
übergeht Diele zeigt haleich, daß die Nenderung der cdenbigen 
Kraft während, des Stoßes immer in einem Verluſte an lebendiger Kraft 
befteht, weil zu? Höchftens gleich 1 werben kann, und daß dieſer Verluft 


um ſo Heiner wird, je mehr fih u? der Einheit hähert, je mehr - 


elaftifch alfo die ſich ſtoßenden Koͤrper ſind. Nur fuͤr vollkommen 
elaſtiſche Körper würbe kein Verluſt an lebendig er Kraft 
ſtattfinden. 


Ebenſo zeigt der vorhergehende Werth, daß dex ‚größte Berhift kei 
gänzlichem Mangel an Glaftieität eintritt, und man wird fich dieß leicht 
daraus erklären, daß die, verlorene Kraft für die Aenderung ber Geftalt 
verwendet wurde und verforen bleibt, wenn dieſe Aenderung fortbefteht. 
Diefer größte Verluft ift nach bem obigen allgemeinen Werthe gleich 

DR He Fu 5 
mm 


Pant AL) Cu 5: 


er läßt fich aber ſo nicht einfach in Worten ausdrũden z nl‘ man 
bagegen ben unmittelbaren Ausdruck: | 
s nn. Ei I" 271 


var mw a +m m") Warcan 2 uteıs 


v⸗ 


und ſetzt noch bie Größe: 

m +m)V — mv, tmv,)V=0 
hinzu, fo nimmt derfelbe bie Form an: 
184.) m (Va —VJE + mv, —V)8 


und fpricht fo aus, daß der Berluft an lebendiger Kraft bei 
dem. einfahen centralen Stoß unelaftifher Körper der 
Summe von lebendiger Kraft glei if, welde der Ge 
ſchwindigkeitsannderung jebes einzelnen Körpersentfprict. 

Nach dieſem kann man dann au dem allgemeinen Werthe (183) 
die ähnliche Form: 


(1— 12) [m (Ya V)? + m’ (lv, VP} 


geben und fagen, des Werluft an lebendiger Kraft bei dem Stoße theil- 
weife elaftifcher Körper verhält fich zu dem, wenn fle unelaftifch waren, 
oder zu bem, welcher bis zum Enbe der erften Hälfte des Stoßes flatt 
hatte, wie 1— u? zu 1. Man bat aber auch nach (182) 

a 


mr) =u(V-V)=nW-, 
0= mV’ +mV’— (mM+m’)V; 


ed ſteht aljo die gemelnfchaftliche Geſchwindigkeit in ber Mitte des 
Stoßes zu den Endgeſchwindigkeiten V’ und V” in einer ähnlichen Be- 
ziehung, wie zu den Anfaugsgeſchwindigkeiten v’, und v’,, und es if 
damtt auf demfelben Wege wie vorher leicht abzuleiten, daß der Zu- 
wachs an lebendiger Kraft während ber zweiten Hälfte bes Stoßed, 
fär welchen fich oben ber Werth: 


m’ m” 
u tw 


a 
ergeben hat, in entſprechender Weiſe durch 
185.) m(V—Vj to (vv) 


ausgedrückt werben Tann und Demnach auch ber Summe von leben- 
biger Kraft gleich if, welde der Gefchwindigfeitsände 
rung jebes einzelnen Körpers in der zweiten Hälfte des 
Stoßes entſpricht. 


571 


. Man wird daraus zunädt den einfachen Schluß ziehen, daß bie 
ganze Aenderung an lebendiger Kraft Wi. theaweiſe ae Rinyern 
auch Mur 


m’ La? — KW m’ [{v"o— V)?+ W —v*] (1ER. 


ausgedrückt und darnach Teicht noch in andern Formeln dargeftefit wer⸗ 
den kanm. Man wird daraus aber noch ferner ſchließen, daß wenn ein 
Syſtem, beffen einzelne Theile alle eine gemeinſchafttiche Eeſchwindig⸗ 
fett haben, während feiner Bewegung durch eine Innere Kraft plötzlich 
in zwei Theile zerfprengt wird, das ganze Syſtem einen Buwachs an 
lebendiger Kraft gewinnt, weider ſich durch Summikung der den plüg⸗ 
lichen Geſchwindigkeitsaͤnderungen beider Theile entſprechenden lebendigen 
Kräfte ausdrücken läßt. ES dürfte dabei indeſſen nicht überflüſſig fein, 
ſich daran zu erinnern, daß nach den Geſetzen der äußern Bewegung 
der Mittelpunkt der Maſſe des. Syſtems nach dem Zerſpringen desſelben 
ſeine Bewegung gerade fo fortſetzt, als wenn bie. Theilung nicht ſtathe⸗ 

gefunden Hätte, vorausgeſetzt, daß ſich durch dieſe Theumg nichts in 
be Intenſitaͤt der außern Kräfte ändert. | ; 


’ 


g. 103. 


Gehen - wir nun zu einem allgemeineren Falle uͤber und ſeten vor⸗ 
aus, daß die Mittelpuntte A und DB her fich ſtoßenden Körper bei der 
erſten Berührung beliebig gerichtete Geſchwindigkeiten befigen, welche 
jedoch mit dee Bedingung, daß ein: Stoß ftattfindet,' vereinbar fein 
müffen, baß aber noch wie vorher bie Normale im erften Beruͤhrungs⸗ 
puntte‘ mit der Berbindungsiimie der beiden Schwerpunkte zufamnienz 
faͤllt, daß die Körper beim Beginne bed Stoßes keine brebende Bewegung 
beftgen, und baß für die Dauer des Stoßed von der Wirkung der 
äußern Kräfte, alfo von einer Aenderung ber Größe und Richtung ber 
Anfangsgeſchwindigkelten durch biefe Kräfte ebenſo mie von einer Aen⸗ 
derung der Lage Umgang genommen werden kann. 

Unter dieſen Vorausſetzungen darf offenbar angenommen werben, 
daß der Stoß nur in der Richtung der Normalen im Be 
rüihrungspuntte der beiden Rörper flattfinbet, baß alſo 
nm die nach dieſen Geraden gerichteten Geſchwindigkeiten durch den 
Stoß, und zwar gemäß ber vorhergehenden Unterſuchung geändert wer⸗ 
ben, währenh die bapı fenkrechten Componenten ber Geſchwindigkeiten 
nugeändert ‚bleiben. Diefe - Amakane tft übrigens eine nothwendige 
Folge ber auf die obigen Bonawefchtmgen gegründeten Gleiczuwgen der 
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Bewegungen ber deiden Mitlelpunkte A and B waͤhrend der ſehr Taryı 
Dauer 7 bed Stoßes. Derm bezeichnet man bie Geſchwindigkellen mu 
A und B am Anfang bed Stoßes mit w’ und v”, ihre Gompeneain 
nach drei rechtwinfligen Coordinaten⸗ Achſen wit x, w’y, w; m 
W’x, My, Wr, diefelben Größen am Ende ber zwifchen O und: 
Itegemden-Beit ı wit v’ unb v”, dann mit u’ und u’x, m. ſ. f., fem 


bie Winkel, welche die Normale im Berührungspunkte, alfo auch da 


Drad N mit ben. drei Achſen bildet, mit A, a, » unb zwar in be 
Art, daß dieſe Winkel insbeſondere für ben auf den Punkt A wirken 


Druck gelten, fo werden die Gleichungen für bie fortichreitende Dem | 


gung ber Punkte A und B folgende: 


” du’x 








v ‚du: — — | 
m a, — Neosi = 0 ; m +Nesı = 

Fe BIETE du, er 

.) sm Fr —Nosu=0, {m 7 + Noau= 
‚dw; .. ‚dw, . _ 
my — Neosv = 0 ; m" —. + Neceosv =). 


Multipkigiet man biefe ber Reihe nach mit: conA, ana, canr m 
fummirt die Preducte, fo ergeben fich bie Gleichungen: 





JE a’ 4.(wx coal +'u'y cosu + Ws 6087) — pm a =+N 





dt 
Bi) „ ' . j Fa 
. m’ d.(u’x cos} u cas u 4 u" 2C08.v) — m" dw 1.— — N, 
. 19,7 ‚ .di Ta 


welche, gexglichen mit hen Gleichungen (a) in $- 100, ausſprechen, do 
die nach den Normalen im Berührungspunfte gerichteten Componeuica 
WxCo@A - Wrgosp + Uscoev.— w', und u’zcos} + u’ycos) 
+ u"z008» = w”, ber Geſchwindigkeiten v’ und v’” fich in derſelber 
Weiſe burch.den Stoß ändern, wie bie Geſchwindigkeiten v’ und 
kelbit bei dem im ben vorhergehenden 85. unterfuchten- einfachen cF 
tralen Stoß. i 

u Multiplizirt man dagegen die drei erſten ber Gleichungen (4) mt 
cosp', oosg', cosr, bie brei Tehten mit cos p",- cos q“, cafı 
ſummirt die Producte und ſtellt bie Bebingiingens - : - 
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ger, 008 I +cosq cos u + pie? c= = -Q, } 


cos p" 008% + cos cosu + cosr” —* 


welche verlangen; daͤß die durch (ao, eſimmten 
Michtungen zu der Normalen tm Verührungspunkte ſenkrecht ſeien, fo 
ergeben ſich die Gleichungen: . 


d.(wx cosp + Wy cas + Wz gosrt‘)  ; 
dt.. 7 


. 4.! 





a. (a Fu Eye Psder) go h 
dt. % . 


und diefe fprechen au8, daß alle m jenen Normalen ſenkrechte Compor 
nenten der Geſchwindigkeiten v’ und v” ungefinderk bleiben. Dasſelbe 
gilt insbefondere von den mit diefen Gefchwindigkeiten und ihten nor⸗ 
malen Gompogenten w’ a oder ww”; in einge, Ebene liegenden tangen=. 
tialen Componenten ww’, nd w’,, für welche man Bat | 


w2=-v’— w; 


— (Wrcosu — WycosA)%: 4 (Wr 008): 087)? ;. ı 
+fu ycosy — Wzcos u)? ; 


wi=v 3: _ wr 
= (Wicou — u "cosA)? + (u” peosi — — u coSyyr 
010 + y coo v — U"scosu)? , 


— 


a « 


und deren Eomponenten nach den drei Achſen durch 
wcop — - Wjcol , Wing wi 
. | Wigcosr =Wi— W,c0v , . | 
w’,csp—=uy" = w” cos) , w ru ww“ yeoen , 
wo =. 
ausgedrüct werben, wenn w 4 und w 1 die onfngtige Werte von 
wi und w” 4 vorſtellen. 
Sind num weiter V’, U’,, U; U;, wi und v⸗ ‚U, ur,‘ 
U’, W’4 die Werthe vom v’ sux, Uy, Us, W4,.V, u’, wel. f. 


am Gnde bed Stoßes, und laſſen wir bie Beziehungen (182) als 
allgemeine gelten, ſo haben wir 


074 


W = w; + (140) * ww) : 


D.) 
m=wım (ir, u Wr): 
und 
U, Zz= w’, cos} + wu J 
= Yı + (1+u) m’ + (w, wi) cosi, 
U,=u,+ (tu) at (ww) cosu ; 


187.) 
J uff. 


u,= u’s— (144) w”, —wi;) cosl, 
u. ſ. f. 
und "wenn in dieſen Gleichungen noch 
187%) w’,-w,=(u”x-W'z)cos-+{u”y-W',)cos u+(a” uw'.)cosr 


eingeführt wird, fo geben fie die Componenten ber Endgeſchwindigkeiten 
unmittelbar durch bie Somponenten der Anfangsgeſchwindigkeiten und 
bie Winkel A, u, » ansgedrikkt, und damit ik unfere Aufgabe gelöfl, 
da ſich aus diefen Geſchwindigkeitscomponenten leicht die Endgeſchwin⸗ 
- bigketten V’ und V“ ſelbſt, fowie Ihre Richfungen ableiten, ober auf 
ohne dieſe mit jeum allein hie Bewegungen Des beiden Körper weils 
verfolgen Laffen. 

Zwei einfache Faͤlle mögen als Beiſpiele genugen. Zuerſt werde 
eine feſte Wand AB Fig. 30, von einer Kugel C fo getroffen, daß bie 
Richtung der Anfangeperpo bie v” det lehzteren einen Winkel $ 
mit der Normalen MN im Berätenngspunfe M der Wand bilde. Man 
hat dann, bie Wand als den Körper A nehmend, m = O dodder 


al und v=u u ‚= v 1 ur um; veruer if 
wi, == — + u" —2* er ar v os9, 


und damit wird 


| 
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=0,. V,=0, Mrb0,, \; 

“ J 1 1. ' u 
U’,=u"r—(1+W)V"cosFcosr, U’,—=w"r—[1+u)V”cos cos, 
Demi litulvVtode. > 


1 
Das Hauptgefeb dieſes Stoßes ergibt fich indeſſen einfacher burch die 
Geſchwindigkeit: 2 W q U"; ae‘ + v, cos 6 + v . chev: und w" 2; 
denn fir diefe‘ hat man 


wa = — uw”c0s) , w' = vVnd, 


amd damit folgt, wenn 3, ben Winkel zwiſchen ber Normalen im erſten 
Berũhrungepunkte und der Richtung der Gudgeſchwindigkei v” bezeichnet, 


I 


⸗v⸗ — FR, tangs, =. ung $ , 


und es leuchtet ein, daß bie Geſchwindigkelt V” mit der Normalen und 
ber Geſchwindigkeit w” in einer Ebene Liegen muß, ba fie nothwendig 
in einer Shene mit ben Gefchwindigkeiten W”, und ww”, liegt. 


Für gänzlich unelaftiiche Körper in u=0, alfe V’’=w”’ sn}, 
tangd, = — 0 , und demnach mit ber Beachtung, daß dns Minus- 
Zeichen vom Nenner herrührt und daß deßhalb 9, mır von I re bis nr 
reihen Tann, I, — 4. Die Kugel gleitet alfo im dieſem alle mit 
ihrer tangentialen Geſchwindigkeit ww”, von der Wand ab, oder, wenn 
biefe eben tft, längs berfelben fort. Sind bagegen bie Kugel ſowohl 
als die Wand vollkommen elaſtiſch, ſo hat man u=1, "—=—v", 
I, — n — 8; die Kugel ſpringt mit einer der Anfangegeſchwindigkei 
gleichen Endgelchwindigteit wieder von ber Wand ab und zwar fo, daß 
dieſe Geſchwindigkeiten mit den beiden Hälften MN und MN’ ber 
Normalen gleiche Winkel bilden und in einer Ebene mit Ye liegen. 
Im Allgemeinen ik u <1, und deher auch rm Tarot 
wie 29 Fig. 30 darſtellt. 


Als zweiter Fall ſeien zwei Kugeln von gleicher Mit gegeben, 
von denen bie erfte, im Zuftand ber Ruhe fich beftndende von der zweiten 
wieder fo getrofftn werde, daß ihre Aufangsgeſchwindigkaeit W’ einen 
Winkel I mit der Normalen im erfien Berührungspuntte bilde. Man 
hat dann wieder v = 0, wi=0 wı= O, er 
w, = V’sn!t, ferne S ‘ 





Für u==0 ober unelafifche Kugeln würde daher W’, 4 w”cos} 
=W”,, tangd3,—=?2tangY , und für I = 4 folgen bie Werthe: 


9, == aretang 2 = 6926 ,- V' '=4 vw YH = 09.. “, 


wie fie in Fig. 313 dargeftellt find. Für u—=1 dagegen und voll 
kommen elaftiiche Kugeln ergibt ih W', = W"’co9, W”, = 
V Y“ Sin 9 lunq 9, =0, 9, =4ın, Steg 31h; bie geſroßen 
Kugel geht in der Richtung der Normalen mit der normalen Anfang 
geſchwindigkeit der ſtoßenden Kugel fort, während biefe am Ende bei 
Stoßes ſich nur noch mit der tangentinlen Componenten ww", in eine 
bazu ſenkrechten Richtung zu bewegen fortfährtt. 
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Um auch für den jetzigen allgemeineren Fall die durch den Stoß 
exzeugte Aenderung der lebendigen Kraft beider ſich ſtoßenden Maſſen 
auszudrücken, ſei am Ende der erſten Hälfte des Stoßes WW Die ge- 
meinſchaftliche Geſchwindigkeit der Mittelpunkte dieſer Maſſen in der 
Richtung der Aa im Berührungspunfte, fo u man hat 


E.) ww — (m ww | rk —w;); 


ſo wie U, u, v. ud U*,, U",, u; die zu ben Coorbdi⸗ 
natenachſen parallelen Componenten ber. Geſchwindigkeiten VW’ und W" 
jener Punkte in demfelben Augenblide vorftellen ſollen. Für bie. Aen- 
berung ber lebendigen Kraft während der erſten Haͤlfte des Stoßes hat 
man dann ben Ausdruckhz; 


y 1 BI Eee -v, 


ober. da VW viert ww‘; N) v2. ww. 2. ebenſo 
vi w:tws, v2 ww’ + w'2 iſt, u 








| 
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L, = m (w,:—W?) + m’ (w’ 2 —W?) 2 


alſo auch nach (185) und (E) B 
L,=m (w,—W)? + m wu—W) 
_ m’ m’ ( ». (188. 
— m’+m —ı, ı 9 w uw, 


Der Verluſt an lebendiger Kraft während ber erften Hälfte des Stoßes 
ift demnach, wie übrigens aus den vorhergehenden Srörterungen fchon 
von felbit folgt, gleich ber Summe der lebendigen Kräfte, 
welche den Aenderungen ber normalen Geſchwindigkeiten 
entſprechen. Man bat aber auch nach den Gleichungen (187), 
wenn darin u—=0, und U’; für U’,, U, für U,, uf. f. ge 
fett wird, 


m [(U:— u;)? + (U,—uy) + (U, — u';)?] 


| Zen 7 | 
m’ m’? 


— mM’m”) (ww umWwı) ’ 


m’ [(U— U’)? + (m, — U’, + w — U’,)?] 
i ’Z m " . 
— (WW 


und die Summe dieſer Werthe gibt mit (188) verglichen den Ausdruck: 
Lu, =" (UV: — u)’ m (U, — wu, +m (U, — u)? 


189, 
+ m’(U’s—u"z)? +m’(U",—u"y,)? + m( V u“ꝰ, 
Dieſer Lehrſatz, welcher auch das Carnot'ſche Princip genannt 
wird, ſpricht aus, daß der Verluſt an Tebendiger Kraft wäh— 
rend der erſten Hälfte bes Stoßes der Summe ber leben- 
digen Kräfte gleich tft, welche den Aenderungen ber Ge— 
ſchwindigkeiten parallel zu drei rechtwinkligen Coordi— 
natenachſen entſprechen. 
Für unelaſtiſche Körper iſt dieſer Verluſt bleibend; für elaſtiſche 
wit ein vollftändiger oder theilweiſer Erſatz ein, welcher in gleicher 


Weiſe durch 
Decher, Handbuch ber Mechanit III. 37 
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L,= m (V}- 2) + m’ (vv) 
= a 2 _W?) + m’(W”, We 


<—— {WW = u —— (WW) 


m * m m’ * m | 
und dann wieder mitteld der Gleichungen (187) durch 


= ea [WI HA (V. — 
+ em [at + Ua +] 
‚oder 
jo, en U m (Uy—U)t+m (U. 03% 
+’ (U, H m Ude) 
ansgedrũdt werden kann. | 


Die gänzliche Aenderung L, — La ber lebendigen Kraft beim cen- 
tralen Stoß ergibt ſich alfo durch den Ausdruck: 


191%.) 


' ’ PU’, - u, HU’, - w‘;)? 
gig), 7 U EHUT at wo 


| tm’ [(U’:-u’ HU -u"y)’+(U”,-un".)2] 
ober in der Form: 

m [(w’x- U’)’+(u',- U,)-H{u', - U’,)?] 
— m [(U’: - U.) + (U, - U)’ +0 - U5)] 
+’ [a -U’ Ha’ U) 
— n’[(U’:-U”,)24+(U”,-U’,)?+(0”.-0”,)] 
In beiden Ausdrüden ift bie Aenderung ber lebendigen Kraft von ben 
Componenten ber Geſchwindigkeiten am Ende der erften Hälfte des 
Stoßes abhängig; der erſte macht “aber augenfälliger, daß für voll- 


fommen elaftifche Körper die Differenz: L. — LE, Null wird, daß bel 
biefen alfo Feine Aenderung ber lebendigen Kraft ftatt hat. 


1 91b,) L, — L, —ß 
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Wir haben nun auch noch die drehende Wirkung bed Stoßes oder 
feine Wirkung auf die drehende Bewegung zu betrachten, ‘und dazu 
gehen wir ebenfalls von dem einfachften Falle aus, indem wir einen 
freien Körper B auf einen um eine fefte Achfe fich beivegenden Kürper 
A treffen laffen und vorausſetzen, daß fowohl die Anfangsgefchwindig- 
feit des Körpers B, als auch die Normale im erften Berührungspunfte 
fenfrecht zur Drehungoachſe des Körpers A feten, und daß dieſe Normale 
Durch den Schwerpunft des Körpers B gehe. 


- Die Drehungsachſe des Körperd A nehmen wir als Achſe der z 
eines feften rechtwinkligen Coordinatenſyſtems der x, y und z an und 
als L=Achfe eines beweglichen Coordinatenſyſtems der E, n und L, 
welches mit dem Körper A feft verbunden fet, und deſſen 5-Achſe durch 
den Schwerpunkt desfelben gehe, oder wenn biefer felbft in der Drehungs⸗ 
achfe liegt, durch dieſen und einen beltebigen andern ausgezeichneten 
Punkt; die drehende Bewegnng dieſes Körpers finde in poſitivem 
Sinne ftatt, 9’, und @’ ſeien die Winkelgeſchwindigkeiten desfelben- Im 
Augenblicke, wo der Stoß beginnt, und während bed Stoßes, und MM 
fein Maflemoment, in Bezug auf die Drehungsachfe genommen, Die 
Geſchwindigkeit des Körper B beim Beginne des Stoßes ſei w” und 
ihre Somponenten nach den feſten Achfen w’x, U“y, parallel zu den 
beweglichen ıw, und w”,, ebenfo ſei Ax der von O bis 275 reichende 
Winkel, welchen die Richtung des auf ben Körper A wirkenden Druckes 
N mit der feften x=Achfe bildet, A; ber zwiſchen O und 7 liegende 
Winkel, welcher biefelbe Richtung in Bezug auf die Achſe der E be= 
ſtimmt; ferner felen En’ bie Coordinaten des erfien Berührungs- 
punktes oder bes Angriffspunftes des Drudes N in Bezug auf die be= 
weglichen Achſen, alſo &’ sinA,— n'cosA,—r der Heinfte Abftand 
zwifchen ber Normalen im Berührungspunfte und ber Drehungsachſe. 
Iſt daun Fig. 32 der Zuftand bed Syſtems beim Beginne des Stoßes, 
C die Profection der Drehungsachfe ded Körpers A auf die zy= Ebene, 
O der Schwerpuntt desfelben, aljo die verlängerte CO die 5-Achſe, 
MN bie Rormale im Berührungspunfte" und Bv’ die Richtung- und 
Größe dei Gefchwindigfeit bes Körpers B: fo können wir den jehigen 
Ball auf den vorhergehenden zurüdführen, wenn wir uns in dem Durch— 
ſchnittspunkte der Normalen MN mit ber von C aus daranf gefällten 
Senkrechten eine Maffe m’ denken, welche durch ben in M angreifenden 
Dru N oder die von ihm erzeugte drebende Wirkung Nr’ diefelbe 

37% 


_ 


Wintelbefchleunigung erhalten würde, wie ber Körper A. Wir Haben 
bann zunächft nach 6. 158 u. f. des zweiten Buches die Bezichumgen: 


do _, „dp _ WR. 
G.) RN ur vw", A-7375 


die anfängliche Geſchwindigkeit des Punktes S it w’ —= rg’, und, weil 
parallel zur Normalen MN, auch gleich ww’, , folglich ws = 0. Die 
Somponenten ww”, und WW”, bagegen werben durch bie aus dem vor- 
hergehenben $. entnommenen Beziehungen: 


ww", u“s cor ax + Wysiniz = W".cosl; + W”,„sin}, 


ws = wxsindx — W’ycoslı = w'; sin Ar — u’, cos k; 


beftimmt. Es iſt dann wie im vorhergehenden Halle beim centralen Stoß 
w= wi + (tn) au (WW) 


u m’r’? „ W —* 
la ed ta ein, rg), 


wi wi (4) or (WI Wi) 
—u ",c08., +0” „nk en 
-rgo9)) 


nur wird Bier der Coeffizient u In anderer Welfe von der Geftalt dei 
Körpers A abhängen, ald bei bem centralen Stoß, 

Die Geſchwindigkeit V’ bes Punktes S nach dem Stoße if offen- 
bar gleich der Geſchwindigkeit W', und gleich r O“, wenn @’ bie 
Winkelgeſchwindigkeit des Körpers A nach dem Soße bezeichnet; es 
ergibt ſich dadurch 


192.) O — Hr (u „cos},+u",sind,—rgp,). 


Für Die Somponenten U”, und U", der Endgefchwindigfeit V” des 


Körpers B parallel zu den beweglichen Achſen ber & und 7 findet man 
wie früher bie Werthe: 
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193.) 
U” ‚Uu’;- er 7, (U — irhrg 0)c08},, 


—W M BI a 
u, u LT ei g 608 A. FIR ar o)sinA;, 


aus welchen ſich bie Gomponenten U”, und U”, parallel zu ben feſten 
Achſen mittels des Winkels: Ar — l; zwifchen ber x⸗Achſe und ber 


5-Achſe, melcher für den Anfang des Stoßes jebenfalld bekannt iſt 
und fein muß, und ber während bed Stoßes als unveränberlich ange- 
nommen wird, ebenfo bereihnen laſſen, wie umgekehrt die m } und w”, 
für den Anfang des Stoßed aus den mx und u'y. 


Für ganz unelaftifche Körper und ,= n bat man einfach "— E 
und daher nach (192) und (193) | 


‚ ⸗ E ” n' Rp gu 
® = + 1590) = nt, 
uU,=u,— ar Fr 


u", — u‘; , 


und man wird’ leicht erkennen, daß die beiden erften Werthe dem Werthe 
(180) beim einfachen. centralen Stoß entiprechen. 

Wenn die Richtung der Normalen durch die Achie geht und bie 
Körper unelaftifh find, fo wird ! —0O, und damit folgt 


0 — 905 
U, = (u”,;sini, — w"„cosi,) sind, = W’zsinl, , 
U”, = (u’, cos}, — W”,sini,) cos}, =— Ww"2cosl; ; 


bie Winkelgeſchwindigkeit des Körpers A bleibt alſo unverändert und 
der Körper B verhält fi, fo, als ob die Maſſe m von A unendlich 
groß umd ihre anfängliche Gefchwindigfeit Null wäre. Dasfelbe Ver⸗ 
halten findet übrigens auch flat, wenn bie beiden Körper theilmeife 


BR. 


ober vollkommen elafttich find; ꝙ bleibt immer unverändert und be | 


Körper B fpringt von A fo zurüd, als wenn biefer unbeweglich wäre, 
aber dieß nur unter ber Vorausſehung, daß keine Reibung vorha- 
den iſt. 


Die Gleichungen (192) und (193) geben wieder ganz ähnliche 


Beziehungen für die Aenderung der lebendigen Kraft der beiden Körper 
A und B, wie bie Gleichungen (182). Man findet hier für den Ber- 
luft an lebendiger Kraft während ber erften Hälfte des Stoßes zunächſt 
ben Werth: 


H.) Lu = M (92-92) + m’ (vw Vs), 


wenn 5 und v" die Winkelgeſchwindigkeit des Körpers A und bie für 
bernde Gefchwindigkeit des Körpers B am Ende ber erften Hälfte de 
Stoßes bezeichnen; die Gleichung (192) gibt, wenn barin a0 ge 
jegt wird, 


u til 20 72 BES a Ei Se 
i 2m” 
— ara "P0 (u cock, Hu, ein, rg) 


und aus den Gleichungen (193) folgt mit der Beachtung, daß man hat 
ment), 


der Ausdruck: 
7 MM: [7] v —8 
V — (u ;cosi, + U „sini,—r 9) 
2m 
tr (Wze0sl, + u", sind.) (u’,ca); 
+ u”, sind, —r pr); 
wird dann ieſer und der vorhergehende in die Gleichung (H) einge 
führt, fo ergibt ſich . 


14) u = wa „ (a „cosA, + W”, sin‘ ro 
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Nimmt man endlich noch die Werthe von (9,8, (wW u’; 
und (u, — u“,)? aus ben Gleichungen (192) und (193) und ver- 


gleicht ihre Summe mit dem vorftchenden Ausdruck, ſo findet man 
wieder L, unter der Form: 


l ⸗ M CR 924m’ [a ,— u)? 2 Fury 119 


Auf demfelben Wege wird man ſich überzeugen, daß der Zuwachs 
L, am lebendiger Kraft während der zweiten Hälfte des Stoßes durch 


DT m’ 
L = u? M-ınri (ui; c0si, + u" „eine — rg)? = u?L, 


und durch 
= MO g + WU +, Re 


ausgedrüct werden ann, daß man alfo für die ganze Aenderung L der 
lebendigen Kraft wieder den Werth: 


L-L=(d-)L 106. 
 =Rlpf-Pr—- (0 -F)] 
+ m’[ ca”, >—(U” u’ 2 + Cu’, „)>—(U” u’ „»?] 


erhält, welcher dem allgemeinen Ausdruck (191P) entfpricht, Ä 

Für den Stoß eines Körpers, welcher in einer Achfendrehung be⸗ 
griffen iſt, muß insbeſondere auch der Druck unterſucht werden, welchen 
dieſe Achſe durch den Stoß erleidet. Dazu werden uns die in $. 161 
des zweiten Buches abgeleiteten Werthe dienen, wenn wir darin zuerſt 
die Außen Kräfte 2X, ZY, durch bie fürdernden Componenten 
N cosA, und N sinA, bes Druces N zwiſchen beiden Körpern erfehen, 


und biefen entfprechend jene Werthe auf die beweglichen Achfen der E 
und 7 beziehen. Wir finden fo und mit der Beachtung, daß nach 
unferen Borausfegungen Z.mn =0 iſt, für die entfprechenden Gompo= . 
nenten N’, und N, des foͤrdernden Druckes auf die Achſe bie Ve⸗ 


ziehungen: 
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d [4 
N, = Novel, + 98 Z.m& , N, = Nein, — ZE- Z.mE, 
” | 
und wenn man in ber zweiten für * ſeinen Werth aus der erſten 


Gleichung (6) und ME, für —* einführt, fo daß M’ die Mafe 
des Körpers A und E, den Abſtand CO feines Schwerpunktes O, Zig.32, 
von ber Drebungsachle bezeichnet, fo gebt biefe über in 


N N, = Nein — Nr gg - 





Soll demnach die Achſe durch ben Stoß keinen Druck zu erfeiden haben, 
fo muß einmal N cos}, =(, ,=4n werden, bie Normale im 


Berührungspuntte alfo fentreht zur Linie CO fein, um 
damit wird ſodann N’„=0, wenn noch die Bedingung : 


MS, 
M 


1— r =(0 oder (=i/=g 


erfüllt wird, d. h. wenn die Rormale im Berührunngspunft 
durch den auf CO liegenden Schwingungsmittelpuntt 
gebt, wefgalb diefer Ichtere auch Mittelpuntt des Stoßes ge 
nannt wird. 


Die drehenden Wirkungen des Druckes N in Bezug auf die Achſen 
der Eundn find — NZ’sinA, und NL’cosA,, und damit ergeben ſich 
für die entfprechenden drehenden Wirkungen, welche während des Stoßes 
auf die Drehungsachfe ausgeübt werden, die Ausdrücke: 


Nv, = — NZ sin), + p!Z.mnd — = ss ) 
J.) | 
Nn = + NO cal, + pt 2. mt z. mnG, 


weiche mit einftmweiliger Resegehung des dynamiſchen Drudes und mit 
Einführung des Werthes für — bie Form annehmen: 


Ku 
nes de 
vu, = + N(Gems, Hr). 


Die auf die Drehungsachfe des Körpers A ausgeübten drehenden Wire 
Fungen bed Stoßes werben alfo Null werden, wenn bie Bedingungen: 


ML sin), +r3.mEL=0 ; ML’ 0001, +7 2.mnt=0 (K. 


erfüllt find, morans ſich bie beiden Größen Z und 2, beftimmen 


laſſen. Man erkennt jedoch die Bedeutung der letzten Gleichungen beſſer, 
wenn man ſich durch den Berührungspunkt M sine Ebene ſenkrecht zur 
Drehungsachſe gelegt denkt und ben Durchſchnitt dieſer Achfe als neuen 
Anfangspunft der T,, bie Durchichnitte mit den Ebenen der EU und 
nd als Achſen der &, und 7, nimmt; in Bezug auf diefe Werben 
dann bie drehenden Wirkungen von N Null, die Bedingungen (k) 
kommen auf 


Z.m$,L, = 0 9 z.mn,i,=0 - (L. 


zurüd und fprechen fo aus, daß die Drehungsachfe für den 
neuen Anfangspuntt eine Hauptachfe fein mußg oder daß 
die Normale im Berührungspuntte in der Ebene zweier Hauptachſen, 
zu denen bie Drebungsachfe als dritte Hauptachfe gehört, liegen muß, 
wenn der Stoß Feine drehende Wirkung auf die Drebungsachfe nus⸗ 
üben fol, und mit diefer Bebingung fallen dann auch die brehenden 
Mirkungen des dynamiſchen Drudes in ben Gleichungen (J) hinweg. 


Durch die vorhergehende Verlegung des Anfangspunktes ändert ſich 
Nichts in den Bedingungen für das Nullwerden des fördernden Druckes 
auf die Drehungsachſe; man kann daher diefe und die letzten Bebin- 
gungen in folgender Weife zufammenfaflen : 


Wenn auf die Drehungsachfe während bes Stoßes weber ein für= 
bernder noch ein drehender Druc ausgeübt werben folk und von bem 
förbernden dynamiſchen Drude Umgang genommen wird, fo muß .bie 
Normale im erften Beruͤhrungspunkte der ſich floßenden Körper 1) nor⸗ 
mal zu der durch die Drehungsachfe und den Schwerpunft bes. fich 
drehenden Körpers gelegten Ebene fein, 2) dieſe in einem Abftand 


I 
gleich dem des Schwingengsmittelpunftes von ber Drehungsachſe burd- 
ſchneiden, und 3) in einer zur Drehungsachſe fenkrechten Ebene liegen, 
welche die zu biefer Drehungsachfe als der einen Hauptachfe gehörigm 
beiden andern Hauptachſen enthält. 


Wenn bie Drehungsachfe durch ben Schwerpunkt des Körpers A 
felbft geht, fo Tann ber fürdernde Drud auf diefelbe nicht mehr Ruf 
werben; biefer kommt vielmehr auf bie Gomponenten N cos A, und Nsinl, 


zurüd, wie in bem Zalle, wo bie Richtung ber Normalen im Berüh 
rungspunkte Die Achfe ſelbſt ſchneidet. 


F. 106. 


Der ganz allgemeine Fall des Stoßes zweier freien Korper om 
beliebiger Form, welche beitebig gerichtete fördernde und drehende Gr 
ſchwindigkeiten befiten, führt zunaͤchſt, was bie fortichreitende Beregum 
ihrer Mittelpunkte betrifft, nach dem allgemeinen Gefeße für die Bent 
gung bed Mittelpunties der Maſſe eines feſten ober eines veränberlidkn 
Syſtems und unter ber früheren Vorausſetzung über die ſehr Tu 
Dauer des Stoßes und der damit geftatteten Vernachläffigung dt 
äußern Kräfte auf die Gleichungen (A) in $. 103, und demnach auf 
auf die zunächft daraus abgeleiteten Gleichungen (B) und (C) neif 
ben daraus gezogenen Folgerungen. Da wir aber im jetzigen Falk 
auch die drehende Bewegung zu berüdfichtigen haben, fo wollen wir 1 
jebem ber beiden fidh floßenden Körper A und B ein Coordinatenſyſten 
ber &, n und & annehmen, deſſen Anfangspunkt der Mittelpunkt de 
Maſſe fei, und deſſen Achfen mit ben breit Hauptachfen in dieſem Punkt 
ufammenfallen. Die Lage dieſer Achſen in Bezug auf drei feſte Achſen 
der x, y und z wird im jedem ber beiden Körper am Anfang bei 
Stoßes befannt fein, da die bdrehende Bewegung berfelben vor im 
Stoße als bekannt vorausgefeßt werben muß, es werben alfo für diejen 
Augenblid die Winkel 4, w, W’ und 9”, wm”, V gegeben fe 
durch welche die Lage jener beweglichen Achfen in Bezug auf bie fen 
beftimmt wird (Bd. IL, $. 187), und wir werben mit gleicher Ar 
näherung wie früher annehmen dürfen, daß dieſe Winkel während I 
fehe kurzen Dauer des Stoßes unverändert bleiben. Wir können dahet 
and) bie fortichreitende Bewegung ober vielmehr die Nenderung det 
förbernden Gefchwindigkeiten während des Stoßes auf die Achlen da 
&,n und T beziehen und erhalten fo unter Anwendung einer ähnlichen 
Bezeichnung, wie in den vorhergehenden 88. die Gleichungen: 


- 








du du” 

M’ TE Ngelt= ‚I. Mm + NooNP=0, - 
du‘, nn du”, Fr. 
m; — NosN7= ; M— + NcosN7’ =0,} (« 

. du; D u du” nn 
Mr NesNi=0, M’ dt + NeosN{ =, 


aus welchen fich wieder die ben Gleichungen (BJ) und (CT) in $. 103 
entſprechenden Beziehungen ableiten laſſen. Von dieſen nehmen die 
erſteren nun bie Zorm: i 





an und führen dann auf bie Gleichungen: _ 


- 


"ww wit jünwir ; 02), 
. | (64. 
w=wtrold), 


welche den dortigen Gleichungen (D) entfprechen, worin aber Die ‚Banc- 
tion: D@(r) nicht nur von ben fürdernden Gefchwindigkeiten ww’, :und 
ww’, abhängt, fondern auch von den Winkelgeſchwindigkeiten ber beiden 
Körper um ihre augenblicklichen Drehungsachſen. 


Wir müſſen demnach zuvor die Gleichungen für die Aenderung, der 
drehenden Bewegungen beider Körper aufſtellen. Dazu bezeichnen foir, 
wie in $. 14 oder in $. 185 u. f. des zweiten Buches, bie Wintel- 
geichwindigfelten des Körpers A in Bezug auf bie drei Hauptachſen der 
E,n und E und für das Ende der zwilchen O und z liegenden Zeit ı. 
mit a, g’, *, für den Anfang des Stoßes mit p'o, go, Yo, Und 
geben dieſen Buchſtaben für ben Körper B zwei Accentez mit dieſen 

Größen ſind zugleich (Bd. II, 6. 185) die Winkel A, w, v’ unb 
2’, Wu, »" gegeben, welche die Lage der augenblictigen Drebungss- 
achſe in jedem der beiden Körper beftimmen ‚ fowie die Winkelgeſchwin⸗ 
bigkeiten 9’ und g’’ oder p’, und @”, um biefe Achſen; benn man hat 


RB 


gI—=p!--g+r3 , = s ou=h cr —,, : 


u. ſ. f. 


Sind dann ferner W, B, © die Maſſemomente des Körpers 4 
in Bezug auf feine drei Hauptachſen, und p', q’, r die Hebelarme ber 
brehenden Wirkungen des Drudes N mm biefelben Achfen, fo daß 
man hat 


pf= n cos Nd — —RX ı g= E cosNP — E’ cos N? j 


= EcosN 7) — n cos NP ; 
wenn F', 7’, &' bie Coordinaten bed erften Berührungspunktes in Bezug 
auf bie betreffenden Achfen vorftellen, fo hätten wir eigentlich die all- 
gemeinen Gleichungen (18) in $. 14 des gegenwärtigen Buches in 
Anwendung zu bringen und darin für SB. Ug, 3.M, und 3.M, 


bie Momente Np', Nq’, Nr oder — Np” u. f. f. einzuſetzen wir 
Eönnen indeſſen hier die Kleinen Kormänderungen ober innern Bewegungen 
ber beiden Körper während des Stoßed ohne fühlbaren Fehler vernad- 
Käffigen, alfo beide Körper als unveränberliche betrachten und ung daher 
nach $. 203 des zweiten Buches auf das Syſtem der Gleichungen: 


—-—B-&)gr-+Np, arg) 
BÄAE-MEEHNG, er 
14 Tu-8 )p’q Nr, oe —(U-B’)p’g’—Nr’ 


beſchränken, worin p', q’, r’ fowie p”, q*, r” als unveränberfich anzu⸗ 

nehmen ſind, um die Aenderungen der Winkelgeſchwindigkeiten und der 
Lage der augenblicklichen Drehungsachſen während des Stoßes abzu⸗ 
leiten. Allein auch dieſe Gleichungen können im Allgemeinen weder 
einzeln integrirt, noch ſo verbunden werden, daß ihre Integration in 
Bezug auf t zwiſchen O und z möglich würde, wenn auch bie Func⸗ 
tion: Dr) als bekannt vorausgefeht wird; es läßt ſich auch aus 
denfelben nicht ein ähnlicher einfacher Schluß in Bezug auf bie Winkel⸗ 
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geſchwindigkeiten ziehen, wie wir ihn durch bie Gleichungen (B) und 
CC) in’$. 103 für die fürdernden Gefchtwindigkeiten erhalten haben. 
Denn feht man 


pP?+gq’+r!=n?, p=rooh, q=ncosk, r=rcosl, 


wonad h’, K' und T_die Winkel fein werben, welche bie Aqh⸗ des 
vefultirenden Momentes N u’ mit ben Goorbinatenachfen der E,' 7 und L 
einschließt, und multipliziert dann die drei erſten der Gleichungen (7) 
der Reihe nad) mit cosh’, cosk', cos!', fo gibt ihre Summe 


A con SE B — — T + © cos! ir — Nr’ 


+ Hp lg’ cos!—rcosk’) + Wa’ ( cosh’ —P'cos!') (d. 
+ &r(pcok—gcosh). 


Es iſt aljo hier die Aenderung des auf bie Achſe des Momente Nu 
proficirten Momentes der Bewegungsgrößen: Mg’ cosh’-+B’q’ cosk’ 
+€&r cos! (M. Bu, $. 131) nicht nur von dem Moment Nn’ ab« 
hängig, fondern noch von ben drei letzten Gliebern der Gleichung (d), 
und wenn man beachtet, daß P, q, r auch als Die Goorbinaten 
eines Punktes auf ber augenblicklichen Drehungsachfe betrachtet werden 
fönnen, und wenn man 


(#'cosk’—g@' cosh’)?+(K’cosh'—P'cost’)?+(g’cos!—rcosW)?—=f? 
fett, fo wird man nach $. 21 der Ginleitung einfehen, daß 


co! —rYcosk r cosh' — % cos!’ p cosk'’ — q cosh' 
re — — — — — ———— — ——— 


die Coſinus der Winkel vorſtellen, welche die zur Drehungsachſe und 
zur Achſe des Momentes Nu’. normale Gerade mit den drei Haupt- 
achſen bildet, und daß die Summe ber drei. legten Glieder ber. Glei⸗ 
chung (d) die mit | multipkizirte Projectton oder -Gomponente bed 
vefultirenden Momentes der Bervegungsgrößen anf bie ebengenannte 
Normale ausdrückt, welche im Allgemeinen nicht Null if. Ebenſo wird 
man ſich überzeugen, daß das Aenderungsgefeb ber Gomponenten bes 
refultirenden Momentes ber Bepwegungsgrößen nach einer Normalen zur 
Achſe des Momentes Nn’ nicht Null ift, fondern gleich ber Gomponente 
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desſelben refultirenden Momented auf eine Sentrechte zu biefer Nor 
malen und zur angenblidlichen Drekungsachfe, daß alfo amch em 
Gomponente nicht conftant bleiben Tann. *) 

Die eben erwähnten, im Allgemeinen nicht ftatthabenden Analogien 
zwiſchen der Winkelgefehwinbigkeit oder den Gomponenten bes reful- 
tirenden Momentes ber Bewegungsgrößen in Bezug auf die Achſe dei 
Momentes Nu’ oder in Bezug auf eine Senkrechte zu berielben und de 
Fördernden Geſchwindigkeit, parallel zur Richtung des Druckes N ode 
fenfrecht dazu genommen, Tonnen nur In zwei Fällen eintreten, wämlid 


1) wenn bie drei Maflemomente ME’, WB’, & gleich werben, vorn 


wenn alle Achten im‘ Mittelpumtte Dauptachfen find, was aus ba 
Gleichungen (y) auf einen Blick folgt, weil nun bie Glieder mit den 
Producten Pag, u. f. f. wegfallen, die drei erften der Gleichungen (7) 
auf Die einfachen: 

\ F 
e.) u#—n D u Tg ‚wEcnw 


zurückkommen, und die Gleichung (d) auf 


a ıE cosh’ + q cosk +Yooel) gg d.g'cosY — N, 


dt - dt 


worin 9 den Winkel bedeutet, welchen bie angentietige Drehungsadk 
mit der Achfe des reſultirenden Diomentes Nu’ macht. Diefe GtTetchung 


ſpricht demnach aus, daß ſich im jetzigen Falle die Componente der 


Winkelgeſchwindigkeit ꝙ nach der Achſe des Momentes Nm’ durch den 
Stoß fo aͤndert, wie im vorhergehenden $. bei der Bewegung um eine 
feite Achff die Winkelgeſchwindigkeit ſelbſt, und daraus folgt auch, daß 


e) Poiffon kommt in feiner Traité de mécanique, I, $. 470 zuvem falſchen 
Schluß, daß das Moment det Bewegungsgrößen in Bezug auf die Normale im 
Birthrungspunkte während bes Stoßes conftant ſei, indem er feiner Unterfuchung 
das auf bie Beisegungsgrößen, welde wäßtenn der Belt = des Stoßes verlem 
werden, ausgedehnte d'Al embert'ſche Prineip zu Grunde legt. Das Obige 
iR eine genügenbe, wenn auch indirecte Widerlegung dieſer unrehtmäßtgen Aut 
dehnung des. d'Alembert'ſchen Princips. Uebrigens würde jener Schluß, 
wenn er richtig wäre, für alle Senkrechten zur Achſe des Momentes Nm gellen, 
nicht bloß fuͤr die Normale im Berũhrungepunkt oder für Me Richtung te 
Kraft N. 
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bie Gomponenter p’ sin 9° conftant fein muß. Man kann aber im 
jetzigen Falle, dba alle Achfen im Mittelpuntte Hauptachten find, die 
Betrachtung dadurch wefentlich vereinfachen, daß man die Achfe bes 
Momente Nn’ als eine ber Gombinatenachten, 4. B. als die der E 
nimmt; ed wird dann pP = q’ =0, und die Öleichungen (2), welche auf 


dp de’ er A 
#0, 4-0, WE-Nm=W ( 
zurüdfommen, machen nun bie betreffenden Gefebe für die Aenderung 
der Componente € und für bie Unveränderlichkeit der Winkelgeſchwin⸗ 
Digfeiten p und q’ augenfällig. 

2) Finden jene Analogien ftatt, wenn beim Beginne des Stoßes 
Die Achſe des Momented Nn’ mit einer Hauptachfe zufammenfällt, dabei 
aber die Richtung der Normalen im Berührungspunfte ober die des 
Drudes N in ber Ebene ber beiden andern Hauptachien Liegt, und bie 
Maſſemomente in Bezug auf biefe letztern gleich find, wenn alfo jede 


imn ihrer Ebene Tiegende und durch den Mittelpunkt gehende Gerade 


eine Hauptachſe tft. 

Denn nehmen wir an, daß beim Beginne des Stoßes bie Achfe des 
Momentes Nn’ mit der Hauptachfe der Z’ zufammenfalle und die Rich- 
tung der Kraft N felbft in der Ebene ber &’7' liege, und daß die 
Maflemomente A und U’ einander gleich ſeien, fo Haben wir flatt 
ber drei erfien Gleichungen (y) die folgenden: 


aFr-a-Ogar ; a (8 Tor, 
(m 


Aus den beiben erften dieſer Gleichungen Tann man dann dadurch, ba 
man fie mit H’ und q’ multipliziert und ihre Summe nimmt, die neue 
Gleichung: 


— —— — 
di... 0 


und aus biefer den Schluß ziehen, baß die in die Ebene der &n fal= 
ende Eomponente: ꝙ sin I — V 9240? der Winkelgeſchwindigkeit 
während bed Stoßes unverändert ‚bleibt. Daraus folgt aber nicht, daß 


ie 


# und q’ einzeln conflant find, ober daß jene Komponente ꝙ sin 
auch eine conftante Richtung bebältz man findet vielmehr, wenn bie 
beiden erften Gleichungen (7) nacheinander mit g’ und multiplizin 
und fubtrahtrt werben, durch bie fich ergebende Gleichung: 


d 
a ("3 = - — * nr) = (W-E)(p’+gq?)r 
oder in eine andere Form gebracht: 


a? 
g T'_ >. ER 4 r de’ 
psng di Tr mn’ 


baß der Winkel E’, welchen die Somponente ꝙ sin 9° mit ber E’-Adf 
bildet, fih mit € und t Ändert, fo lange A und E verfchieden find; 
daß aber dieſe Aenderung und mit ihr bie Aenderung- von Pp’ und q 
nur beftimmt werben Tann, wenn € in Function von t gegeben ifl. 

Nach biefen Erörterungen müflen wir unfere Unterfuchungen übe 
bie Wirkungen des Stoßes im Allgemeinen nothwendig auch auf bie 
beiden vorherbetrachteten Fälle befchränfen und für den zweiten bm 
unter 2) ausgefprochenen Bedingungen noch bie weitere beifügen, baf 
bie anfänglichen Winkelgeſchwindigkeiten p’, und q/, Null feten, da | 
alſo beim Beginne des Stoßes die Achſe des Momentes Nn’ zuge 
die Hauptachfe des Maffemomentes & und die augenblidliche Drebunge 
achſe ſei. Mnter dieſer Vorausſetzung bleiben p und q’ währen des 
Stoßes Null, die genannte Achſe wird alſo für dieſe Zeit eine dauernde 
Drebungsachfe, und man hat in beiden Zählen für den Stoß nur dk 
Aenderung der Winkelgefchwindigkeit x’ mittels ber letzten dev @leichur- 
gen (7) oder (EZ) zu beftimmen, 

Ganz gleiche Erörterungen und Beziehungen ergeben ſich natürlich 
auch für ben Körper B, und es Tonnen barnach bie beiden für jeden 
Körper burchführbaren Falle in verſchiedener Weife verbunden erben; 
ed Tonnen die Borausfeßungen unter 1) oder unter 2) für beide Körper 
angenommen werden, ober bie unter 1) für den erften, bie unter 2) 
für den zweiten Körper oder umgelehrt. Diefe Verbindungen unter 
ſcheiden fich aber in ber Behandlung fo wentg, daß es genügen wird, 
die Auflöfung für eine derfelben durchzuführen, wozu wir bie erfte ber 
zulest genannten wählen, d. h. vorausfegen wollen, daß bet dem Körper 
A alle Achfen im Mittelpunkie Hauptachſen find und bie Achſe des 
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Momentes Nn’ als Achſe der F' genommen werde, und daß bei dem 
Körper (B) alle Achſen in der Ebene der En Hauptachſen find, Kie 
Nichtung des Drudes N in biefer Ebene Liegt und bie Achſe ber J, 
Die ‚eine bejonbere Hauptachfe, auch die Drehungsachfe für den Beginn 
bes Stoßes iſt. Bezeichnen wir dann bie Werthe von p’, g’, € am 
Ende des Stoßes mit W, &, M, ebenfo bie von x’ mit RM, fo 
haben wir für die Aenderung ber drehenden Bewegung bed Körpers A 
Die Beziehungen: Ä ' 


r 
mn, De, Perntg on, (0. 
für die des Körpers B bie einzige Gleichung: 
‚R=n-g00, (m 


und es hängt die Auflöfung zuletzt noch von der Beſtimmung ber Func⸗ 
ton @ (zT) ab . 

Um dieſe Function unferen früheren Ableitungen entfprechenb mittels 
der anfänglichen Gefchwindigkeiten und ber Maffen und Maflemomente 
ber beiden Körper anszubrüden, gehen mir von einem ähnlichen Sage 
aus, wie.er in $. 100 zur Ableitung ber Gleichung (m) gedient Kat. 
Wir denken und nämlich zuerft wieder wie in dem vorhergehenden. ©. 
auf ber Rormalen im Berührungspunkte und zwar in ben Fußpunkten 
der von den Mittelpunften ber Körper A und B darauf gefällten Sent- 
vechten die Maffen diefer Körper vereinigt und flüben uns dann darauf, 
daß für unelaſtiſche Körper ber ganze Stoß, für theilweis 
elaftifche deſſen erſte Hälfte zu Ende tft, wenn dieſe Buntte 
in der Richtung des Drudes N oder der Normalen im erften 
Berührungspuntte gleiche Geſchwindigkeiten erlangt 
haben. Die Gelchwindigfeit eines außerhalb des Mittelpunktes ber 
Mafle liegenden Punktes befteht aber aus ber gemeinfchaftlichen fürs 
bernden Geſchwindigkeit dieſes Mittelpunftes und aus ber Geſchwindig⸗ 
keit um biefen Mittelpunkt in Folge der drehenden Bewegung; am 
Anfange des Stoßed hat man daher, unter Beachtung. ber Lage ber 
Achſen für die bezeichneten Punkte auf der Normalen und in ihrer 
Richtung genommen, bie zufammengefeßten Geſchwindigkeiten: 


für ben Körper A die Gefchwinbigkeit w/, + r rY, , 


für den Körper B bie Gejchwindigkett ww’, + "re - 
Decher, Handbuch ver Mechanik u. 38 
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Vejeichnen bir‘ Bann tür das Enbe ber erſten Hatte des Stofses, dem 


Dauer wieber 7, fet, die veraͤnderlichen Größen mit , w ont, 
wi ſ. f, fo erhalten wir aus den Gleichungen (4) die Werthe: 


® (7) ) 


My „ 1 
Eh Zee I IC$ . wızWwiTz 


ebenſo aus ben Steigungen ($) und (x) die Werthe: 





) r = to + ® (u); r = rom & ® (1), 
und biefe, in bie Bebingungsgleijung: | 
w, trr=-w,+rr 
eingefeßt, führen für bie Function O (Tı) uf den Ausdrud: 
rt) dei wire 
\mOM u 7314 0 
Laͤßt man demnach den weitern Satz zu, daß für alle Körperformen 


Ol) = (I+u) O (.) 


genommen werben kann, worin der Goeffizient ze nur von dee Elaftieiiä 
und Form ber beiden Körper, alſo keinesweges von ben anfänglichen 
Geſchwindigkeiten abhängig fet, fo wird man ans dem vorhergehende 
Ausbrud (2) die geſuchte Function: 


w — + — = ort 
1, Pr 

| W + u + 45 +7 & 

erhalten, in welchem noch bie ww”, und ww’, durch ihre Werthe i 

u, u. ſ. f. zu erſetzen ſind, und welcher dann tn das Syſtem im 


bireet aus (a) oder rückwärts aus TB) abgeleiteten Gleichungen fir 
bie förbernben Wirkungen des Stoßee, naäͤmlich: 


197. O(7) — (144) 


| N m 
198.) ru — ‚Nzu,- 


n. ſ. f. i » u u. ſ. f. 





co — of), 


5% 


ſowie in die unter CI) und (x) aufgeführten Gleichungen für bie 
drehenden Wirkungen, „nämlich 


w=-919,, &=dg Rn +00 


‚ (19. 
H = ro — * ® (t) 


einzuführen ift, um bie Löfung unferer Aufgabe für unfere aus 1) und 
2) zufammengefeßten Yale zu erhalten. 

Gehen wir zur Vergleichung wieder auf die ſchon betrachteten ein 
fachen Fälle zuruͤck, fo finden wir für die Vorausſetzung, daß die Rich⸗ 
tung des Drudes N durch die Mittelpunkte beider Körper geht, für 
welche r! und r” Null werden, 


4* 


Ol) = (1+u) wow j 
v'w 


und damit ergibt fih aus (198) wie oben 





m F 
ww + +0) ge WW, - 


U” „ M v ⸗ — 
= u, — (144) WW (ww) coNd, u. ſ.f. 


und ferner noch bie Werthe: er 
y=p, ’ D=g, # = Y, 0 =r,, 
welche andenten, daß bei dem centralen Stoß bie Winkelgeſchwindig⸗ 


keiten beider Körper ungeänbert bleiben. 


Iſt dagegen der Stoß für den zweiten Körper ein sentraler ” für 
ben erſten nicht, alſo nur rt” = 0, ſo wird 


o (7) * (4a) mowore 


i 1 
m: + Ww. r «u 
und dieſer Ausdruck kommt auf den en Werch:; 


TE are) 


url, wenn ber Mittelpuntt bes Körper A als unbeweglich ange 
nommen wird, was barauf hinausgeht, ww’, = u, =u,=u,-=! 
und M’ —= O zu febenz mit biefem letzten Werth von O (=) folgen 
fofort ans (198) und (199) die Beziehungen: 


=V, =U-0, a ER LE — r 


u. ſ. f. 


vn, Od, Rare en), 
R =!’ ; 


welche ganz mit ben im vorhergehenden 6. gefundenen @leihungen (192) 
unb (193) übereinftimmen, wenn man barin A durch DR’, x, burd 
90 erſetzt und bie Achfe ber L’ des Körpers A felbft als Drehungsachſe 
annimmt, wodurch W = %, und K = q/ Null werden, und N 
tn ©’ übergeht. 

Ebenſo wird man für ben weiteren Fall, in welchem fich beide 
Körper um fefte Achfen berhen und zuſammenſtoßen, in welchem alſo 


ww und Wr a und 1 Null werden, den Werth: 


On) =(i4n) NE, rrore) 


ableiten und bamit bie entfprechenden Werthe von FE” und MM erhal 
ten, ba alle U Null bleiben. 


Endlih wird man fi anf dem früheren Wege leicht überzeugen, 
bag aud für den jekigen allgemetneren Fall, natürlich in feiner Bes 
— durch die unter 1) und 2) geſtellten Bebingungen, das 

Carnot'ſche Princip gültig if, d. h. daß man für ben Verluſt L, 
an lebendiger Kraft während ber erſten Hälfte bes Stoßes den Aus⸗ 
druck hat: 


— — ——— 


597 
L=M [(w,-w,)? + (W,—w,)’ + (0,;—w,)] ) 
+ Wut + @ ur)? + we] > (200. 


+ UF? + —r,) , 


und für den Zuwachs L, an lebendiger Kraft währenb ber zweiten 
Hälfte den Werth: 


L, = M.[(U,— 7)? + (U, 7)? + (U, 0°] 


+ [U + (Ur, Jr + Ur, jr] 2 (208. 
+AR-TIYH+EM—-rYy. 


Denn mittels ber Gleichungen (188) und (199) want ber urhpeinge 
liche Werth von L,, nämlich 


RO EU AB En EEE ET EEE ET SC Eur 2 
+M (u, * 40uꝰ, 7 ru —* Eꝰ. en), 
zuerſt bie Form an: 
L=4w -w,trto-rro)Qle)— (tor 
und vebuztet ſich durch dem Anedrue (197) auf die Werthe: 
ueli+dı%45) [or 


_ (wi wire g mM 


508 % 


von denen ber erſtere durch bie Gleichungen (198) und (199) unmitkl 
bar auf den Ausdrud (2008) führt, während der zweite an und fir 
fich zu beachten iſt. Ebenſo findet man wieder L, — u? L, und damit 
den Werth (200°) und zulegt für den noch übrig bleibenden Berluft I 
am Ende bes ganzen Stoßes den Audbrud: 


L=u-h=(d- ML, 


402.) a — 


t 


von welchem die Werthe (183), (191) und (106) nur + befonber 
Faͤlle bilden. 
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Bei den vorhergehenden Unterfuchungen wurben die fich ſtoßenden 
Körper als ganz frei betrachtet, oder bloß ber Befchränfung unterworfen, 
ſich nur um eine fee Achſe drehen zu Tonnen, und dann wurde ven 
ber Reibung Umgang genommen; wir haben daher auch auf biefm 
Umftand noch Rücficht zu nehmen und dem Stoße bei fonftiger be⸗ 
ſchruͤnkter Bewegung eine Bemerkung zu widmen. 

Die feften Hinderniffe, welche die Bewegung eines Körpers fr 
ichränten, find felbft Körper und daher für den Stoß veränberlif, 
wenigſtens an ber Stelle, auf welche der Stoß zunächft wirkt; nur iß 
die Mafle eines folchen Hinderniffes als unendlich groß zu betrachten, 
wie in dem Falle, wo ein zuerft freier Körper tn feiner Bewegung en 
einen folchen Außerlich unbeweglichen Körper trifft. Die Unterfuchum 
bed Stoßes bei befchränfter Bewegung des geftoßenen ober beider mM 
ſtoßenden Körper kann alfo im’ Allgemeinen fo geführt werben, def | 
man fich die beiden Körper zuerft als ganz frei denkt und die Wirkung 
ihres gegenfeitigen Stoßes beſtimmt, und dann von ber Worftellun 
ausgeht, die betreffenden Körper feien nun erft mit den durch dieſen 
Stoß erhaltenen neuen Geſchwindigkeiten anf die ihre Bewegung be⸗ 
fchränfenden Hinderniſſe geftopen. Auf diefen zweiten Stoß wird dam 
ein dritter Ind felbft vierter, u. |. f. folgen, bis die Körper fich trennen 
ober der Stoß, durch bie unvolllommene Elaſticitãt immer ſchwaͤchet 
werdend, aufhört. 

Nehmen wir als einfaches Beiſpiel eine vollfommen elaftifche Kugel 
A, Big. 33, welche auf einer horizontalen Ebene MY in Rufe iß 


| 


— — — — — — *— ——— — —— — — — — — — — — 


———— S — — 
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und von einer andern ebenfalls elaſtiſchen Kugel B Yon gleichen Maſſe 
getroffen wird; die Richtung der Geſchwindigkeit W” diefer letziern fei 
unter einem Winkel I gegen die aufwärts gerichtete Normale MX zur 
Ebene geneigt, unb der zum Berührungepuntte. beiber- Kugeln vom 
Mittelpunfte der ſtoſſenden Kugel B gezogene Halbmeffer bilde ben 
Winkel A mit derfelben Normalen ımd liege in ber Ebene, welche dieſe 
Normale und die Geſchwindigkeit W’ enthält... Es Änd dann nad 
&. 103 bie Seſchwindigketten vor dem Sioße: * _. 


vorher 


w, =0, u,=0, u:= V cos 9, — 
w,=0, w’,=V (cos $ cos}. 1 sin $ sin) —=W* eost9-%); 


alfo hat man, da u 1. m’— m’ # nad bem Swhe die veſchuim⸗ 
digkeiten: 


ewrosId—Neol , UewWco(d-mMsiah, 


U’ ,— W"[c0s$- cos (I-A)co#A] , U’y= V’fsin9=-cos($-A)sin2], 
=— vVsnlsn(I—4), . =VW’cosAsin(d—A).. 


Mit der Geſchwindigkeit U’z ſtößt nun bie Kugel A gegen bie fefte 
Ebene MY, fpringt, wenn diefe auch einen vollfommen elaftiichen- Körper 
begrenzt, von ihr mit gleicher Geſchwindigkeit, aber im Sinne ber. Nor= 
malen MX zurück und flößt nun ihrerfeitS auf die Kugel B; welch 
mit den Geſchwindigkeiten U”x und U”, begabt if. 

Zür bdiefen dritten Stoß haben pr dann. den Sinn ber Normalen 
AB zu taufchen, fo dag nun m +2 ber Winkel if, welchen dieſe Nor- 
male mit ber Achſe MX bildet. Am Anfang biefes Stoßes haben. wir 
daher für ben Körper B bie Geſchwindigkeiten: 


u’, =— V Sin M Sin ()3 - ), uy=WV’ —R 
w,=—-Vsinl sin(I—A)cos{n-+A). ” 
+ V cos sin 9-4) sin ar: = 0; 
für ben Körper A dagegen bie Geſchwindigkeitenr 
u ⸗ — v’ es cos (9 — 3), ur = V sin\ 1 09 > y 


* 


w, = v (I — 2 cos?) . 





7] 


Am Ende biefes dritten und legten Stoßes bleiben alſo für B noch bi 
Geſchwindigkeiten: 


U,=— vV [sini in (90 - 4) + cos (9- 2) cos 22 el, | 


= w”[c0os$ — 2 corꝰ cs(9—1)] , 


U,= W[cosA ein(I$—1) — cos($—1) cos22 ein], 
= wW[sin$ — 2sini costl cs (I$—2)]; 


und für A bie Geſchwindigkeiten: 


U, = — V’ [cosl cos (I—I) — cos(I—A) cos2% cosA], 


= — IV” cosı, sin?) cos(I—1), 


| 


U,= w’[sind coo(I—2) + c(I9—A) cos21 sin], 


= VW” sinı coli coo(I—1). 


Der Mittelpuntt ber Kugel A bewegt ſich alfo nach diefem Ickten Stoß 


mit der Geſchwindigkeit: V’.— + W” sin24 cos($— 1) in cm 





Richtung, welche ben Winkel: & = arctang ei =ın+ı mi 


der Geraden MX bildet, während bie Kugel B mit ber Geſchwindigkeit: 
V’=v’ V [c089-2c0s?4.008(9-1)]® + [sin $-2 sin} cos?A.cos(3-2)]? 


=v”’ v! — sin? 21 cos!(3— 2) fortgeht und zwar in einer Rich⸗ 


sin9-2 sin}.cos3l cos( I-}) 
tung, welche durch ben Winkel: =arc lang oz 9 Boost cos (IN 
gegen bie x=Achfe beſtimmt wird. 

Wenn 3. DB. bie Kugel B in ber Richtung ber Normalen MX 
auffällt, fo hat man I=A—=n, folglih wird V’=0, "= v”, 
#=0; bie Kugel A bleibt am Ende des Stoßes ohne Beivegung, und 
bie Kugel B fpringt mit ihrer uripränglichen Geſchwindigkeit nach ber 
MX zurüd, ald wenn bie Kugel A ſelbſt unbeweglich wäre Trifft ſie 
Dagegen dieſe letztere in einem Punkte P, Fig. 33, fo, daß = tin 
iſt, und wie vorher $=r, ſo wird V=V’Y4, a=}4m, 

4 


v"’=vy4, P=arlang — —=n+tin=in; die 





01 


Kugel A fpringt bemmach mit ber Sefchwinbigkeit 0,7... w” und unter . 
einem Winkel von 45° von ber Ebene ab, während fih B unter dem⸗ 
felben Wintel und mit berfelben Geſchwindigkeit gegen bie Ebene fort⸗ 
bewegt. Wäre nblih noch I = A = ir, fo ergäbe ih V’ = VW’, 
a — tn mb V’ — 0; die Rugel B würde ihre Geſchwindigkeit gang 
verlieren und die Kugel A wie vorher. unter einem Winkel von 45°, 
aber mit der ganzen Geſchwindigkeit W” von der Ebene. abfpringen. 

Hebnliche einfache Falle wird man leicht mehrere finden, um bie 
für fie ans dem Vorhergehenden folgenden Ergebniffe mit ber Oral 
zung zu vergleichen. 
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In ganz gleicher Welle kann ber Stoß mehrerer mit einander in 
Berührung ſtehender Körper und ber gleichzeitige Stoß dreier und 
mehrerer Körper behandelt werden, weßwegen wir hier ſoglelch einige 
Beiſpiele ſolcher Fälle anfügen wollen. 

Das bekannte Experiment mit einer geradlinigen Reihe elaftfcher 
Kugeln von gleicher Maſſe zeigt, daß der Stoß von einer Kugel zur 
andern faft unverändert fortgepflanzt wird. Stößt eine berfelben auf 
die übrigen, welche in Ruhe find, nach der Richtung ihrer Mittelpunfte, 
fo würde fie bei vollkommener Blaftictät ihre Geſchwindigkeit an die 
erfte der rubenden abgeben, diefe an bie zweite, u. ſ. f., bie vorletzte 
an bie lebte; diefe würde alfo mit derfelben Geſchwindigkeit fortgehen, 
und alle übrigen in Ruhe bleibenz weil aber immer u? etwas Heiner 
als 1 ift, fo gibt jede einzelne Kugel nicht ihre ganze Geſchwindigkeit 
an bie folgende ab, bie Geſchwindigkeit wird mit ber Zahl der Kugeln 
immer Meiner und alle Kugeln bleiben in Bewegung. Laͤßt man zwei 
Kugeln Hintereinander auf die übrigen ruhenden flößen, fo Tann man 
jene beiben nicht al8 eine Kugel von doppelter Maſſe betrachten, ſon⸗ 
bern muß ihre Wirkung als einen doppelten Stoß auffoflenz bie vor⸗ 
dere zuerſt anfloßenbe gibt ihre Geſchwindigkeit an bie ruhenden ab 
und erhält dann ſelbſt von der zweiten, welche einen Augenblick fpäter 
in ihrem Laufe aufgehalten wird, einen Stoß von gleicher Stärke, 
welcher wie der erſte allen folgenden Kugeln mitgetheilt wird; es folgt 
baher auch ber bereits weggegangenen lebten Kugel einen Augenblid 
fpäter mit gleicher Geſchwindigkeit bie vorlebte, alle übrigen verlieren 
ihre Geſchwindigkeit faſt ganz Läßt man drei Kugelu in berfelben 
Riktung hintereinander auf bie übrigen ſtoßen, ſo rue auch - brei 
Kugeln ab, weil nun ein dreiſacher Stoßz cintrit, u. ſ. f 


x 
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Wenn brei elaftiiche Kugeln A, B, C von gleicher Größe und 
Maſſe in gleichinntger Berührung ftehen und fo, daß ihre Mittelpunkte 
tn einer horizontalen Ebene legen, und wenn dann eine berfelben 3. B. 
A von einer vierten gleichen Kugel parallel zu dieſer Ebene geftoßen 
wird, fo zerlegt fich die Geſchwindigkeit, welche ihr durch diefen Stoß 
mitgefpeft wurde, nach den beiden Berbimdungsiinien ihres Wetttelpumkird 
und ber Mittelpunfte der beiden ändern Kugeln B und C oder eigentlich 
nach ben Normalen in den beiden Berifrungspunften (vorausgeſetzt, daß 
ihre Richtung zwiſchen dieſe Normalen fallt), und es treten num wit 
biefen Gomponenten gleichzeitig zwei neue Stöße zwiſchen A und B unb 
zwiſchen A und CO einz die beiden Kugeln B und C gehen aljo im 
unferm Falle mit diefen Geſchwindigkeiten felbft und in der Richtung 
derſelben aus einander, bie Kugel A bleibt an ihrem Orte in Ruhe. 


Weſenilich anders aber wird die Erſcheinung, wenn die Kugeln 
nicht alle drei in unmittelbarer Berührung ſtehen, ſondern z. B. nur 
A mit B, und B mit C, fo daß zwiſchen A und O ein wenn auch 
noch fo Feiner Zwiſchenraum bleibt. In diefem Falle zerlegt fich die 
Geſchwindigkeit v, welche ber Kugel A mitgetheilt worden, nach ber 
Verbindungslinte ober Normalen AB und ſenkrecht dazu In bie Compo— 
nenten v, und va; bie Kugel B geht mit ber Geſchwindigkeit v, in ber 
Richtung AB fort, und A will mit v, in der Richtung diefer Compo— 
nenten weiter gehen; fie trifft nun aber auf C, ihre Geſchwindigkeit v, 
zerlegt fich von neuem in vs und v”, nach der Normalen AC und 
Venkrecht dazu, die Kugel C geht daher jet mit ber Gefchwindigfeit v', 
In. ber Richtung der AC fort und A ‚bleibt nicht in Ruhe, fondern 
behält die Gefchwinbigkelt v"s. In dem einfachften Falle z. B., wo 
Die Richtung der Gefchwindigkeit v, welche der Kugel A mitgeteilt 
worden, ben Winkel BAC, Fig. 34, halbirt, werben bie Kugeln B und 
C, wenn fie beide in unmittelbarer Berührung mit A ftehen, die gleichen 

V — 

Geſchwindigteiten v, = v, = um tt v3 = 0857. 

annehmen, und A wird in Ruhe bleiben. Berührt dagegen A nur bie 
B unmittelbar, fo erhält biefe die Gefchtwindigfeit v, = v cos in 
= 0,866..v, und A flößt mit dev Geſchwindigkeit = =vsinin 
=4vV auf C; bei diefem Stoße zerlegt ſich dann va.in va =vgtostn 
mtv v3 == 0,433... v,. mit welcher C in ber Richtung AC fort 
geht, ein, =hsinfm= }v, mit welcher A in ber Rid- 
finig’AD ünter einem Winkel von 150%. gegen: die:A-B’rädwänts lauſt. 
Man wird ſich darnach leicht die verſchtedenen Bewegungen: cuähhren, 
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welche eine größere Anzahl. von Kugeln annehmen Tann, wenn biefe 
theils in unmittelbarer Berührung Rehen, theiis durch ſehr kleine Zwi⸗ 
ſchenraͤume getrennt find. 

Geamz auf dieſelbe Weiſe, wie bei dem vorhergehenden Falle, wird 
das Ergebniß des Stoßes gefunden, je nachdem eine Kugel gleichzettig 
auf zwei andere trifft (was übrigens noch ſchwerer zu erreichen iſt, als 
‘daB eine Kngel mit zwei andern in gleich inniger Berührung fickt); 
oder nur jeher nahe an der eimen vorbeigeht und auf die daneben 
liegende trifft. 

Stoßen umgekehrt zwei oder mehrere Kugeln glechziuig auf cine 
ambere in Ruhe oder in Bewegung befindliche, jo müſſen alle Stöße 
einzeln betrachtet und die aus benfelben für die geftoßene Kugel. hervor⸗ 
gehenden Geſchwindigkeiten zu einer. reſultirenden Geſchwindigteit ver⸗ 
einigt werden. 

Die vorhergehenden Betrachtungen könnten leicht auf allgemeinen 
Falle und andere Körperformen ausgedehnt werden; dieſe bieten indeffen 
bei ihrer ſeltenen Anwendung nicht genügende Veranlaffung/: um weiter 


darauf einzugehen. 
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Was zulegt ben Einfluß der Reibung auf das Gehebuhß deB 
Stoßes betrifft, fo darf man biefen nicht darin fuchen, baß ber Rei⸗ 
bungswiderſtand während ber kurzen Dauer des Stoßes als negatib 
fördernde Kraft unmittelbar die Bewegungen der Mittelpunkte der Maſſen 
ändere. Denn dieſe Annahme widerftreitet ber allgemein zugelaffenen 
Borausfehung, daß der Aufßere Zuftand der Körper während des Stoßes 
ungenbert blefbt, weil e8 für einen ſolchen ungeänderten: Zuftand Teine 
Reibung tm eigentlichen Sinne ber gleitenden Retbung gibtz diefe trißt 
erft auf, wenn eine gleitende Bewegung eintreten will, alfo erſt wenn 
der Stoß zu Ende iftz die Reibung kann daher als Kraft erfi für bie 
init dem Ende bed Stoßes beginnende Bewegung in Rechnung gebracht 
werden. In einem andern Sinne aber hat die Reibung einen weſent⸗ 
lichen Einfluß auf dns Ergebniß des Stoßes, nämlich infofern als 
dureh ben von ihr herrührenden Widerftand die Achle für die brehende 
Bewegung, welche urſprünglich durch den Mittelpunkt der Maſſe ging, 


In den Berührungspuntt: verlegt, und dadurch dem Mittelpumtte: eine 


neue Geſchwindigkeit ertheilt werden kann, welche ſich mit ber aus dem 
Stoß unmittelbar ſich ergebenden Geſchwindigkeit verbindet und dab 
ein anderes Ergebniß liefert, als wenn“ von ber Relbungl Umigäußz 
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genommen wird. Es gebt daraus hervor, daß bie Reibung nur für 
denjenigen Körper in Betracht kommen Tann, weldger eine drehende Be 
wegung befist, und bei welchem bie Normale im Berüßrungspuntte durch 
ben Mittelpunkt ber Maſſe geht, bei dem alfe ohne flattfindende Rel- 
bung ber Stoß keinen Einfluß auf bie drehende Bewegung hätte, umd 
daß der Einfluß der Reibung auf das Ergebniß bes Stoßes hauptſäch⸗ 
lich ober vielmehr faft allen von der Aenberung biefer drehenden Be 
wegung während ber Turzen Dauer bed Stoßed und baher mit biefer 
von ber gleitenben Bewegung ber Berührungspuntte abhängt, wie bei 
ber gezwungenen Bewegung feſter Körper (Buch II, ©. 215), nur mit 
bem Unterſchiebe, daß für unfern jebigen Fall bie Außern fördernden 
Kräfte EX, ZY, 22 ohne Einfluß bleiben. 

Betrachten wir übrigens nur ben einfachften Kal, nämlich ben, wo 
ber Druck N während bed Stoßes und ber Reibungscoeffizient f groß 
genug tft, um bie gleitende Bewegung der Berührungspunfte während 
ber Zeit © ganz aufzuheben, fo läßt fich bie Wirkung bes Stoßes am 


einfachſten mittels ber allgemeinen Gleichungen (198) und (199) aus 


drücken, wenn man fi) ftatt der Reibung vorflellt, die betreffenden Körper 

hätten noch nach der Richtung ber Normalen im Berührungspuntte 
unelaftifche Vorfprünge oder Zähne, mit welchen fie fich zum zweitenmal 
und zwar nur tangential ober in Bezug auf bie drehende Bewegung 
beöjenigen ftoßen, bei welchem bie Rormale durch den Mittelpunkt geht, 
wobei man alfo bie drehende Bewegung bed andern Körpers, bei bem 
biefer Umftand nicht ftattfindet, fowie die anfänglichen fördernden Ge 
ſchwindigkeiten ald Null anzunehmen hat. Finden biefelben Umſtände 
bet beiden fich floßenden Körpern ftatt, fo bat man auch für beide 
ben gegenfeitigen tangentialen Stoß in Bezug auf bie drehende Bewe⸗ 
gung berfelben zu unterfuchen. Zwei Beifpiele werden genügen, um 
biefe Grörterung einleuchtend zu machen, und zwar wollen wir dazu 
bie ſchon in $. 103 angewendeten wählen, nur mit der Abänderung, 
daß bie Kugeln nun drebende Bewegungen befiten und ber Ginfluß ber 
unſerer Vorausſetzung gemäß hinreichend großen Reibung zu berüdfide 
tigen iſt. 

Dazu geben wir in ber Vorflellung ber Kugel C, Fig. 35, einen 
Borfprung Mm, mit welchem diefelbe bei ihrer drehenden Bewegung, 
beren Winkelgeſchwindigkeit 9”, und beren Achſe ſenkrecht zu der Figur 
fei, an einen entfprechenden Borfprung ber ebenen Wand AB anſtößt. Wir 
haben dann für diefen Stoß in den genannten Gleichungen M’ — W 
= 0, w, = w, = os, = 0 zu ſetzen und 1” als Dalbmefler 
bes Kugel zu nehmen. Damit wird 


Dei EEE 2 Me EEE EEE 


MB 
, r” op" M” @” . ’ , „ 
= 7 Arge" 
v’'® 
und für bie diefem Stoße entfprechende, fentrecht zu MN gerichtete End⸗ 
geſchwindigkeit W" bes Mittelpunktes der Kugel hat man, u—=0 geſetzt, 


. 1 | © . 
= FGO) mrıe! 9095 
oder da E —=ıMrai | 


a 
W == 7 r 9 q | 
Als Winkelgeſchwindigkeit A’ am Ende des Stoßes ergibt fich 


M’ r”2 


. 2 . 
wre 917790: 


und mit biefer fährt die Kugel nach dem Stoße fort, ſich um ihre 
Achfe zu drehen, während die Geſchwindigkeit W” -fich mit der Ge⸗ 
fywindigkeit we’, = vw” sin I, $. 103, zu ber tangentialen Compo⸗ 
nenten 9” sin 3 — +1” 9”, vereinigt, und nun als Ergebniß bes 
volltommen elaftifchen Stoßes für den Mittelpunkt bie Geſchwindigkeit: 


5 = p", — 


V’- Vrıons + (v ind 9") 


gibt, deren Richtung durch ben Winkel: 3’— arciang et: 
beflimmt wird. Dreht fich demnach die Kugel im Sinne eines Uhr⸗ 
zeigers oder im pofitiven Sinne, fo wird biefer Winkel 9 größer fein 
ale F in $. 103, bie Kugel wird alſo unter einem ‚Heinen Winkel 
als I gegen bie Normale MN’ zurückſpringen; die Richtung der Ger 
ſchwindigkeit V” wird ſich Dagegen mehr ber Tangente MB zur Wand 
nähern, wenn oo”, negativ tft, ober bie Kugel fich im entgegengefehten 
Sinne eines Uhrzeigers dreht. 

Wenn die Drehungsachje ber Kugel nicht ſenkrecht iſt zur Richtung 
ber anfänglichen Geſchwindigkeit, aber ſenkrecht zur Normalen MN , fo 
liegen bie Gefchäminbiäleiten ww’, = v’ sin I und W' = — Hr’ 9", 
noch in einer zur AB parallelen Ebene, bilden aber einen Winkel 1p 
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mit einander, ber Peiner in als m, und die aus ihnen ‚vefultivende 
Geſchwindigkeit U” , Für Ra man Bat Ä 


U’ — y'3 sin? + z 29" 53 + 7 vo”, sin cos 1) , 


wird unter einem Winkel w gegen die Ebene ber Figur geneigt fein, 
der burch bie Beziehung: U’ snow = 4 1" 9” sin gegeben wird. 
Die fördernde Geſchwindigkeit 7”, welche bie Kügel am Ende bet 
Stoßes beſitzt, Ift demnach ausgedrückt burch yU’?+v"?cos?$; fie 
liegt offenbar in der Ebene der Geſchwindigkeit U” und der Rormalen 
CM und bildet alfo au ben Winkel » mit ber Ebene der Figur, 
d. t. mit ber Ebene der Normalen zur Wand und der anfänglichen 
Geſchwindigkeit. 

Iſt endlich die Drehungsachſe der Augel beim Beginn des Stoßeð 
ſowohl gegen die Normale MN wie gegen die anfängliche Geſchwindig⸗ 
fett geneigt, fo legt man durch CN und die Drehungsachſe eine Ebene 
und errichtet auf ber CN eine Senkrechte; dieſe wird dann die Achſe 
des Momentes der Reibung fein und unſerer Z=Achfe in 6. 106 ent 
ſprechen, die Normale CM felbft der 5-Achſe. Bezeichnen wir Daher 
ben Winkel zwilchen ber erftern und ber Drebungsachfe mit», fo haben 
wir für ben ber Reibung entiprechenden Stoß x’, = pP”, cos», 
vw. gg’, sinv, go = 0; es entipringt baraus eine fördernde 
Geſchwindigkeit: W" = — Hr" r =— tr” 9”, cosv in ber Richtung 
der 7=Achfe, und eine Winkelgefehtwindigfelt: W—:r,=3 09”, cos 
um bie 5 Achſe, und dieſe letztere verbindet ſich mit 9”, zu eine 


refultivenden Winkelgeſchwindigkeit: @" — 9”, V sin®?v + 4 cos?» 
deren Achſe leicht zu beſtimmen iſt. Ebenſo wird man leicht Die reful- 
tirende fürbernde Geſchwindigkeit V" ber Größe und Richtung nach aus 
dem Vorhergehenden ableiten und Damit: hie vonſtandige Löſung der Anf- 
gabe erreicht Haben. - . 

Als zweite Anwendung wollen wir ben Fall nehmen, daß eine 
zuißende Kugel von einer andern von gleicher Maſſe und Größe, welche 
wieder neben der fortſchreitenden Bewegung auch ‚eine drehende Bewe⸗ 
ung beſitzt, getroffen werde, und daß beide Kugeln nollfommen elaſtiſch 
ſeien. Für biefen Fall denkt man fich, wie in dem zuletzt dorhergehenden, 
derch die Normale Im. Berũhrungspunkte und die Drehungsachfe ber 
ſtoßenden Kugel eine Ebene gelegt, und darin auf jene Normale eine 
Senkrechte gefaͤllt,, welche wieder die Achſe des Momentes Nn für ber 
aus der Reibung hervorgehenden Stop fein wirh. Man hat dann für 
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— — — — 


dieſen Stoß: tm zetzigen Folle, und wenn wieder » ben. Winkel zwiſchen 
ber Drehungsachſe/und der ocAchle bezeichnet, die Werthe: 


⸗r, I⸗, MW’ ⸗ Mr, v — 0, 
vo=g’,coavy, 2, = g’,sinvy, "=0, u=0 


in bie Gleichungen (197) und (199) eingufegen, um daraus bie’ Ges 
ſchwindigkeiten für das Ende ded Stoßes abzuleiten, nämlich 


_ 1 , 5 
en A de 
W’— 4 r Os cos N— — cos 


von denen die fördernden Componenten W’ und w” ſenirecht zur Ebene 
ber ET, ober zur Normalen im Berührungspunkte und zur Drehungs⸗ 
achſe find, während die Winkelgefchtwindigfeiten IM” und A um bie 
S=Achfe und eine dazu parallele Achfe in ber urfprünglich ruhenden 
Kügel ſtatthaben. Werben nun die. erfieen mit den früher. für hen 
dirreten Stoß der beiben Kugeln‘ abgeleiteten fördernden Geſchwindig⸗ 
keiten verbunden, und die DM’ noch mit der unverändert gebliebenen 
2", , fo tft der Bewegungszuftand einer jeden ber beiden Kugeln nach dem 
Stoße und mit Rüdficht auf ben Reibungswiderſtand vollklommen befannt. 

Für den einfachſten Fall, 3. 3: wo fich der Mittelpunkt der zweiten 
Angel in einer durch den Mittelpunkt: der erften gehenden Geraden be= 
wegt, und die Drehungsachie berfelben zu dieſer - Geraden ſenkrecht If, 
bat man »—=0, W=-Hirg, W=—4r9- | 

Iſt alfo tie früher ($. 103) v’ be Beicmindigteit - der zweiten 

&ugel am Anfange des Stoßes, und demnach, wei I:== 0 iſt, 


w, Tr THn w’, 


p erhält men für. die fördernden Geſchwindigkeiten V und V der 
Mittelpunkte beider Kugeln die Werthe: 


=) wg J— 


4 





m 


die Richtungen biefer Geſchwindigkeiten Liegen in einer zur Drehungse 
achſe fentrechten Ebene, weiche die Gefchmwinbigtelt W" enthält; bie V 
bildet mit ber letztern einen Winkel: 


$ = arctang 2 — , 


bie V’’ dagegen einen Winkel: 
Y' = arctang (- Tr) . 


Für u = 1 oder vollkommene Efaftichtät werben biefe Ausdrücke einfacher 


v=yvr4gtm , vo — 


2 = arctang ZEN, ‚ Y=Sn. 


il» 
- 
8 
3 


Sn beiden Fällen drehen ſich die Kugeln mit ben obigen Winkel⸗ 
geſchwindigkeiten U und WM’ um ihre Mittelpmfte und zwar um eine 
Achſe, welche zu der urfprünglichen Drehungsachſe ber zweiten Kugel 
parallel if. 

Die vorhergehende Auflöfung ſtuͤtzt fich, wie bemerkt wurde, auf bie 
unter ben gewöhnlich vorkommenden Berhältniffen meiftens ftattfinbende 
Dorausfehung, baß der Drud N mährend bes Stoßes und der Reibungse 
eoefſtzient groß genug feten, um bie gleitende Bewegung ber Berüß- 
rungspunkte aufzuheben, und dieß wird immer ber Fall fein, wenn 
bet Unterfchteb ber aus ben Umdrehungsgeſchwindigkeiten entipringenben 
Bewegungsgrößen zu ber Differenz ber ben fürbernben Geſchwindigkeiten 
der Mittelpunkte entiprechenden Bewegungsgrößen in einem kleineren 
Verhaͤltniſſe ſteht als der Reibungscoeffizient zur Einheit. 

Strenge genommen follte aber bie betreffende Unterfuhung ganz 
in ähnlicher Weiſe geführt werben, wie bie ber gegiwungenen Bewegung 
fefter Körper, wenn die Reibung beruͤckſichtigt wird (I. Bach, $. 215. f.); 
dazu wäre jeboch die Kenntniß der. Function fLN) in $. 100 nothwen⸗ 
big, und außerdem if bie Bergleichung ber Theorie mit der Erfahrung 
wegen ber dazu erforderlichen genauen Kenntniß ber fürbernden und 
drehenden Geſchwindigkeiten fo fehwierig, daß es für jetzt zwecklos fein 
dürfte, weiter auf dieſe Unterſuchung einzugehen. 


Britter Abſchnitt. 


Aeußere und innere Buflände eines veränderlichen 


Syſtems in Verbindung. 


$. 110. 


Die beiden vorhergehenden Abfchnitte enthalten an allgemeinen 
Lehrfäsen Alles, was zur gründlichen Unterfuchung der srtlichen Zu- 
ftände eines veränderlichen Syftems von matertellen Punkten nothwendig 
iſt und für die Anwendung meiftend am einfachften und ficherften zum 
Ziele führt. Es gibt aber noch zwei allgemeinere und darum mwenig= 
ſtens theoretifch wichtige Lehrfäte, welche die Innern und Außern Zus 
ftände eines beliebigen Syſtems von matertellen Punkten zufammen 
umfaffen, nämlich das Princip von ben virtuellen Geſchwin— 
bigfetten und ben Lehrfag von ber Aenderung ber vollftän- 
bigen, innern und Anßern lebendigen Kraft eines veränder- 
lichen Syftemd. Bon biefen beiden Lehrfäten ift der erftere eigentlich 
nur ein befonderer Fall des letztern, wie man fich bereitd für den 
materiellen Punkt und unveränderliche Syfteme durch das erfle und 
zweite Buch überzeugt haben wird, und wie in 8.10 des gegenwärtigen 
ausgefprochen wurde, Indem er nur die Bebingung ausdrüdt, daß Die 
von einem gewiſſen Zuftande anfangende Aenderung der lebendigen 
Kraft, für jede denkbare und mit den Befchränfungen, denen das Syitem 
in feiner Bewegung etwa unterworfen ift, vereinbare fehr Kleine Bewe- 
gung Null fein muß; nach dem bisherigen Gange in ber Mechanik hat 
man jedoch biefen befondern Fall zuerft zu beweifen gefucht, um mittels 


feiner und bes auf beltebige Syfteme ausgedehnten d'Alembert'ſchen 
Decher, Handbuch der Mechanik II. 39 
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Brineips (Buch II, 6. 202) den allgemeineren Lehrſatz von ber Aende⸗ 
rung ber lebendigen Kraft zu begründen, und infofern man bie Zuſtände 
bed Sleichgewichtes und ber Bewegung getrennt und unabhängig von 
einander betrachten will, Tann man auch jene beiden Lehrfäge trennen 
und jeden für fich bemweifen, wie wir es in ben beiden vorhergehenden 
Büchern und im erften Abfchnitt bed gegenwärtigen gethan haben. 
Nach der bisherigen Betrachtungsweife hat man aber die genannten 
Lehrfäge viel zu beichränkt aufgefaßt und nur für befondere Syfteme 
von materiellen Punkten aufgeftellt, nämlich für ſolche, deren Punkte 
oder Theile nach gewiſſen geometriſchen Bedingungen in Verbindung 
ftehen, welche bie Bewegung ber einen in Bezug auf die andern be- 
Ihränfen und mit Hülfe fefter Curven und Flächen ausgedrückt werben 
können; alle übrigen Syſteme und felbft die ebengenannten, wenn bei 
benfelben bie zwiſchen einzelnen Theilen fattfindenden Reibungswiber- 
fände in Rechnung kommen, waren von jenen Lehrfägen ausgefchloffen, 
und zwar defhalb, weil man in den Ausſpruch derfelben nur die Außern 
Kräfte aufgenommen und bie Innern Kräfte ganz und gar umgangen 
hat, weil man fi namentlich bei ber Begründung bed Lehrfages 
von der lebendigen Kraft auf das b’Alembert’fche Princip 
ftügt, welches fich nur auf den äußern Zuftand eined Syſtems bezieht 
und den Innern ganz unberüdfichtigt läßt *), und dazu das felbft fchon 
auf bie obengenannten Epfteme beſchränkte Brincip der virtuellen 
Geſchwindigkeiten zu Hülfe nahm, wobei es bahingeftellt fein mag, 
ob die mühfeligen Beweife oder Begründungen desfelben für die be 
treffenden Syſteme auch nur gelungen find, wobei man fi) aber jener 
Beichränkung dieſes Princips nicht mehr erinnerte und deßhalb zu einem 
Schluffe feine Zuflucht nehmen mußte, von dem ich nicht begreifen 
ann, wie er fich fo lange in ber Mechanik erhalten Tonnte, nämlich zu 
bem Schluffe, daß die in dem Beitelement ds wirklich flattfindenbe 


*) Demohngeachtet Hat man mittels bes d'Alembert'ſchen Princips and die 
Geſetze für die innere Bewegung eines veränderlichen Syitems abzuleiten gefudt, 
indem man tasfelbe, obgleich es nur für ein ganzes Syftem Son materiellen 
Punkten bewieſen wird und gültig ft, auch auf ben Zuftand eines einzelnen 
Punktes in einem folgen Syſtem angewendet hat, ober vielmehr anzuwenden ges 
glaubt hat; denn im Grunde hat man den betreffenden Punkt unter Einführung 
der äußern und Innern Kräfte als ganz fret betrachtet und von dem b’A lem 
bert’fhen Prineip nur die Form geborgt, wie wir es bei ber gezwungenen 
Bewegung bes materiellen Punktes in $. 94 bed erſten Buches gethan haben. 
Man vergleiche darüber Poisson, Trait6 de mecanique, Il, 6. 482 m 
Duhamel, Cours de mecanique, II, $. 181. 


! 
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Beränderung in ber Lage der einzelnen Punkte des Syſtems nicht als 
eine mit den Bedingungen für die Verbindung biefer Punkte vereinbare 
virtuelle Verrädung angenommen werben dürfe, wenn dieſe Be- 


dingungen, analytiſch ausgebrüdt, die Zeit t erplteite enthalten, daß 


baber der Lehrſatz von ber Aenderung der lebendigen Kraft 
auf ſolche Syſteme nicht anwendbar ſei. Abgeſehen davon, daß das 
nur einen befondern Fall betreffende Princip der virtuellen Geſchwindig⸗ 
feiten offenbar in feiner Anwendung auf diefelben Syſteme befchräntt 
ift, wie der allgemeinere Lehrſatz von der Aenderung ber Iebendigen 
Kraft, fo iſt es einleuchtend, daß wenn bie Bewegung des Syitems 
vollſtändig bekannt wäre, wenn alfo bie Goordinaten der einzelnen 
Punfte ald Functionen der Zeit t ausgebrüdt wären, oder wenn bieß 
nur für einen oder ben andern Punkt der Fall wäre, mittels biefer 
Functionen bie Veränderliche t, welche in ben obenermähnten Bebin- 
gungen für die Verbindung der einzelnen Punkte oder Theile des Sy⸗ 
ſtems erplicite enthalten ift, eliminirt und damit: da8 Hinderniß für bie 
Anwendbarkeit des Lehrſatzes der lebendigen Kraft befettigt werben könnte, 
fo mie man umgefehrt auf demfelben Wege in jede derartige Bebin- 
aungsgleichung die Veränderliche t einführen kann. Nach jenem Schluffe 
wäre daher. diefe Anwendbarkeit nicht von der Innern Befchaffenheit bes 
Syſtems, fondern bloß von der analytifchen Form dieſer Befchaffenheit 
abhängig, und es würde fich je nach erfolgter Aenderung biefer Form 
jener Lehrfab auf alle veränderliche Syſteme erftredfen ober für Feines 
gültig fein! Daß fich dieſe einfeltige und unrichtige Auffaffung und 
Begründung des genannten Lehrfates fo lange erhalten Fonnte, iſt um 
ſo auffallender, als man bei der Anwendung desfelben auf bie Theorie 
ber Mafchinen ſchon lange eingefehen hat, daß man bei ber Berechnung 
ber lebendigen Kraft einer Mafchtne nicht bloß die äußern Reibungs- 
widerftände zwifchen Mafchinentheilen und. feſten Stübpuntten oder 
Zlächen in Rechnung zu bringen babe, fondern auch bie zwiſchen ben 
einzelnen Maſchinentheilen felbit, 3. B. die Reibung an den Räber- 
zähnen, welche offenbar eine innere Kraft ift und nach der bisherigen 
Begründung bed Lehrfahes von ber lebendigen Kraft ebenjo wenig in 
jene Berechnung einzugehen hätte, wie der Druck, welchen zwei ſolche 
Zaͤhne aufeinander ausüben, und ebenſo wenig als biefer Reibungs- 
widerftand in die allgemeinen Lehrſätze (9) und (10) oder (12) und 
(14) über die äußern Zuftände eines veränderlichen Syſtems (Erſter 
Abſchnitt, $. 11, u. f.) eingreift, welche doch auch aus dem d’Alem- 
bert’fchen Princip abgeleitet werden, und wovon bie in $. 98 behan⸗ 
delte Aufgabe ein fehr einfaches aber evidentes dei I Bu 
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Wir mollen nun. unbeirrt durch bie berrichende Meinung, als fet 
bas b’Alembert’fche Princip ber unentbehrliche Nothanker für bie 
Mechanik veränderlicher Syſteme, jene beiden Lehrſätze nach unferer 
Anfchauungsweife allgemeiner barftellen und begründen und bann bie 
Falle näher beleuchten, für welche bie bisherige, nur auf bie äußern 
Kräfte befchräntte analytifche Form jener Lehrfäge gültig iſt, ober bie 
Bedingungen, unter welchen bielelbe gültig iſt. 


$. 111. 


Das Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten brüdt, ganz 
allgemein aufacfaßt, bie Bedingung für das rollftändige Gleichgewicht 
aller Punkte oder Theile eines veränderlichen Syſtems aus, es begreift 
alfo ſowohl das äußere als Innere Gleichgewicht desfelben und Tann 
daher auch ganz allgemein nur mit Hülfe der äußern und Innern Kräfte 
eines ſolchen Syſtems bargeftellt ‘werden. Der analytiide Ausdruck 
dieſes Principe wird aber der Innern Kräfte megen wieder verfchieden 
fein, je nachdem das Syſtem ein ſtetiges oder ein nicht ſtetiges ift. 

Betrachten wir zunächſt die nicht ftetigen Syſteme und gehen von 
ber in $. 30 angemwendeten Bezeichnung aus, fo haben wir für bie 
breit Haupteomponenten ber auf einen beltebigen Punft Mi des Syſtems 
ausgeübten Geſammtwirkung bie Werthe: 


hei k=n 
X — 2. hicoanit 2 . Jr cosaix, 
hz1 . k=i+i 


hazj—i k=n 
a. Vi — æ. Ji cosßh, . Jik cos 
) rn Air 2 1 ik cos Pin; 
b=i—1 k=n 
u — . hicosyi-+ 2. Jix cosyik , 
b=1 keitt 


und wir können biefen Punkt Mi unter dem Einfluffe diefer Kräfte als ganz 
für ſich beftehend betrachten. Sind demnach xi, Yı, zı bie Coordinaten 
de8 Ortes, an welchem ber gedachte Punkt im Gleichgewicht bleiben 
fol, in Bezug auf feite Achfen genommen, si ber Kleine Weg, wel⸗ 
hen berfelbe vermöge einer beliebigen ſehr Heinen neuen Kraft, die den 
obigen beigefügt" wird, zurüdlegt, und Axi, Ay, Azi ble Projec⸗ 
tionen biefed Weges auf bie drei Soordinatenachfen, fo brüdt nad 
$. 33 des eriten Buches bie Gleichung: 
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25 
st er + 15 Fr 
un Öx; 
— — hi (5 cogœmi + —2 +5 Ban) =0 (. 


k=n . 
+ 2 (= c080ik + = cosßix + Sn co n.) 
bie nothwendige und genügende Bebingung für bas Gleichgewicht bes 
Punktes M; aus, fowohl wenn er frei It, als auch wenn er in feiner 
Bewegung durch Äußere Hinderniſſe befchräntt wird. 

Bezeichnet dann noch As die virtuelle Geſchwindigkeit eines be⸗ 
- Viebigen Punktes im Syftem, und multiplizirt man die vorhergebende 


Steigung mit dem willkürlichen Anfangswerth: = — ſo gibt bie 


Summe aller Gleihungen (b) von i=1 bis i=n bie Bedingung 
für das volftindige Gleichgewicht bed ganzen Syſtems und den allges 
meinften Ausdrud bed Princips ber virtuellen Geſchwindigkeiten. 
Man findet fo zunächſt den Ausdrud: 


5 3433593 
jen hei-1 /gx; ds 

_ 2. z . ; Ini (& cosanı + ST cu +9 d; a)? 53 20. 
i=n k=n dx; ds 

4 iR zZ; (Sees + 52 c08 + Zen) ge 


Sind dann p und q’ zwei Zahlenwerthe zwiſchen 1 unb n und fo bes 
ſchaffen, daß p Kleiner ift als q, fo werben unter ben Gliedern ber 
beiden letzten Doppelfummen auch die beiden folgenden vorkommen: 


öx Öö dı :d 

— Ina ( cos &pa + —* cos Apıa + —* cos Ina) —* 
Öx Öö dz Öd 

+ Ina ( Fri c08 œp, q 4 Fr c08 Ppa + * c08 m) er L) 


von denen das erfte erfcheint, wenn h=p, i=g Wird, und das 
zweite, wenn i=mp, kg wird. Ban Tann demnach die vorher 
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gehende Bleichung unter bie beiden Folgenden dormen bringen, ent- 
weber unter bie Form: 


203°.) 
in 9x OYi 5) ds; 
3” (x 5 4 ner, 15)5 
h=n kn 


OXh os _ 
2; 2. 5|(5n een + Sn cnef + — 5 7080 


ÖXk Oyx Oo ÖSk 
— (= 008 Cık + Im cos AhM + ’a cos 7x) * | 


ober, wenn man zur Abkürzung 
Inn cos cn — Frx 5, JInncosßux = x , Jaxcosyıx —= Has 


fest und alle Bartationen in Bezug auf die Veraͤnderliche s nimmt, 
unter bie Form: 


Ii=n öyi dzi 
2. (kG+rz 1% 5) 


*1 


k=a OH dx* on dn\\__ 
209°.) +2, 2, ds ds +2) 0. 


dh ÖZk 
| +] 
Man wird daraus den Schluß ziehen, daß die innere Kraft Inn, welche 
zrotichen ben Punkten Mn und Mk bed Syſtems thätig If, aus ber 


Bedingungsgleihung für das Gleichgewicht desfelben hinausfällt, 
1) wenn man bat 


ÖXh 


In, 008 ah + ° Is = 008 Pax + * , ve un =0 


und 


OXk ÖYı dk 
eo⸗e anx 4 I, να cνννα0, 


wenn alſo das Syſtem ſo beſchaffen iſt, daß die virtuellen Geſchwindig⸗ 
keiten Am und 15% ber Punkte Mu und My immer normal zu ber 
Verbindungslinie Mu My fein müffen (Bu I, 8. 33.), 
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2) wenn man n“ 


( Im C08 Chk + T 2 cos Pak + = cos n) = 


OXk — — — 
— (3 C08 Oh,k + da cos Ph,k + ds c02 744) ds =0 ’ 


db. 5. wenn bie beiden Punkte Mn und M, immer in derfelben Entfer 
nung von einander bleiben müflen oder bie Endpunkte einer unver⸗ 
änberlichen Geraden find [Buch II, €. 140, (@)], 

3) wenn man hat 


On _ ÖXk —30 — em Oh 
8 


ds ds ° ds — ? Files: 


dır 
ds 
oder 

n=uta, n=y+b, n=n+o, 


worin a, b und c unveränderliche Größen bebeuten, welche auch Null 
fein können, alfo wenn die Punkte Mu und Mx bei ihrer virtuellen Be⸗ 
wegung immer in berfelben Lage gegen einander bleiben und zwar fo, 
baß Mn in Bezug auf drei durch Mu gelegte Coordinatenachſen unver= 
rückbar iſt, der — — 0 gefeht, wenn beide Punkte fortwährend 
in einen zuſammenfallen. 

Wenn demnach die innere Beſchaffenheit des Syſtems von der Art 
iſt, daß für jede innere Kraft einer der vorhergehenden Fälle ſtattfindet, 
ſo kommt die Bedingungsgleichung (203) auf die einfache Form: 


in ÖXi Oyi d ri 
(rn + 7) =0 m. 
zurüd, unter welcher man das Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten 
bisher bargeftellt hat, und man wird fich Leicht überzeugen, daß bie 
Syſteme, welche man dabei im Auge hatte, nämlich bie einfachen und 
zufammengefeßten Mafchinen den vorhergehenden Bedingungen meiftens 
Genüge leiften, wenn von der Reibung abgefehen wird, und wenn darin 
feine elaftifche Federn, welche nach einer oder zwei Richtungen hin auf 
bewegliche heile drüden, vorfommen, oder wenn überhaupt von ber 
Slafticität oder Biegfamfeit der einzelnen Mafchinenthelle Umgang ge= 
nommen wird, weil dann die Innern Kräfte nur in Spannungen be= 
ftehen, welche entweder normal zu ben Flächen oder Curven find, auf 
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benen fi. Die Angriffspuntte berielben bewegen können, ober welche 
auf bie Endpunkte unveränderlicher Geraden ausgeübt werben, ober 
deren Angriffspunfte in den conflanten Schnittpunft zweier folcher Ge⸗ 
raden fallen, Für die Reibung aber wird Feine ber obigen Bedingungen 
erfüllt, ba die virtuelle Berrüdung immer mit ber Richtung der Rei⸗ 
bung felbft zufammenfält, und die Angriffspunkte über einander weg⸗ 
gleiten, fo daß man hat 


9=Xx-4tu , n=ytv, a=ı+w, 


worin u, v und w veränderliche Größen find, ebenfowenig für eine 
Feberkraft, welche ihre beiden Angrifföpunfte zu nähern oder zu ent- 
fernen ftrebt oder Diefelben bis zu einem gewiſſen Abftande von ein- 
ander fich entfernen läßt, u. ſ. f. Die auf die äußern Kräfte befchräntte 
Bedingungsgleihung (204) iſt demnach weit entfernt, für alle ver- 
änderliche Syſteme zu gelten, namentlich wenn diefe in dem ausgedehnten 
Sinne genommen werden, wie wir ed gethan haben, wonach ſelbſt 
irgend zwei oder mehrere materielle Punkte oder Körper, welche weiter 
nicht8 mit einander zu thun haben und ganz unabhängige Bewegungen 
befiten, zufammen als ein veränderliches Syſtem betrachtet werben 
Tonnen, für welches alle in den beiden vorhergehenden Abſchnitten abge— 
leiteten Geſetze gültig find, Man Hilft fih in der Anwendung freilich 
dadurch, daß man auch bie innern Kräfte, wie bie gegenfeitige An- 
ziehung oder Abftoßung und die Reibung für die X, Y und Z ein 
führt, obgleich man bei der Begründung des Princips gar nicht daran 
gedacht Kat *), 


$. 112. 


Wenn für wiehrere oder alle innern Kräfte bie vorhergenaüinten 
Bedingungen oder Gigenfchaften ſtatt haben, und biefe Kräfte, welche 


*) Dan vergieige Poisson, Traite de mecanique I, $. 346 mii 6. 333 bie 
335, wo bie Kräfte awifchen zwei Punkten des Syſtems gang befonbers mit 
[m, m’], [m’, m”], u. ſ. f. bezeichnet find. Poiſſon macht übrigens am Ende 
bes 6. 335 doch eine Ausnahme, Indem er fagt: „Concluons donc, que ceite 
equation [unfere Gleichung (204)] a aussi lieu pour tous les mouve- 
mens infiniment pelits que peut prendre un systöme de points ou d’an- 
neaux lies par des fils flexibles, pourvu que ces fils restent droits ou 

' tendus. (Juand cette condition n’est pas remplie, les tensions ne dis- 
paraissent pas toutes dans l’&quation (a) [melde unferer Gleichung (203) 
enljpriht], et coisequemment, Péquation (b) [ober (204) ] n'a plus lieu. 
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dann meiſtens in unbekannten Sparinungen beftehen, in bie allgemeine 
Sleichung (203) nicht eingehen, fo werden fie durch Bebingunge- 
gleihungen erfeht, welche für die Art und Weiſe der Verbindung bes 
Syſtems gegeben fein müflen, und aus welchen mittels der Gleichung 
(203) oder (204) eimerjettd bie unbekannten Außern und innern Kräfte, 
und amberfeitd die Bebingungspleichungen für das Gleichgewicht ber 
einzelnen Punkte oder‘ Theile des Syſtems abgeleitet werben können. 
Stellt man nämlich jene Bedingungsgleichung für die Verbindung ber 
Punkte ober Theile des Syſtems durch die Ausbrüde: 


fh (x; Yı Zı 5 Xg3 Yy3 295 0... X, Yiy Zig sooo. )=0 y 
fa (21; Yı» 21, X*2, Ya» 2% en Ki, Vi, Ziy or... )=0;, 

u. ſ. f. (c. 
fi (> Yı> 215 X3, Yay 225 ++. X, Ni, Ziy ee. )=0; 

u. ſ. f. 


vor, worin indeſſen immer nur ein Theil der 3n Coordinaten aller 
n Punkte des Syſtems mit Abwechfelung enthalten fein koͤnnen, fo 
müffen alle virtuellen Verrückungen des Syſtems dieſen Gleichungen 
genügen, ed müſſen aljo für alle diefen virtuellen Bewegungen ent= 
iprechenden Uebergangsgeſetze die Bedingungen: 


afı dx, + af dyı , d1dz + dfı dx 
dx, ds ' yıds "du ds "dan ds 


dadx, | dfady + I dz dfa dxi 
dx, ds äyı ds + dz, tr KT e0, 


+1.=0, 


(d. 
u. ſ. f. 
af dm |, dhen , dAdn, -dfidn 
dx, ds + dyı ds da, ds +. "dxi ds gr ee 
u. ſ. f., | 
denen zunächft die ftrengere Form: 
(Fe öx, dfi öyı dfi =) 5 ds, 4 etc. 
d,.ds, .duds,  dzudz, 
dfida dd , dfi =) 5 ö5i — 
+ (iu 0 di + dyıdsı + dz ds) ds re eie = — 
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zukommt, gleichzeitig mit ber Gleichung (203) oder (204) befriedigt 
werden. Man Tann daher aus ben lehtern mittels der erſtern fo viele 
Uebergangsgeſetze 3 * ‚a. ſ. f. eliminiren, als Gleichungen (c) 
gegeben ſind; die noch übrig bleibenden find dann ganz unabhängig 
und willfürlich, und bie Gleichung (203) kann allgemein mur befriedigt 
werben, wenn bie Bactoren dieſer unabhängigen Uebergangsgeſetze einzeln 
Null find (Buch IT, 6. 145). Auf biefe Weife ergeben ſich In—ım 
Bedingungsgleihungen für bie n Punkte des Syſtems, wenn bie Zahl 
ber eliminirten Webergangsgefebe ober bie ber Bedingungen (c) glei 
m tft, Mit diefen Bedingungen hat man alfo bie erforderliche Anzapl 
von Gleichungen, um die 3n Koordinaten aller Punkte des Syflems 
für ben völligen Gleichgewichtszuſtand beflimmen zu Tonnen, ober die 
Beziehungen zwiſchen ben Außern und Innern Kräften, vermöge welcher 
das Syſtem in einer gegebenen Geftalt im Gleichgewicht bleiben kann. 


Man wird fich indeſſen leicht überzeugen, daß man auf dieſe Weiſe 
durch das Princip der virtuellen Gefchwindigkeiten nur auf einen Yän- 
geren Wege zu benfelben Bebingungsgleichungen kommt, welche aus ben 
Bleihungen (45) in $. 30 hervorgehen, wenn bet dieſen auch aͤußeres 
Gleichgewicht vorausgeſetzt, alfo ZSX = FZY = 72 = 0 genomma 
wird, Man kommt fogar anf diefe Gleichungen (45) felbft, wenn 
man bie eben angegebene Elimination in ber Art ausführt, daß man 
bie Gleichungen (d) der Reihe nach mit unbeftimmten Factoren k,, ke, 
ki, u. ſ. f. multiplizirt, alle Producte zu der ea (203) abdirt und 


bann bie Factoren ber Mebergangegefege dx —;, = ‚ms. f. einzeln 


Null feht. Denn ed ergeben fich auf biefe Teife für ben Punkt Mi; die 
Bebingungsgleichungen: 


dfi 


u+zrtH Ar Ara tntan—0, 


e)(Y +3.G+k tk; 12 + Hg + ee. —0, 


Zi +2. Hi + k, 5 4 ks 1 + ex. +7 + etc. = 0, 


in denen ZFi, 36, SH; die Componenten derjenigen innern Kräfte 
bezeichnen, welche in ber Gleichung (203) noch vorhanden find, und 
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e8 handelt ih nur noch darum, zu zeigen, daß bie Glieder ki 7 , 


ki ” ‚ ki — nichts anderes ſind, als die Componenten unſerer 
Kräfte In oder Ini, welche ben Bedingungen am Ende des vorher⸗ 
gehenden $. zufolge aus der Gleichung (203) hinausfallen mußten. 

Dazu Tann man fih alle Punkte des Syftemd außer Mi in ihren 
Gleichgewichtslagen befeftigt denken, und biefen allein als beweglich, 
Bermöge ber Sleihung: fı (X, Yıs Zus +++: - X, Yiy iy c...)=0 
wird berfelbe aber in feiner Bewegung auf eine gewiſſe Fläche beſchraͤnkt 
fein, welche durch dieſe Gleichung vorgeftellt wird, wenn man barin 
nur xi, Yi, zi als veränderlich annimmt; man kann alfo jene Gleichung 
auch Durch den unbelannten Widerftand N, dieſer Flaͤche erſetzt denken, 
defien Richtungswinkel A,, u, »ı zu ben drei Goordinatenachfen durch 
die Gleichungen (Ein. $. 31): 


co = Vy 9 , = Ve , 
dA 
d 
N — — u V d/ı 


— — m 
Va —— 


gegeben find, für deſſen Componenten nach dieſen Achſen man alſo 
die Werthe: 


d d d 
N, fi L N N, Y3 u ° N, V. 
erhält. Ebenſo kann man bie gesinngegieungn: fa =0, i=0; 
u. ſ. f durch die Widerflände N,, Ni, u. ſ. f. von feften Flächen er= 
jeßen, welche durch die Gleichungen a=0, i=0, u. f. f. vorge 
fiellt werden, wenn man darin immer nur xi, Yi, zi als Veraͤnderliche 
betrachtet, und biefe Widerftände geben bie Componenten: . 


d d d 
N, V3 ı, 2 2 N, V, dfa N) nv,‘ß, 


dyı d zi 
| a wavpr — 
N; V; dx; N; V; dy; N) N; V; dz; e) 


u. ſ. f., wenn zur Abkürzung 


62 
ee ee 
v(&) u (1) + (75) 
A | 
ff. gefeht wird ve 66 
uf. f. geſetzt wird. | 


Drüdt man dann die Bebingungen für das Gleichgewicht des 
Punktes M; mitteld der Kräfte Xı, Fi, u. f. f. und biefer Widerftände 
ans, fo werben biefe 


v=+t 


X + ZF; NV 7 af Ai HNV TE + en. +NVi Se + etc —=( 
f.) ZH VEN VER Han NV He 0 


Z+ZH+N,V, NV He. + NV; 2 + eis. —0 


und zeigen burch ihre Vergleichung mit ben Gleichungen (e), daß man 
haben muß - 


ki 
N. — , N = 3 NM.5 u. ſ. f. 
oder 


afı d 
g.) anzu, 2 — —=N,cos% , kC=Ni cos, 


d 
1 a —=N,cou ;, 8 9 —=N, cosız , — costäi, 


it 


Man fleht aus dieſen Werthen, mie die unbelannten Innern Kräfte 
N; aus ben Goeffizienten kı mittel$ ber Gleichungen (c) gefunden wer- 
ben fünnen, unb wird fich durch biefelben überzeugen, nicht nur daß 
bie Gleichungen (e) wie (f) ganz identiſch find mit unfern Gleichun⸗ 
gen (45), wenn darin Außeres Gleichgewicht vorausgefegt wird, fon- 
bern auch daß bie Gomponenten Ni cos Ai oder Ini cos ani, u. ſ. f. 
und mit diefen die Kräfte Ni oder .Inı aus dieſen letzten Gleichungen 
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einfacher gefunden werben, ald wen man zuerfi aus ben vorhergehen- 
ben Gleichungen (e) die Gorffizienten kı beſtimmt und darnach mittels 
ber Beziehungen (g) bie Ni ableitet. 
Das Princip der virtuellen Gefhwindtgfeiten hat dem- 
nad) für die Anwendung im Allgemeinen vor unfern früheren Glet- 
ungen und Methoden nicht ben geringften Vorzug voraus und fteht 
hinter diefen, was Evidenz und Anjchaulichkeit betrifft, weit zurück. 
Mur in einigen befondern Fällen, für welche bie Gleichung (204) ges 
nügt, namentlich bei einfachen Mafchinen, wenn die Reibung vernadh- 
läffigt wird und dabei nur wenige Außere Kräfte in Beziehung zu 
bringen find, führt das genannte Princip fchneller zu ber Bedingungs⸗ 
gleihung zwiſchen ben äußern Kräften und gewährt eine Mare Einficht 
in diefe Beziehungen, weil dann die virtuellen Wege ber Kräfte für 
deren Beziehungen allein entjcheidend und leicht zu finden find oder 
vielmehr vor Augen liegen. So wird man bei dem Knie und ber 
Roberval'ſchen Wage bie Beziehungen (f) in $. 51 .und (g) in 
6. 52 mittels des Princips der virtuellen Geſchwindigkeiten fchneller 
ableiten, als wir es in den genannten 66. gethan haben, und man 
wird fich, namentlich für bie einfacheren Annahmen, daß das Knie ein 
gleichſchenkliches jet, und daß an der Wage nur parallele Kräfte an- 
. greifen. follen, mitteld des genannten Princips über biefe Beziehungen 
viel leichter Mechenfchaft geben, ald durch die Betrachtung ded Gleiche 
gewichts ber einzelnen Theile. Wenn es fi) aber auch um die Kennt⸗ 
niß ber Innern Kräfte handelt, und insbeſondere wenn auch bie Reibung 
‘ berüdfichtigt werden fol, mozu bie Kenntniß der Innern Kräfte unums 
gänglich nothwendig ift, fo bietet das Princip der virtuellen Geſchwin⸗ 
bigfeiten feinen befondern Bortheil mehr. ine fpeziell eingehende 
Vergleichung dieſer Methoden würde hier übrigens zu weit führen, und 
ich muß mich darauf beſchraͤnken, dem Lefer qnzuempfehlen, bie in den 
SS. 47 bis 52 behandelten Aufgaben mittels des Princips ber virtuellen 
Geſchwindigkeiten aufzulöfen und noch die folgende fehr einfache Auf⸗ 
gabe nach beiden Methoben zu behandeln: 

Es find die Bedingungen für das Gleichgewicht zweier Kräfte P 
und Q abzuleiten, von denen bie eine an bem freien Ende eines am 
andern Ende befeftigten vollfommen biegfamen Fadens angreift umb 
gegen einen feſten Punkt gerichtet iſt, während bet Angriffspunkt ber. 
weiten Kraft in dem Mittelpunfte eines ſchweren Kreifes (ber Achfe 
einer Rolle) liegt, welcher mit dem Umfange und fo, daß feine Ebene 
mit der des Fadens zufammenfällt, auf biefem Faden ruht und auf 
demfelben nicht gleiten kann. 


622 


— — — — — — 


5. 11%, 


Für ein fletiges Syftem von materiellen Punkten muß man von 
den Gleichungen (75) in $. 38 ausgehen, um in ähnlicher Weiſe wie 
vorher die das Prineip ber virtuellen Gefchwindigfeiten darſtellende 
Bedingungsgleihung bed Innern und äußern Gleichgewichtes abzu- 
leiten. Man multiple bazu dieſe Gleichungen ber Reihe nach mit 


3. 1,3 52 und Äntegrirt bie Eumme: 


3x u IT” dx IT” öy IT” 5, 





„+2 ds +57 dx ds — ds x ds 
) y) 

R IT)’ 4x IT) ey TR 5, 

JF ds oy ds dy ds 


(z) (2) z 
OT, ax, 0Tr or, a 
döz ds dz ds 6dz ds 


0= Rt 





berfelben nacheinander in Bezug auf bie drei Veränderliäen x, y, 
zwilchen den Grenzen bed ganzen Syſtems, ober zwifchen brei —*5 — 
ligen Schnitten in einem beliebigen Punkte und drei ſolchen Schnitten 
in bem Bunte deſſen Goorbinaten x), Yo, 20 find. Beachtet man 
dann, daß man Hat 








(x) (x) Ööx (x) . (x) dy 
Tr Ta Mr Te 
ex ds — dx ? oxı ds 06x °P 

öx dy dy 


3 43 a 43 
weil die Aenderungägefege: —— — 2? u 35° u. ſ.f. 


wegen ber Unabhängigkeit der Veraͤnderlichen x, y, z Null werden, 
fo nimmt. bie vorhergehende Gleichung auch die Form an: 


re 
6 +12 5) + 
ds 15; öx 
MIX mind di ( dx, yady (2,02 
X * tt a), 3% jet T, tt ) 


dy d2 ’ 
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und das breifache Integral derſelben in Bezug auf x, y und z gibt 
übereinftimmenb mit ben Sleichungen (143) und (147) und mit einer 
ähnlichen Bezeichnung wie bort, folgenden Ausdruck: 


(x) IX ı , I ı 760 dz 

IE ‚ja ( art ur!: =) 
Safe 
Y 

+ [02 |9r 
Seh 
Yo Io 


rn (7 — + m dy + oz 7%) 


ri 
Yı 
*- (7 £° dx dy dz\ 
[0 [a [ra + 4 25) , 
X, LOB Z, 


welcher bie für das Gleichgewicht nothwendig ftattfindende Beziehung 
zwifchen der von ben Außern Kräften auf das ganze Syſtem ausgeübten 
Wirkung und ben an ber äußern Begrenzung besfelben flattfindenden 
Spannungen barftellt, welcher aber für die Anwendung, felbf in ben. 
einfachften Fällen, nicht leichter zum Ziele führt, als die vorgenannten 
Gleichungen. 

Dieſer Ausdruck erleidet ferner für ein Syſtem , welches als eine 
materielle Fläche ober Linie betrachtet werden kann, ähnliche Umwand⸗ 
lungen, wie die Gleichungen (75). Yür bad letztere z. B., d. h. 
wenn ſich das Spftem auf eine materielle Linie zurückführen läßt, nimmt 


mn IX, 134 1m =) 
x Ist T, Frius » ds 


DIR, md a dz 
T ds +% ds t T, 5) 


* 


70 d Te + (x) dy (x) d 7) 
WErHTEtEz)) α 


1% m 4 70) Co ÖYo + 70) d m) 
0° 


07 ds ds 


LM 


berfelbe mit den am Anfang des ©. 63 gemachten Bemerkungen zunächt 
bie Form an: 


dx dy dı __ dx 6% dig 
rt tig V— res ro. 


Seeteied) 


Wenn man dann für Tx, Ty, Tz die dortigen Werthe T * > 73 


206.) 


13. ebenſo für Tx, Tr, T; bie Werthe I 75 m ‚7, in und To r 


nf: und bie pirtuellen Berrädungen Mar ber * ſelbſt ſtatt⸗ 
öox dy dı dx dy dz. 

geht aus biefer Gleichung die Beziehung (106) in $. 68 hervor. Man 

erhält dagegen bie dortigen Beziehungen (104), Fi er Bu das 


ganze Syſtem parallel mit ſich verrückt denkt, ſo bap 5 = ſ. f. 


ox 7,5 


53’ ds’ in Bejzug auf die Kun des Syſtems ober 


alſo 


das Integral I ds. conſtant werden, und nun bie Summe der Fac⸗ 


toren von jeber Befer wilftürlichen und unabhängigen Größen getrennt 
Null ſetzt. 
Wenn das Syſtem ein feſtes werben ſoll, fo muß immer = =’ 


d d x x J 
= r ‚ % ſ. f., und 1 = 1», N = T u. ſ. f. 
fein, und bie Gleichung (205) kommt auf die Bedingung (108) in 


6. 146 des zweiten Buches zurück. 


$. 114. 


Auf diefelbe Weiſe, wie wir bie analytifchen Ausbrüude für das 
Brinetp der virtnellen Geſchwindigkeiten aus ben Gleichungen (45) und 
(75) ‚abgeleitet haben, ergeben fich auch die Beziehungen für die Aende⸗ 
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rung ber lebendigen Kraft eines veränberlichen Soſtemntn mittels 


ber. Gleichungen (46), wenn bie lieber sm, m2Y: zu zZ 


darin wmeggelaffen werben, für ein nicht lies Sohn und mittels 
ber Gleichungen (78) für ein flefiges Syiiem,  - 
Multiplizirt man ‚nämlich bie Gleichungen (46) ber Reife nach 
dz; dyı dzi 


mit is.’ ds’ ds’ nimmt ihre Summe und beachtet, daß man hat 





dxi d?x; + dyi dyi | da diz 
18 ai; " dsı dı® ds; 7) 


dx; dyi dzi 
(a: and _ and 
u I da da de): 


+ @l_: Er 


1 
=ym dsi ar i 


N 





jo erhält man als Integral nach si ben Ausdrud; 


8i 
[of J 


kai 
2; (n’=w?) — 22 . j dsi. Ini (a c08 Pe. "cos Ale em) 


— — 


kon ſ* dxi dy dz; 
+2Z fe Jik (G5c ist eo⸗ Pit 2,608 rin) 
o " . . 


für die Aenderung der Iebenbigen Kraft des Punktes Mi im Syſtem 
durch die Arbeit aller an biefem Punkte angreifenden Außen und innern 
Kräfte... Um alfo bie Aenderung ber lebendigen Kraft aler Punkte 


bes Syſtems zu erhalten, darf man nur bie allen diefen Punkten zu⸗ 


Tommenben entfprechenden Werte fummiren; man findet fo das allge 
meinfte unb vellftändige Geſetz: 
Decher, Handbuch ver Mechauik III. 40 
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a 1 ET Bu (ur i=n Si . d dz ‘ 
, , an (X5 f Yi ) 
ı ih 22, Ih ta + Ze 
I nd | ' a ® [1 
im ai i y 
(f722. 2 ; Ar nikon 


3” "m ee 


21 


+ 2 cos r) 


ir. 2. . } 
+ 28. Si. — N euch eoe fin 
J — 


Beachtet man dh ferner, daß man unter ben Integralztichen die s; 
gegen jebe andere Veränberliche s vertaufchen Tann, und daß im der 
ganzen Summe alle zwelmal vorkommen, fo wird man dieſem Aus- 
brud wie dem bed P neips der virtuellen Geſchwindigkeiten (203) bie 
Form geben: 


AM) 
i—1 0 


fe) 


h=n x 


Riẽ Ei, joa s..Ian e Due Saas Im R 
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x | -. Fr —D— eat — 


Si 


(& my == 223. 5: ja (vn dr zqd Zi — 2). 
& min feudn den 4 dyn d 
Me face * ——* (a )eo corau 
heikebHi 5 | 
. Be 9 : . m (@ — das 
| Nas ds 





cö8 ne] 
4: 


a _ 


Dieſes Gefeb gilt für ale denkbaren Verbindungen materieller 
Punkte "und unterliegt in diefer Zorm Feiner Beichräntung; es wirb 
aber wie das Brincip (203) in befonderen Fällen eine einfachere Form 
annehmen, indem ein großer Theil und ſelbſt alle inneren Kräfte J dar⸗ 
ans verſchwinden fünnen, nämlich diejenigen J, welche entweder Immer 
normal zu ber Bewegung ihrer Angriffspuntte pleiben, ober deren An⸗ 
gruiffspunkte immer dieſelbe gegenſeitige Entfernung behalten. Haben 
alle intern Kräfte eine dieſer Eigenſchaften, wie es 3. B. bei ben une 
veraͤnbderlichen Syſtemen in Betreff ber zweiten ber Fall tft, fo kommt 
das vorhergehende Geſetz für bie Menderung ber lebendigen Kraft wit 
Weglaſſung des Inder i auf den einfachen Ausdruck: 


2a w=2[i (4 rd 42 9) (208. 


zurück , welcher nur von den äußern Kräften abhängt und bee für fefte 
Syſteme in diefer Form ſchon im lebten Kapitel des zwelten Buches 
af einem andern Wege. gefunden worden iſt. 

Wir erfehen aus unferer Ableitung ber vorhergehenden Gleichungen, 
daß es für die Anwendbarkeit und Gültigkeit derfelben ganz gleichgültig 
iſt, ob die Bedingungen für die Verbindung bed Syſtems, denen bade 
felbe wãhrend feiner Bewegung unterworfen bleibt, die Zeit t erplicite 
enihalten uber nicht, daß aber alle Innern Kräfte, deren beide Angriffg- 

_ punkte den vörhergenannten and in $. 111 entwidelten Bedingungen 
nicht Genüge leiften, in ben vechtsfeitigen Ausdruck für Die Arbeit 
der Kräfte mit aufgenommen werden müflen, und wir werben 
daraus fhließen, daß diefe Bedingungen im jebigen Falle bie aus— 
gefchloffenen immern Kräfte als ſolche Tennzeichnen, welche Tein« 
Arbeit leiften. 

Ein einfaches Beifptel bietet ung ber in $. 98 behandelte Fall dar, 
wenn wir voransfehen, daß das Gewicht Q groß genug iſt, um dem 

untern Parallelepiped eine größere Beihleunigung als bem obern zu, er- 
thlilen. Wir haben dann die drei. Maſſen *. =, 2 mit ben 
Geſchwindigkeiten v4, Ya, Ya, .beren anfängliche Werthe Null find, 
und mit den vertifal abwärts gerichteten Kräften P,, Pa, Q, für 
welche man bi L=09, Y,Y=0, A=P; bh =%=0, 
Dr; KaYed, Z23 Q, dann mit der an P, angreifen- 
ben Reibung. f. N, , welche zur x=Achfe parallel iſt. Die Bedingungen, 
denen das Syſtem aͤußerlich unterworfen iſt, ſind 





u=k, — =0, yu=h, =-h=-y=90; 


als Bedingungen für den Innern Zuftand hat man einmal zu = * 
oder „= v;, , ferner 23 21 + kr, und dann bie zwiſchen den beiden 
Parallelepipeden flattfindende Reibung fa N, , aus welcher eine Beziehung 
zwifchen x, und x, nicht ‚unmittelbar erhalten werden kanun. Wir 
tönnen nur x, mx + nm fehen und daraus Tür bad Aenberungsgefek 
ber Arbeit diefer Innern Kraft den Werth: 


ableiten, da fowohl bie Gomponente von fz N, nach der z=Achfe, als 
34 * Null iſt. 

Für hiefen gegebenen Fall nimmt demnach unfere Sleichung (207) 
sunächft bie Form an: 


8.) 
Pv?+Pova?!+ 0 = —9 re Are 1 8 a2) 


J 


oder, wenn man noch vz — vi — 23 ‚Yg=v; einführt unb bie Ber- 
Amberlichen unter ben Integralzeichen vertauſcht, die Form: 


d 
A+r+Qw+R(g) —2dn 


b.) 
== 2g 2 (ji 23» 6) * [fü +) . 
| 0 0 


@iht man dann auch noch zu, was übrigens firenge nur aus ben 
Gleichungen 1) bis 5) in $. 98 gefchloffen werden kann, daß N, und 
N, eonftant und gleich P,-+P, und P, find, fo erhält man aus ber 
vorhergehenden Gleichung bie. weitere: 


629° 


A+R+Vm+B(F) —2Aud 
| = 26 [0 KlR + Pad — Paul, 


(c. 


und biefe Gleichung kann nun den Werth von v, geben, wenn u a in 
Bunction von x, ober t gegeben it, d. h. wenn bie Sleihung ®) in 
F. 98, ober dieſe und bie Gleichung 12) aufgelöft ſind. Aus der 
exften zieht man 


du _ g UM) — (h+h) 9 CHR) 


— BR +0 
ge O0 (i—R) — (h+fe) (ı+Ba) cd. 
: Pf, +0 
aus der letzten 
—f (Hrh)—hh 
X = 5 gi? P,+Q | (e. 


und bie Elimination von t führt auf bie. Beziehung: 


(1-6) — (+) (B+P) Ct— 
O—E. LMäFPLA FBR 0:00 


welche als bie, die Beränderliche t nicht explicite enthaltende Bedingungss 
gleichung für die Verbindung der Körper P, und P, zu betrachten if, 
während ber vorhergehende Werth (d) von u biefelbe Bedingung in 
Function von.t ausdrüdt, ohne daß in der Gültigkeit ber, Gleichung 
(a) oder (e) etwas geändert würde. u 
Die Sleihung (f) gibt noch 


u = 4 


du __ 2(i—k) — (h+f) (Pı+P) 


a 0—-A (P+Pr)— BP, 
und bamit, mit dem Werth (Ff) ſelbſt und mit der Beachtung, daß aus 
der Bedingung: — = auch 23 — Ze — x ‘folgt, gebt bie 


Gleichung (c) * den erforderlichen Reductionen in | 
(P. 0) m? = 28 [O—h (Pi +P) — faPıl 


über und kommt dadurch mit ber Gleichung 12) in F. 98 überein, 
wenn in dieſer die linke Seite mit v, = multipliziet, dadurch t eli= 
minirt und das Ergebniß in Bezug auf x, integrirt wird. 


Diefes Beifptel und die gleiche Behandlung ber in 6. 99 aufge- 
Vöften Aufgabe, welche bem Leſer ernftlich empfohlen fein fol, werben 
es Hinlänglich einleuchtenb machen, wie weit man nach ber bisherigen 
Begründung bes Lehrſatzes von ber Aenderung ber lebendigen Kraft 
eines veränbderlichen Syſtems von einer Maren Einſicht in die hier ob⸗ 
waltenden Verhaͤltniſſe entfernt war, und wie fehr man dieſen Lehrſatz 
für die Anwendung überfehäst Bat, da er bei veränberlichen Syſtemen 
nur dann allein und unmittelbar angewendet werben kann, wenn bie 
Verbindungen ber einzelnen Punkte ober Theile des Syſtems der Art 
find, daß aus ber Bewegung eines Punktes die Bewegungen aller 
übrigen Punkte im Voraus gefolgert werben Tonnen (wie bieß bei ben 
Mafchinen meiftens ber Fall if), und wenn Feine unbelannten innern 
Kräfte, welche fich mit der Bewegung ändern oder von ihr abhängen 
(wie die Reibung und bie Spannungen elaſtiſcher Federn oder Bänder) 
barin vorkommen, aljo überhaupt, wenn ber nur auf Äußere Kräfte 
befchräntte analytiſche Ausdruch (208) jenes’ Lehrſatzes anwendbar If. 
In allen andern Fällen müflen die Gleichungen für bie Bewegungen 
ber, einzelnen Punkte oder Theile des Syſtems zu Hülfe genommen 
werden; und in den Fällen, wo die Retbing zu berüdfichtigen if, 
können nur biefe darüber belehren, unter welchen Berhältniffen ober 
Bedingungen bie eine ober die andere von mehreren moöͤglichen Bewe⸗ 
gungen eintreten wird, Endlich tft Teicht zu fehen, daB aus biefen 
Gleichungen für die Bewegungen ber einzelnen Punkte ober Theile des 
Syſtems in jebem gegebenen Falle der Ausbru für bie Aenderung ber 
lebendigen Kraft des ganzen Syſtems ummittelbar abgeleitet werben 
kann, wie es 3. B. in $. 54 für ein Planetenſyſtem gefchehen tft, aber 
nicht umgekehrt jene aus biefem; es find demnach jene Gleichungen bie 
allgemeinen, und ber Ausbruc für die Aenderung der lebendigen Kraft 
nur eine Folgerung aus ihnen, aber eine Folgerung, welche aus ihnen 
in allen Fällen, wie auch das Syſtem beichaffen fein mag, gezogen 
werben Tann. 


$. 115. 


Ans dem Lehrſatz (207) laſſen fich, wie bei dem materiellen Punkte 
oder einem feften Syſtem, folgende allgemeine Schlüffe ziehen: 


—n e En aan 


1) Wenn die aͤußern und innern Kräfte alle von der Art find, 


daß ſich die Integrale auf der rechten Seite allgemein herſtellen laſſen, 
daß man alſo hat 


d j i ; . . ‘ j :: 435* 
je — Ran) Aıy.n), 


5 25 


Si “ .r 
fü. 5 |(52 era + 2 008 Pax 1; * co ya kr 


d 
— IT öuk +2 008 Ab,k + ae wii) 1 


—= fax (nm—ı, Ya-YK, a—n) — füx J — nun), , 


fo erhält man aus ber Gleichung (207) das allaemeine Geſeß; 
(2 208, 


5" re 


zZ. m aan = ar [a Run. * il ‚Ya »l. ; 


95 kxın r: " —WW BE BR vr zit . 
. . ' = - — —2 —2 —7 
* 1 —* Pan (Anis, Tara, Anz) Ann on pi Fi u} 


wat ori Bett ee iz 

Sn diefem Falle hängt alfo die Aenderung der lebendigen Kraft 

bes Syſtems nur von der Lage ber einzetnen Punkte am Anfang umd 
Ende der Zeit + ab, nicht von den Wegen, melde fie während ber 
Zeit ı beichrieben habenz das Syſtem erhält demnach ‚Immer die ap- 
fängliche lebendige Kraft wieder, fo oft die einzelnen Punkte in bie 
anfängliche Lage zurüdtchren ober fberhaupt in eine Lage, für melche 
M(u, vi, a) = HF A, Y: 2); und fx (mA, Ya—Yk, Zb-Zk) 


= fax (mx, y Ya yk, nn) wird. Diefer Satz wird das 


Princip von ber Erhallung der lebendigen Kraft eines 
Syſtems genannt. 

Nach dem, was in F. 70 des erſten Buches bewieſen wurde, muß 
bie obige Bedingung für die Außern Kräfte erfüllt werden, wenn dieſe 
von feften Punkten ausgehen und nur Functionen ber Entfernungen ber 
bewegten Bunte von ben feiten find, fo daß .ntan hat 





F—— 
x=Rh-— , non nah — 


Rı = Pi m) ’ 


worin rı bie Entfernung Y (x — a)? + (yı—bi)? + (u— ci)? des 
bewegten Punktes xi yızi von bem feften Punkte abicı vorſtellt; denn 
es ergibt ſich dadurch 


Si Si 
je @ ee nl n+ng)=|in.omin- 
ei * 


Ebenſo wird man ſich leicht überzeugen, daß bie betreffende Bedingung 
auch fuͤr die innern Kraͤfte erfüllt wirb, wenn dieſe nur Guncionen | ber 
Entfernungen je zweier Punkte ſind, ſo daß man hat 


hk= Qi (); 
denn man Kat dann auch 
mn? = (n— x)! + (n—y)? + (n— 2)? 
und zieht daraus das Aenderungsgeſetz: 
dry _Xh—X% (= n) ed LEE m) Zi—Lıfdzu m); 


3 6i 
,’ ’ 4=BRi ‚ 


rn 

















ds mx \ds ds ds ds ds ds 
daraus folgt mit der Beachtung, daß 
——— cos Chk ; Rn _ 008 Puk > Air _ cos Yık 








Th,k Th,k Th,k 
if, die Beziehung: u 


Ju [«- Ob,k (- Te)+oo — E ds — Yhk (2 -2)] 


dn 
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welche mit der Gleichung (2076) verglichen zeigt, daß bie Arbeit einer 
folgen innern Kraft durch das formelle Sutegral : 


je. ga (mu) Ge * 


s 
ag 


ausgebrikft werden kann und daher nach ausgeführder Integration eine 
Zunctton von rn: werben muß. 

Wenn demnach an dem Syflem nur äußere umb innere Kräfte von 
ber vorher angegebenen Art thktig find, und noch ſolche, fir welche 
bad Aenderungsgeſetz ber Arbeit immer Null bleibt, fo kommt die 
de Som (207.) nach ausgeführter Integration ber rechten Selte anf 

Fom: 


2" si (vi? J == 23. [Oi (n) — Oi 9 


h=n 5 
+ 22.2 — [Os (rmx) —R | 
zurück, welche nach Einführung der Werthe für nr und ru mit der 
Gleichung (209) übereinftimmt, 
2) Wenn für befondere Lagen und Geftaltungen bes Syſtems bie 
lebendige Kraft desfelben einen größten oder Tleinften Werth erreicht, 
fo muß man für dieſe haben: 






in 
d.z.mw? 
= ds i=n ( dxi dyi dzi\ ds; ’ 
ds. =0=3. ti +22) 


ba Fu k a dyh dyk 
+3. 2 Ink [mn (2 7.) +oo@ßar —* 


—— 


größter oder kleinſter Werth. der lebendigen Kraft kann demnach 
nur in ſolchen Lagen und für ſolche inneren Geſtaltungen des Syſtems 
ſtatthaben, für welche ſich entweder alle Außern und innern Kräfte das 
Gleichgewicht halten, ober alle normal zu der Bewegung Ihrer Augriffo⸗ 
punkte gerichtet find, oder für welche bei dem einen Theil dieſer Kräfte 
ber eine, bet dem andern der zweite Umſtand ftattfinbet. 

Der umgelehrte Sag muß zwar nicht nothwendig eintreffen; es 
wird aber in den meiften Fällen, namentlich tm denjenigen, wo bie 
lebendige Kraft eines Syſtems fortwährend ab- und zunimmt, ein 
größter oder ein kleinſter Werth ber lebendigen Kraft in foldhen Lagen 
und Geftaltungen flatthaben, für welche bie vorherbemerkten Umftände 
in Bezug auf bie mern und Außern Kräfte eintreten. 

3) Wenn bie Rikfte, weiche normal zur Bewegung ihrer Angriffo⸗ 
punkte gerichtet find, nur in Widerfländen feſter Curven ober Flaͤchen 


heſtehen, fo wird das Syſtem ohne anfängliche Gefchwindigketten tm 
jeder der vorhergenannten Lagen und Geftaltungen im Gleichgewichte 
bleiben, und dieſes wird offenbar ein Kabikes fein, wenn das Syſtem 
beim Durchgange durch bie beireffende Lage eine größte lebendige 
Kraft erhalten würbe, und ein labiles, wenn biefe lebendige Kraft 
daſelbſt einen kleinſten Werth erreicht. Dem in beiden Källen müſſen 
bie Kräfte, welche zu überwiegen anfangen, wenn das Syſtem etwas 
aus dem Bleichgewichtözuftande entfernt wirb, dahinwirken, bie leben⸗ 
dige Kraft desfelben zu vermehren, es alſo bemjenigen Zuſtande zu 
nähern, wo biefe lebendige Kraft die größte werben Tann. Wenn bem= 
nad) jener Gleichgewichtszuſtand, aus welchem das Syſtem etwas ver- 
rückt wurde, ber Zuftand für die größte lebendige Kraft war, fo müſſen 
bie uͤberwiegenden Kräfte basfelbe in dieſen Zuftand zurückführen; dieſer 
Zuftand wird folglich ftabil fein. War es dagegen ber Zuſtand ber 
Hleinkten lebendigen Kraft, fo wird das Syſtem nach einer Eletnen Ver⸗ 
rückung immer ehr davon entfernt und wicher dem Zuſtande ber 
größten lebendigen Kraft genähert werden. müſſen; jene Zuſſand wird 
daher nur ein augenbliclicher, vorübergehender oder labtler fein können. 

M Halten ſich endlich die Innern und Außen Kräfte fortwährend 
das Gleichgewicht, oder find le fortwährend normal zu ben Bewegungs- 
richtungen ihrer Angriffspuntte, befteht alfo die Gleichung (210) nicht 
mir für befondere Lagen und Geftalten des Syſtems, fondern für eine 
fletige Folge folder ;Bagen und Geſtalten, ſp Hat man auch file irgend 
einen biefer Suftände bie Gleichung: 


ds 


Ze . dx; dyi 
—* Zn) (= ZA (Rattan +2 =): 


3 


oo: | ‚, +ete, 
wenn 1 v mb ER auf einen vorangehenden gleichen guſtand beziehen. 


Für alle bie Zuftände bleibt demnach bie lebendige Kraft bed Syſtems 
ober. bie. Geſchwindigkeit eines jeben Theile oder Punktes desſelben 
ungeänbert, und das Syſtem befindet ſich im weiteſten Sinne genommen 
im Zuflande bes Gleichgewichtes. 


8. 116. 


Für ein fletigeh. veranderiches Spuen geht ber Anderuck für die 
Aenderuug ber: lehembigen Kraft aus der Gleichung. (78) hetuor, wenn 
vanıı. bieje: gzuerſiauf bie: xſpricaglache Form buingt:. - 
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17 — 5 OO .dy + dZ., Br 
u * BE ame... 
und fle der Reihe nach auf ber linken Seite mit =, =, = multipfigtet; 


auf der rechlen Seite bagegen mit *. — En ‚ Indem man unter s 


An, ſ olche Beränberie serfteht, daB ‚man hat, 9 ——v. Man wird 
je, und zwar ſowohl unter ber. obigen horn 6 der. Anderungögefege 


d’.ur 
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erhalten, deren Sutegral in Bezug «nf s bie Aenberung ber geometrifchen 
lebendigen Kraft eines beliebigen Punkte xyz bes Syſtens vorftellt, 
eigentlich aber als Aenberungdgefeh dritter Orbnung ber Aenderung der 
lebendigen Krafe des ganzen Syſtems in Bezug auf bie gleichzeitige 
Aenderung ber Begrenzung bes Syſtems _parallel zu ben drei Goordi⸗ 
natenebenen zu betrachten If. Für bie Berechnung ber geometrifchen 
lebendigen Kraft eines Punktes wird man im Allgemeinen am beflen 
bie aus ber Gleichung (A) unmittelbar hervorgehende Form anwenden, 
b. 5. ben Ausdruck: 
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[ir (si Hrn +2: 15) 
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123 a dT, dx en) 
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"I tn lt dig 130%: 


worin vo die Geſchwindigkeit des betreffenden Punktes am Anfang ber 
Zeit t ober für ben- Anfang dev Beränberlichen s bedeutet, Indem man 
+ und s miteinander anfangen läßt. Für bie Berechnung ber leben 
bigen Kruft des ganzen Syſtems dagegen kann man ber Gleichung (A) 
wieber wie in 8. 115 bir Gm geben: . } 
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Diefer Ausprrkt. därfte üben kaum eine —* Anwendung finden, 
ba es von edenfo geringent: Iniereſſe iſt, di lebendige Kraft eines in innerer 
Bewegung ‚nie die eines nicht 
fletigen Syſtems, beffen Theile nicht in materieller Verbindung ſtehen, 
3. B. bie eines Planetenſyſtems. Sch werbe deßhalb auch’ nicht weiter 
aut die beſondern Formen eissgehen, welche bie vorhergehende Bleichumg 
für ſtetige Syßeme :unimmt, bir ala ‚mahteriche ‚Blächen :unb Linien 


| 
{ 


Kö] 
Betwaichket werben. Binnen, smb till nur noch denaten, daB. au‘ dieſer 
Gleichamng ber Ausbend für bie Aenderung der lebendigen Kraft eines 
ſtetigen feſten Syſtems hervorgeht, und zwar dadurch, "daß für ein fol 
ches bie drei letzten Doppel= Integrale Nu werden. Man wird bie 
inte Seite der fo reduzirten Gleichung: 


x ryYg: . , 
Sf frrn-efr iR 9* fü er) 
UnYydn „ed. 


durch die in $: 207 des zweiten Buches angewendete U 
Soordinaten x, y und 2 in X+x, w-+y, 24 
V, = bie Coordinaten des Mittelpunktes der Maffe bi 
y,, z, bie eines beliebigen Punktes in Bezug auf elı 
üihſen paralleles Syſtem, den Anfangapunft dieſer 
lelcht auf die Gorm: 


Milv?— vo?) +foe for fü q en?) 
= fafe ‚ff WE+ + +2 2) 


bringen, unter welcher fie ber bortigen Gleichung (141) entfpricht, und 


man wird bann bem zweiten Glied ber linken Seite mit Berückſichtigung 
der Unterfuchungen in $. 186 des zweiten Buches bie Form: 


x’(y f: x fy 
»|% dy ang [Be [dr fürn oder RI G? 
X UL % U 


geben, worin MR und SR, die Maflenmomente, ꝙ und go bie Winfel« 
geſchwindigkeiten bes Syſtems in Bezug auf bie augenblickliche Drehungs— 
achſe im Mittelpunkt der Maffe am Anfang und Ende ber Zeit s find. 
Man erhält fo den allgemeinen Ausdrud: 


MW von) + DR IR, ge? 1a. 


xy f: ps 
-2[a[erfiefr.«( (+ 3428 9) 
x 4240 
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für die Aenderung ber Iebenbigen: Kraft eines fetigen feften Guflend, 
wenn baßfelbe ganz frei ober bei einer Beſchraͤnlung ſeinet Bewegung 
feiner Reibung umerweſen it 


$. 115. 
Schließlich Haben wir noch eines andern Lehrſatzes zu erwä 
welcher fi auf den aͤuſſern und innern Zuftand eines Syflems zug 
bezieht, nämlih des Princips von ber kleinſten Wirkui 
welches wir im erften Buch, 889. 110 und 111 für einen materie 
Punkt Tennen gelernt haben, welches aber ‚bei einem beliebigen S 
bon Punkten noch viel weniger Anwendung findet als das Princip 
der Aenderung ber lebendigen Kraft und eigentlich nur noch ein h 
ſches Intereſſe hat. Ich begnüge mich daher mit ber Bemerkung, 
jener Lehrfa ohnehin: ſchon einer größern Beſchränkung unterworf 
als der zuleht genannte Satz, und daß man ihn daher auch n 
folchen Syſtemen für anwendbar erklärt hat, bet welchen die Bedin 
gleichungen für die Verbindungen ber eingefren Theile bie 
erplicite enthalten, und verweife im Mebrigen Diejenigen, wel 
mit dieſem Satz bekannt machen wollen, auf bie meheſach ang 
Bet von Poiſſenm und Duhamel. BE 
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für. die.Henberung ber bebendigen Kraft eines fertigen feften Suftems, 
wenn badfelbe ganz frei ober bei einer Beſchraͤnkung ſeinet Bewegung 
keiner Reibung nnierwefen iſt. 


4. 115. 


Schließlich haben wir noch eines andern Lehrſatzes zu erwähnen, 
welcher ſich auf den Anßern und Innern Zuſtand eines Syſtems zugleich 
bezieht, nämlich des Prineips von ber kleinſten Wirkung, 
weiches wir im erfien Buch, SG 110 und 111 für einen materiellen 
Punkt Tennen gelernt haben, welches aber bei einem beltebigen Syſten 
von Punkten noch viel weniger Anwendung findet als bad Princip von 
der Aenderung der lebendigen Kraft und eigentlich nur noch ein hiſtori⸗ 
ſches Intereffe hat. Ich begnüge mich daher mit der Bemerkung, daß 
jener Lehrfah ohnehin ſchon einer größeren Beichränfung unterworfen if, 
als ber zuleht genannte Sat, und daß man ihn daher auch nur bei 
folchen Syftemen für anwendbar erflärt hat, hei welchen bie Bebingunge- 
gleihungen für bie MWerbinbungen ber eingehen Theile bie Zeit nicht 

erplictte enthalten, und verweife im Webrigen Diejenigen, welche ſich 
mit diefem Satz bekannt machen wollen, anf die mehrfach angeführten 
Vate von Voiſſen. und Duhamel Eu 
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